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CINQUIÈME ÉDITION. 


Préférez, dans l’enseignement, les méthodes générales ; 
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toujours les plus faciles. 
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ALGÈBRE SUPÉRIEURE. 


CHAPITRE [I°. 


DES COMBINAISONS ET DES PUISSANCES,. 


Permutations et Combinaisons. 


475. Lorsque des termes sont composés de lettres semblables ou 
différentes, placées dans divers ordres, nous nommerons ces assem- 
blages des Arrangements, ou des Permutations ; mais si l’une de ces 
lettres au moins est différente dans chaque terme, et qu'on n'ait 
point égard aux rangs des lettres, ces termes seront des Combinai- 
sons *. Ainsi abc, bac, cha, bca, sont 4 permutations, et abc, abd, 
bcd, acd, 4 combinaisons 3 à 3. 

Pour désigner le nombre des permutations qu’on peut faire avec 


* Les combinaisons sont aussi appelées Produits différents ; nous rejetons cette ex- 
pression défectueuse ; car ab et cd, qui sont les combinaisons différentes de deux lettres, 
peuvent cependant former des produits égaux, comme 3 X 8 = 6 X 4 = 12 X 2. On 
a distingué aussi les permutations des arrangements, réservant le 1er nom aux arran- 
gements de p lettres entre elles, ou p à p : mais cette distinetion n’a aucun but utile, et 
nous n’en ferons pas usage, non plus que de plusieurs autres dénominations, 
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m lettres, en les prenant p à p, nous écrirons [»Pp]; le nombre 
des combinaisons sera indiqué par [mCp]. 

Proposons-nous de trouver le nombre y de toutes les permutations 
de m lettres prises p à p, ou y —[m"Pp]. Considérons d’abord les 
arrangements qui commencent par une lettre telle que 4, mais qui 
diffèrent, soit par quelque autre lettre à droite de a, soit seulement 
par l’ordre suivant lequel elles sont rangées. Si l’on supprime cette 
initiale a, on aura un égal nombre d’assemblages de p — 1 lettres; 
ce seront visiblement tous les arrangements possibles des »# — 1 
autres lettres b, c, d,.... prises p — 1 ensemble ; désignons-en le 
nombre par 9 —{[(m# — 1) P (p — 1)]. Donc si l’on prend ces m—1 
lettres b, c, d,.... qu’on forme avec elles toutes les permutations 
p — 1 à p — 1, qu'enfin on place «a en tête de chaque terme, on 
aura toutes celles des permutations p à p qui ont a pour initiale. En 
effet, pour que l’une de celles-ci füt omise ou répétée plusieurs fois, 
il faudrait qu'après y avoir supprimé a, qui est en tête, les assem- 
blages restants présentassent la même erreur, et que quelque per- 
mutation p — 1 à p — 1 des lettres b, c, d,.... fût elle-même omise 
ou répétée ; ce qui est contre la supposition. 

Il y a donc autant d'arrangements de # — 1 lettres prises p — 1 
à p — 1, que d'arrangements de "” lettres p à p, où a est initial : 
soit # ce nombre. Or, si l'on raisonne pour b comme on a fait pour 
a, on trouvera de même + permutations qui commencent par b; il 
yenapwquiont centête, etc....;et comme chaque lettre doit être 
initiale à son tour, le nombre cherché y est composé d'autant de 
fois. + qu’il y a de lettres, 


y—= my, Où [mPp]—m.{(m — 1) P (p—1)]. à 


Il suit de là que, 1° pour obtenir le nombre y” d'arrangements de 
m lettres 2 à 2, y est alors le nombre d’arrangements de »m — 1 let- 
tres prises 1 à 1, ous = m — 1; donc yÿ"—1m (m — 1). 

2° Si l’on veut le nombre y” d’arrangements de # lettres 3 à 8, 
p est 8, et o désigne la quotité d’arrangements de # — 1 lettres 2 
à 2, quotité qu'on tire de y” en changeant » en m — 1; 


o—{(m— 1l){(m—2); d'où y”= mm — 1) (m— 2). 


8° On trouve de même pour le nombre des arrangements 4 à 4, 
YS = mm — 1) (m— 2) (mn — 8), et ainsi de suite, 
I est visible que pour passer de l’une de ces éqn, à la suivante, 


COMBINAISONS. 5 


il faut y changer » en mn — 1, puis multiplier par # ; ce qui re- 
vient à joindre aux facteurs », m» — 1,,... l’entier qui suit le der- 
nier de ces nombres ; ainsi, pour p lettres, ce dernier multiplica- 
teur sera m» — (p — 1), d'où 


y —=[mPp]—=m (m—1)(m—2).... XX (m—p+t1;.... (D 


le nombre des facteurs est p. C’est ainsi que 9 choses peuvent se 
permuter 4 à 4 d'autant de façons différentes qu’il est marqué par 
le produit des 4 facteurs 9.8.7.6 — [9P4] — 3024; c’est le 
nombre de manières dont 9 personnes peuvent occuper 4 places. 
Les arrangements de » choses 1 à 1 et 2 à 2 réunis, sont en nombre 
om — mn (mn — l\=xe. 

En faisant m — p, on obtient le nombre z d’arrangements de p 
lettres p à p, toutes les p lettres entrant dans chaque terme, 


2—[pPpl=p(p—1)...8.2.1—1.2,8.4....p...(2) 


Le nombre d’arrangements des 7 notes de la gamme musicale est 
1.2.3....7— 5040: en comptant les demi-tons, on a 479 001 600. 
476. Cherchons le nombre x des combinaisons différentes de m lettres 
prises p à p,ou æ — [mCp]. Supposons ces x combinaisons effec- 
tuées, et écrites successivement sur une ligne horizontale : inscri- 
vons au-dessous de la 1re toutes les permutations des p lettres qui 
s’y trouvent, et nous aurons une colonne verticale formée de z 
termes (équ. 2). Le second terme de la ligne horizontale donnera 
de même une colonne verticale de z termes composant toutes Îles 
permutations des p lettres qui y sont comprises, et dont une lettre 
au moins est différente de celles qui entrent dans la combinaison 
déjà traitée. La 3° combinaison donnera aussi z termes différents des 
autres, etc. On formera donc ainsi un tableau composé de x colon- 
nes, ayant chacune z termes ; en tont x résultats, qui constituent 
visiblement tous les Mcbnebu possibles de nos m lettres prises 
p à p, sans qu'aucun soit omis ni hr Le nombre de ceux-ci 


; pu mP : 
étant y (équ. 1), on a #2 = y, d'où x — ui ») Sayoir, 


é … LrPpl 


M Mel Me 2 m— p+1 
= ee on 7 ie Cros — emma D D RE ess +0 60 0 0 9 8 
Les équ. 1 et 2 étant composées chacune de p facteurs, l'équ. (3) 


en a aussi p, qui sont des fractions dont les termes sont entiers et 
4A* 
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suivent l’ordre naturel, décroissants à partir de # pour le numéra- 
teur, et croissants jusqu’à p pour le dénominateur. Comme, par sa 
nature, x doit être un nombre entier, la formule (1) doit être exac- 
tement divisible par (2) : au reste, c’est ce qu'on pourrait prouver 
directement. 


477. On a 


m m—1l m—2 m— q—+1 


TN RTE ‘8 q 


[mCq] = x = 


Soit p >> Q, tous les facteurs de cette équ. entrent dans l’équ. (3), 
qu’on peut par conséquent écrire 


PA qd m—q— 1 m — p+1 
LEARN P 
I. Cherchons d’abord s’il se peut que x = x’ : il est clair qu'il 


faut que le produit de toutes ces fractions se réduise à 1, ou que les 
numérateurs forment le même produit que les dénominateurs ; si 
l’on prend ceux-ci en ordre inverse, on a 


(m—g)im—qg—1)....=p(p—1.... (+1). 


Or, ces deux membres admettent un égal nombre de facteurs con- 
tinus et décroissants ; si chaque facteur d’une part n’était pas égal à 
celui qui a même rang de l’autre part, l'égalité serait impossible, 
puisque, suppression faite des facteurs communs, il resterait des 
facteurs tous plus grands d’un côté que de l’autre et en pareil nom- 
bre. Ainsi, cette équ. exige que m — q — p, pour que & = 4 ; 
de là ce théorème : 


[mCp] —[mCql quand m = p + q. 


100 lettres prises 88 à 88, et prises 12 à 12, donnent un égal nom- 
bre de combinaisons; et, en effet, [100 C 88] a pour numérateur 
100.99....89.88....18,etpourdénom.1.2.3..,.12.13....88; 
supprimant les facteurs communs 13.14.15...,,...88, il reste 
100.99....89 
152,8 4.,12 
ciles les calculs de la formule (3), quand p > =». On a plutôt 
trouvé 100 C 4 que 100 C 96 — 3 921 295. 

Concluons de là que si l’on écrit successivement les nombres de 
combinaisons de »1 lettres 1 à 1,9 à 2,3à3,.,.. les mêmes valeurs 


— 100 C 12. Cette remarque sert à rendre plus fa- 
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se reproduiront en ordre rétrograde au delà du terme du milieu. Par 
ex., pour 8 lettres, ces nombres sont 8, 28, 56, 70, 56, 28, 8 (voy. 
le tableau ci-après). 

IL. Supposons q = p — 1; x n’a qu’un seul facteur de plus que 
x,etl'on a 


RQ dires 2: 
p ? 


ou [mCp] = [mC (p — 1)] . nl Cha a sets (4) 
P 
1° On en tire cette règle, qui sert à déduire successivement lesunes 
des autres les quotités de combinaisons de » lettres 1 à 1, 2 à 2, 
8 à 3.... Écrivez les fractions nt s ir . A Re ce Es 
1 2 3 
pliez chacune par le produit de toutes les précédentes. Par ex., pour 
8 lettres à combiner, on écrit ?, 7, $, et l'on a 8; 8 X T— 98; 
28 X = — 56....; c’est ainsi qu'on trouve que 8 numéros de la 
loterie forment 8 extraits, 26 ambes, 56 ternes, 70 quaternes et 56 
quines. Les 90 numéros donnent 90 extraits, 4005 ambes, 117 480 
ternes, 2 555 190 quaternes, 43 949 268 quines. 
m—1 m—2 
SANS 

mérateurs décroissants et des dénominateurs croissants : tant que 
ces fractions sont > 1, le produit augmente ; il va en diminuant, 
dès que le rang + du terme est tel qu’on ait 


. et multi- 


2° Nos facteurs successifs », ,... Ont des nu- 


m 


m—i+lI dors 1 
MEL upn ossi E., 
t 
et nous savons qu’on retrouve les mêmes produits en sens rétro- 
grade. 
1 cas, m pair = 24: on a & > « +; ainsi lestermes croissent 


a 1 
œ 


jusqu'au rang à = 4, où le dernier facteur est : ce terme est 
[mCiml], ou 


mp2 @e—tjes(a+t) | GH)(eH 2). 2 


On écrit au dénominateur la suite naturelle 1.2.3,,., 4x, eton la 
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continue au numérateur jusqu’à 244 Gomplétôns le numérateur par 
les facteurs 1.2.8. CA 


BRU Se 


deu did à LE 2 FAT Re 


or les facteurs pairs qui, en haut, sont en rangs alternatifs sont 
2.4.6... 2x — 2e K 1.2.8.4..:. 4; donc enfin le plus grand 


terme, ou celui du milieu, est 


109168 SIMS) 


M={m CE mn] —2* SUR MDN NEC Mid 


2° cas, m impair — 2 « - 1. La condition indiquée devient 
2 > «+ 1; ainsi les termes ne décroissent que si le rang à dépasse 
à + 1; et come, pour ce rang, le dernier facteur se réduit à 


Lo dre 


cm — 1, ce terme est égal au précédent, en sorte qu’il se répète 


aux rangs « —- Let x, ou + (m Æ 1). Faisons donc à = « et nous 
aurons pour les deux termes du milieu, qui sont les plus grands 


ImCi(mæ+l1)], 
y = BsHD2 Rte Gerone + à SRRAC LE ps 
1.2. En «2. 
En opérant comme ci-dessus, on trouve 


L(m=tr ne Pr RE 
1.2.83.4....2{(mLi1) 


C'est ainsi que les plus grands nombres de combinaisons qu’on 
puisse faire avec 16 et avec 19 lettres sont 


M={\mCi(m+<1]=2 


1.5. Le = 
14,20 LR Et 
Pl rare mio = 7548 


du reste chacun des nombres de combinaisons doit toujours être 
entier. 
8° L’équ. (4) donne aussi 
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à cause de l’équ. n° 477 et de q=—p— 1; ce 2° membre, comparé 
à l'équ. (3), donne 


[an 1) Cp] = [mCp] + [mp — 1j]. 


Cetle relation apprend à déduire, par une simple addition, les 
combinaisons de m» <- 1 lettres de celles de m lettres ; c’est ainsi que 
dans le tableau suivant, qu'on nomme le Triangle arithmétique de 
Pascal, chaque nombre est la somme des deux termes correspondants 
de la ligne précédente. Ainsi on a | 


7° ligne... 1, 7, 21, 85, 85, 21, 7, 1. 


Pour composer la 8° ligne, on fera 1 Æ 7 — 8,7 L 21 — 98, 
21 +35 — 56, 35 L 85 — 70, etc... 

Gette loi explique le retour des mêmes termes en sens inverse, 
puisqu'il suffit qu'il ait lieu dans une ligne pour qu’il se trouve aussi 
dans la suivante. Du reste, nous savons déduire les termes d’une 
même ligne les uns des autres, et de proche en proche (1°), ou à 
l’aide des termes de la ligne qui précède (3°), ou enfin directement 
à l’aide de l'équ. (3) qui en est le terme général. 


COEFFICIENTS DU BINOME, 


ou Quotités de Combinaisons. 


5005) 3005) 


11440 | 8008 | 
24310 1948 | 
48620! 43758 À 
92378| 992378 
167960 )184756 |} 


9à9 foin) 


5008 / 
12376 [19448 
18564 1531824 
27152 |50388 
38769 177520 

| 6à6 71à7 


1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
4 
1 
1 
1 715. 286 
1 2002| 1001! 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
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ITT. Soient 1, », a, b, c.... b, a, m, 1, les nombres d'une ligne; 
ceux de la suivante (3°) sont 1, 1 me, ma, aLb...,a-Lm, 
m — 1, 1: la somme des termes de rangs pairs est 


1 math... LmLi, 


la même que ceux de rangs impairs, et aussi que la somme des ter- 
mes de la ligne précédente. En ajoutant tous les termes de la ligne 
m + 1, on a donc le double de la somme de la ligne m». Or, la 2° 
ligne du tableau est 1 + 2 EL 1 — 4 — 2, donc les lignes sui- 
vantes ont pour somme 2%, 24,... 2”, Aïnsi, la somme des combi- 
naisons de m lettres est 2” ; celle des termes de rangs, soit pairs, soit 
impairs, est 2"—1, somme qu’on trouve pour les combinaisons de 
m — 1 lettres. | 

478. Partageons les » lettres a, b, c, d....en deux ordres, les 
unes en nombre #’, les autres en nombre #”, (m — mm); puis 
cherchons toutes les combinaisons p à p formées de y’ des premières 
lettres jointes avec p” des antres (p — p’ Lp”). Pour cela faisons 
toutes les combinaisons des 1res p’ à p’, et celles des dernières p” à 
p”; le nombre en sera »'Cp' et m"Cp"; accouplons chacun des 1er: 
résultats à chacun des seconds ; p’ facteurs d'une part, réunis à p” 
de l’autre, formeront p facteurs ; et il est visible que ces systèmes 
accompliront tous ceux qu’on cherche. Leur nombre est donc 


X = [m Cp] X [m'Cp']. . . . 1 (5) 


I. Dans combien de combinaisons des m lettres a, b, c.... entre 
la lettre a? m'—=p —=1, et X—(m—1) C(p—1). 

IT. Combien de combinaisons contiennent a sans b, et b sans a? 
m—=2,p = 1; d'où X—2 X [(m—2) C(p—1)]. 


III. Combien renferment a et b ensemble? »' = p' —= 9, 
À = (m — 2) C(p — 2). | 
IV. Combien ne contiennent ni a, ni b? m = 2, p — 0 et 


X = (m — 2) Cp. | 
V. Sur les combinaisons de » lettres p à p, combien en est-il qui 
contiennent deux des 8 lettres a, b, c? m' = 3, p — 9, 
X— 8 X [(m — 8) C(p — 2)]. 
VI, Les combirraisons de 10 lettres 4 à 4 sont en nombre 210 : si 
l'on distingue trois lettres 4, b, c, on peut demander combienil y a de 
ces combinaisons qui ne contiennent aucune de ces trois lettres, 
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combien en renferment une seule, combien 2, combien toutes les 
trois ensemble : on trouve 


19 Aucune des trois lettres, . , 35C0 . 7C4 = 1 X 35 = 55 
2:Une.seule, © .. ratio né ou :5C5.4:7C8 25318017 405 
He Deux... Set 21 1RCL 2: 1095 Rir Si 4 ES 
MO TOULON OETIONS . <0, ., OCRICI mA N) LE CE 
Nombre total des combinaisons. 210 


Quant aux permutations de m lettres p à p, qui contiennent p' let- 
tres prises parmi m’ qu’on a désignées, leur nombre 


F—XX1.2.8....p. 


En effet, il suffit de prendre chacune des X combinaisons, et de 
permuter entre elles les p lettres qui y entrent. 

479. Effectuons les permutations p à p des m lettres a, b, c.... v, 
de toutes les manières possibles. Otons-en p — 1, telles que 
, k.... v; apportons l'une d'elles z à côté de chacune des 
m — p —- 1'autres a, b,c.... h; d’où ia, tb, ic. ... 1h. Changeons 
tour à tour 2 en a, b, c....h,etnous aurons tous les arrangements 
2 à 2 des m — p 2 lettres, 1, a, b....h. En tête de ces résultats, 
plaçons la 2e lettre supprimée k ; kia, kib.... kih ; puis changeons 
successivement 4 en ?, a, b.... k, et nous aurons toutes les permu- 
tations 3 à 3 des m — p — 3 lettres #, 7, a, b.... h, et ainsi de 
suite. 

Par ex., pour permuter 3 à 8 les 5 lettres &, b, c, d, e, j’ôte d et 
e, et portant d près de a, b, c, j'ai da, db, dc; changeant d en a, 
b et c, il vient tous les arrangements 2 à 2 des 4 lettres, a, b, c, d. 


da, db, de, ad, ab, ac, ba, bd, bc, ca, cb, cd. 


Il reste à apporter e en tête de chaque terme, eda, edb, edc,.... 
puis à changer e en a, en b, en c, eten d; on a alors les 60 arran- 
gements demandés *,. 

480. Soit proposé de former les combinaisons p à p. Cherchons-les 
d'abord 2 à 2; Ôtons a, et apportons cette lettre près de b, c,.... 


* Cette théorie sert à trouver le logogriphe et anagramme d'un mot. Ces pénibles 
bagatelles offrent quelquefois des résultats heureux. Dans Frère Jacques Clément, 
l'assassin de Henri HI, on trouve, lettre pour lettre : C’est l'enfer qui m'a créé. Ja- 
blonski fit les anagrammes de Domus Lescinia, en honneur de Stanislas, de la maison 
des Leczinski; il trouva ces mots : Ades incolumis, Omnis es lucida, Mane sidus loci, 
Sis columna Dei, I scande solium, Ce dernier fut prophétique : Stanislas devint roi de 
Pologne. 
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savoir ab, ac, ad....: ce sont les combinaisons 2 à 2 où entre a. 
Plaçcons de même b près de c, d,.... puis c près des lettres d, e. ... 
qui sont à droite, etc., nous aurons toutes les combinaisons 2 à 2. 

Pour combiner 8 à 8, Ôtons a et combinons 2 à 2 les autres let- 
tres b, c, d,.... ainsi qu’on vient de le dire; puis apportons a près 
de chaque terme, b près de chacun de ceux où D n’est pas déjà, c 
près de ceux qui n'ont ni b ni c, etc., et nous aurons les combinai- 
sons 8 à 3, . 

En général, pour combiner p à p, Ôtez p — 2 lettres é, k.... v, 
et combinez 2 à 2 les autres lettres a, b, c.... h; portez près de 
chaque résultat l’une des lettres supprimées 4, puis a près des ter- 
mes sans &, b près de ceux qui n’ont ni & ni b....; vous aurez les 
combinaisons 8 à 3 des lettres a, b, c..., h, à : portez de nouveau 
k près de chaque terme, a près de ceux qui n’ont pas &, etc. ; et 
vous aurez les combinaisons 4 à 4 de a, b.... 2, k, et ainsi de suite, 
jusqu'à ce qu'on ait restitué tontes les (p — 2) lettres supprimées. 


Développement de la puissance d'un polynome. 


481. Lorsqu'on fait « = b = c,....le produit de m facteurs 
(&— a) (x + b) (x +-c).... devient (x + a)”; le développement 
de la puissance #° d'un binôme se réduit donc à effectuer ce pro- 
duit, et à rendre ensuite les 2es termes a, b, c.... égaux; ce pro- 
cédé permet de reconnaitre la loi qu’observent les divers termes du 
produit, avant d’éprouver la réduction. Or, on a vu {n° 97, V) que 
ce produit a la forme 


DE Aa LE Ba Le Cas... + Na"... abcd, 


A étant la somme a —- b Le... des 2mes termes des facteurs 
binômes, B la somme ab ac + bc..., de leurs produits 2 à 2, 
C celle des produits 8 à 3, abc + abd,.... etc, En faisant 
a—b—=c...., tous les termes de Z deviennent — a ; ceux de B 
sont — a? ; ceux de C; = a... ,; ceux‘de NV, — a”. 

Donc 4 devient a répété m fois, ou ma. 

Pour B,a° doit être répété autant de fois qu'il y avait de produits 
242, ouB—@ ,[mC2] = : m (m — 1) a. 

Pour C, a est pris autant de fois que » lettres donnent de com- 
binaisons 8 à 8, C — + on (m -— 1) (mn — 2) af ; et ainsi de suite. 
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Pour un terme Na" de rang quelconque», on a N —={[mCn] a". 


Enfin le dernier terme est 4”. De là cette formule, découverte par 
Newton : 


L4 


m— 1 


(x + a)" == 2° + max": — m res VV ag" 


MS m — 2 


À nt —— a a . 2ryef6) 


L6 tèrine général est. . Te [Ch |", aprem 9 CPU TT) 
T est le terme qui en a n avant lui, et qui reproduit tous ceux du 
développement de (x a)", en prenantn = 1,2,8..,, 

Pour obtenir celui de (x — a)”, il faut changer ici &« en — a, 
c’est-à-dire prendre en signe contraire les termes où a porte un 
exposant impair. 

482. La formule (6) est composée de (m +- 1) termes, et les coeff- 
cients sont tous entiers ; ceux des puissances jusqu'à la 20°, ont été 
donnés p. 7. Les exposants de a vont en croissant de terme en 
terme ; ceux de x en décroissant : la somme de ces deux puissances 
dea et x, est m, pour chaque terme ; ainsi (p. 5, 1°) un terme étant 


fon, a j O6 QUE. 

multiplié par — et par l’exposant de x, puis divisé par le rang de ce 
x 

tèrme dans la série, on a le terme suivant. Par ex., on trouve 


(x + a) = x + Qax8 + 36a°x7 + 84a3x6 + 196a4%5 + 12645X4 +... 


Pour obtenir (2b% — 5c*)9, on fera dans cette équ. x — 2b, 
a = — 6c, et il viendra 29b°7— 9 .5ci, 28h74 E 36. 5°0$ . 27h... 
ou 


(2b3—5c3)— 512b?7—45,956c3b° 4436.95 ,198c6b° "284,125 ,64c°b" 5... 


Du reste, on sait que, dans la formule (6), 

1° Après le terme moyen, les coefficients reviennent en ordre 
rétrograde, et les coefficients à égale distance des extrêmes sont 
égaux : ces coefficients vont en croissant jusqu’au terme moyen dont 
on a donné la valeur (p. 5). 

90 Chacun des coefficients de la puissance m° étant ajouté à celui 
qui le suit, donne le coefficient de la puissance (in te qui a même 
rang qué ce dernier (voy. pag. 7). 

3° La somme de tous les coefficients de la puissance #° est = 2” 
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— la somme de tous ceux de rangs, soit pairs, soit impoirs dans la 
puissance (» — 1)°, comme p. 8. Et en effet, faisant x = à = 1, 
l’équ. (6) se réduit à 2” — la somme de tous les coefficients. 
4° Quand x = 1 et a — z, l’équ. (6) devient 
m—2 


(1—3)" = 1 ms tm . M ton . ee 3 2... z"...(8) 


Comme cette expression est beaucoup plus simple, on y ramène le 
développement de toute puissance proposée. Pour (4 — B)", on 
divisera le binôme par 4 pour réduire le 1e terme à être 1, 
et l’on multipliera par 4”, pour rendre à la quantité sa valeur 


B L/12 4) d ' 
— A" (: —- à) . En faisant cette fraction — z, on retombe sur 


l’équ. (8). Ainsi, après avoir formé les produits consécutifs des fac- 
I ? R 

teurs m, + (m—1), = (m—2), + (m — 38),.... comme on Va dit 
(p. 5), on aura les coefficients du développement qu'il faudra en- 


suite imulüplier par les RENE croissantes de z. Par ex., pour 


ÿ 


(2a + 3b}, je prends (2a) F(1 sa ne) , etje fais 3 = D. Je forme 


les fractions £, T, ©, +, et, par “a imultiplications successives, j'ai 
les coefficients 8, 28, 56, 70 ; passé ce terme moyen, les suivants 
sont 56, 28 et 8. Distribuant les puissances croissantes z, 3°, 25,, ... 
multipliant tout par 2564, enfin, mettant pour 3 la fraction que 
cette lettre représente, j'ai 


(2a+ 3b5) — 956 . as 3072 . ab —L 16128 . a6b° L 48384 . a5bs 
+ 90720 . aibi —- 108864 . a°b5.… 


483. Pour développer (a + bc+d....—i)", revenons au 
binôme en faisant b + c.... Liz; 


(a x)” a pour terme général [mn Calaxz?, 
_« et p étant quelconques, pourvu que ap=m. 
Mais si l’on pose € + d.. pr i— y, on a 3 —= b + y, et le terme 
général de # = (b + ” est.. [ pCB] b£ y, 
avec la condition B<+gq=—=p, savoir a+ B+q—=m 
Faisons de même d +e....—i— x, le terme général de 
yt=(c—+ r)t est. [aCy] 0? x”, 


ty r— 4, où a+ 8+ptr=m. 
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En remontant, par des substitutions successives, il est clair que 
le terme général du développement cherché est 


N=[mCz].[pC8].[qC>]....axbl er... 2", a LB... .Lu—m. 


Du reste, «, B, ».... sont des entiers arbitraires qui désignent les 
rangs de chacun de nos termes généraux particuliers dans leurs sé- 
ries respectives. Le dénominateur du coefficient de W est 


ENT PS DURE D D LS 


en prenant autant de séries de facteurs qu'il y a d’exposants, le 
dernier # excepté. 

Introduisons-y, pour l’analogie, le produit 1.2.3,,.,, ainsi 
que dans le numérateur, qui prendra la forme 


m{m—1).…..(m—x+1)Xp(p—1)..…..(p—£28+1)X9....(q—74+41)....Xu(u—1)...2.1. 


Or, p—m — x; les facteurs p, p — 1,.... continuent donc la 
série mm (m — 1) (m — 2).... jusqu’à (p — 8 — 1); qui est à son 
tour continuée par q — p — B; et ainsi de suite, jusqu’à 
u (u — 1):...2.1; le numérateur est donc la suite des facteurs 
décroïssants # (m — 1).... jusqu'à 2.1, qu'on peut écrire ainsi : 
1.2.3....(m— 1) ». Le terme général cherché est donc 

: j 


1.2.8....m X axb£ cy7..…. à 


Les exposants x, B, ».... sont tous les nombres positifs et entiers 
possibles, compris 0, avec la condition que leur somme — mn; et il 
faudra admettre autant de termes de cette forme, qu’on peut pren- 
dre de valeurs qui y satisfont, dans toutes les combinaisons possi- 
bles. Le dénominateur est formé d'autant de séries de facteurs 
1.2.8....4, 1.2.8.... 8.... qu'il y a de ces exposants. Parex., 
pour (@+- bc)", l’un des termes est 


1.:2.8..:4 10. abc? 


PR ARE 5B3h2 
1.2.3.4.8% 12.82% 1.8 — 2020 ae", 


et le même coefficient 2520 affectera les termes ab’c°, a°bèc5. ... 
484. Tout ceci suppose que l’exposant » est un nombre entier po- 
sitif ; s’il n'en est pas ainsi, on ignore quel est le développement de 
(1 + :)", et il s’agit de prouver qu'il a encore la même forme (8) 
(voy. n° 715, IV). C’est à cela que se réduit la proposition pour tout 
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polynome à développer ; car en multipliant l’équ. (8) par æm=, on a 

la série de (x + +2)", ou (x Ha)”, en faisant #3 = a; ce calcul re- 

“produit l'équation (6), qui deviendrait alors démontrée pour tout 

exposant »# : et par suite, la doctrine du n° 483 serait applicable. 
Ainsi » et n désignant des grandeurs quelconques, posons 


æ æ= 1 + ms + = m(m — 1) z —+ etc. 

— 1 + ns L in (n — 1) 3 + etc., 

d’où l’on tire ay = 1 + ps + ip (p — 1) x + etc., 
en faisant p=m+n. 


En effet, sans nous arrêter à faire la multiplication des polynomes 
æ et y, qui donnerait les 1" termes d’une suite indéfinie, mais n’en 
ferait pas connaître Îa loi, observons que si » et n sont entiers et 
positifs, il est prouvé æ = (1 Hz)", y = (1 + 2), d'où 
ay = (1 + 2) = (1 + 2) : dans ce cas, le produit xy est bien 
tel que nous l'avons posé. Or, si» ou # n’est pas entier et positif, la 
même chose doit arriver, puisque les règles de la multiplication des 
deux polynomes ne dépendent pas des grandeurs qu’on peut attri- 
buer aux lettres des facteurs. Par ex., le terme en z°, dans xy, doit 
être le produit de certains termes de x et de y, termes qui seront 
les mêmes, quelles que soient les valeurs de "» et n ; et puisque ce 
produit est + p (p — 1)z° dans un cas, il sera tel dans tont autre cas, 

D’après cela, 1° si m esé entier et négatif, comme n est arbitraire, 
faisons n = — m, n sera entier et positif, et l'on sait qu’alors 
y = (12) ; p—0 réduit la troisième équation à æ#y — 1, d’où 


g=y=(l+s)" = (1 +2)". 
(Care LE ms Em TE 22 + HA Er 


3 Zones 


_— 
| 
H- 


PET MS PES ne off à 1)04] 


n 


PTT n+2 ml ES 


ML a" pes = 2" [ (0 m1) C(m—1)] 
Gndoet d 1 1 | +1 =) Mg men 
Le 65 Sao MO ls LUE. LT +0 2 4 + 5... 
(x & a)-3.,,.,.l11 3 | +6 10 | + 15.. 
(@ Æ a)-4....l 1 Æ 4 + 10 a | + 35.. 


Voyez le tableau p, 7, où l’on-trouve la loi de ces nombres, 


( 
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2° Quand m est fractionnaire (positif ou Mén4f ), faisons n = m, 
d'où p= 2m, xy — 2° ; 


ainsi, at == 1 + 23 + 2m cshrées 3° + etc, ; 
multiplions cette équ. par x = 1 - m3 — etc., 

il vient a = 1 Sms 3m Eu 2 etc. ; 
de même, ah = 1 + 4ms + 1 ae —— 7 Letc. ; 
enfin, = 1 4 ms + hn —— ee z?L etc., 


quel que soit l’entier k. Or, si 4 est le dénominateur de la fraction, 


Mm = km — b etona 


l 
7° 


PILE RU ET» eto, (1 sÿ, 


puisque / est entier, positif ou négatif : donc a* — (1 x)” et 
LT —= (1 —- 2)". 

3° m étant irrationnel ou transcendant (voy. note, n° 516), soient 
n et h deux nombres entre lesquels #» soit compris : chaque terme 
de x = 1 + mz—.... est entre ses correspondants dans les séries 
(1 + 2)" et (1 E 2), il est clair que x est entre ces deux expres- 
sions, qui diffèrent entre elles aussi peu qu’on veut. Donc (1 E z)" 
approche indéfiniment de +, à mesure que n approche de m : soît 
a la diff., ou (1 + 2) = x + à." 

De même, B étant la différence entre (1 Hz)" et (1 L 23)", ona 
A+ = (1 3)" 8, d'où x La (1 +3)" + B, x et 8 
étant aussi petits qu’on veut ; donc (n° 113) x — (1 + z)”. 

4e Enfin, l’eyposant étant imaginaire ; c’est par convention qu’on 
traite ces expressions par les mêmes règles que les réelles ; car on 
ne peut se faire une idée juste d’un calcul dont les éléments seraient 
des symboles qui ne sont l'image d'aucune grandeur; il n’y à donc 
rien à démontrer ici (n° 128). 

485. Appliquons la formule (6) à des exemples. 
a 


, a mm. nus à. 
I. Pour développer Cu el X TE A? 


k étant — 


8[v 
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formons la série de (1 Æ- kx)-* (n° 482, 4°), Les coefficients ont 
pour facteurs — 1, 2 (— 1— 1), : (— 1 — 2)... , qui tous sont 
— — 1 ; les produits sont alternativement + 1 et — 1 ; d’où résulte 
cette progression par quotient 1 — kx —- k?x° — 45 x3,,,., dont 
la raison est — hx. Donc 


2m2 323 nf 
= (1 Éd 0) 
a + Paz & a Fe a ce" 


IT. Pour p/ (a + z°), écrivons a VA (1 +E)= ay (1+y), 


en posant + — ay. Pour développer la puissance + de 1 Æ y’, 


ï Li 


composons les facteurs des coefficients, savoir : 2, 2 (+ — 1), 
+ —2),...….ou+,—7+,— 5$,— 75....:1les coefficients sont des 
fractions dont les numérateurs sont les facteurs impairs 1.3.5.7... 


et les dénominateurs les facteurs pairs 2.4.6.8.... Donc 


PAT LE PARA RE 
14 + 2 — 1 us us cms me ae, de Se . 
V1) == 2 2.4 = 2.4.6 2,4.6.8 Ô 


x? 1.24 1.3.2 1.3.5.x8 | 
a? + x? = «à 1 + — is tr ee, à + . 
A ) ( 2a°  2.4a 2.4,6.a$ 2.4.6.8.aÿ ) 


III. On obtiendra de même 


LR 17% A3y  1.3.5.76  1.3.5.7.79 
1 + 2 D 1 Le du PR D Ne: me a a 2 er 
dos Te Dodo ie AU ER 
RL | 1528 O1,3.526  1.3.5.7x% 
A Ta Fou Foret F246a 246.848 F'°°)} 
Che EL ER FA er Be die die el 
( 4 PA MNT PRET + 398 %'? etc; 
D ni 1e LA ED XGA CN 
Re TEE MIT org Los dr ete 


3 3 DER 5x3 10x4 29x5 
«a +} 4) Ni — a 1 + —_— — + — ————— + ——, « 2 ‘ 
v" LT Y ( 34 Ja? 8la 245ai  729a5 } 


+ EXTRACTIONS DES RACINES. 17 


486. Tous les coefficients de (> — a)”, quand » est un nombre 
premier, sont multiples de »#, abstraction faite de ceux de x” et a"; 
en effet, l’équ. (3), p. 4, donne 


1.2.3...p X [mCp] = mm — 1) (m—2)...(m—p+1); 


et comme le 2° membre est multiple de #, le 1e doit aussi l'être ; 
on suppose »# premier et > p; ainsi, #» doit diviser [mCp]. 

On prouve de même que tous les termes de (a Æb—Lc....)" sont 
multiples de m», excepté a”, b", ©". .,, 

Æ désignant un entier, on a donc 


(a+b+e,,..)"= a" LP Lo"... Lmxk. 


Si l’on fait 1—a—b—c....,h étant le nombre des termes du 
polynome, on trouve L" = h EL mK; d'où À” — h = multiple de 


R(h"—2 —T) : TK. 
M, OÙ = — entier. Donc, si le nombre premier ñne divise 
m 


pas 4, il doit diviser (k”—1 — 1). C’est le théorème de Fermat, qu'on 
énonce ainsi : 92 l’entier h n’est pas multiple du nombre premier m} 
le reste de la division de h"—* par m est l'unité. 

Ce théorème peut encore s’'énoncer comme il suit : comme m—1 
est un nombre pair, tel que 2q,.... h"—1— 1 = (h1 — 1) (47 L 1); 
ainsi # doit diviser l’un de ces deux facteurs; c’est-à-dire que le 
reste de la division de 4? par »# est Æ 1, quand »# est un nombre 

7 


premier > 2,etqg=—:(m — 1). 


2 


Extractions des Racines, 4°“, 5°. ... 


487. Le procédé que nous avons donné (n° 62 et 68) pour ex- 
traire les racines carrées et cubiques peut maintenant être appliqué 
à tous les degrés. Par ex., pour avoir la racine 4° de 548 464, dé- 
signons par 4 la #° puissance la plus élevée contenue dans ce 
nombre, par a les dizaines, et par b les unités de la racine. Gomme 
A = (a + bi = af —Æ kañb,.... le premier terme af est la 
4° puissance du chiffre des dizaines, à la droite de laquelle on pla- 
cera quatre zéros. Séparant donc les quatre chiffres 8464, on voit 
que 54 contient cette 4° puissance du chiffre des dizaines, considé- 


rées comme simples unités ; el comme 16 est la 4° puissance ja plus 
MATRÉM. PURES, T, IL, 2 
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élevée comprise dans 54, on prouve que 2, racine 4° de 16, est le 
chiffre des dizaines. Otant 16 de 54, et rétablissant les chiffres séparés, 
le reste, 388464, renferme les quatre autres parties de (a +- b)4, 
ou 4aÿb + Gab°.... Mais 4a*h est terminé par trois zéros, qui pro- 
viennent de & ; séparant les trois chiffres 464, le reste 388 contient 
4 fois le produit des unités b, par le cube du chiffre 2 des dizaines, 
considérées comme unités simples, ou 4 X 8b—32b ; 388 contient 
en outre les mille qui proviennent de 6a’b° +. ... Le quotient 10, 
de 388 divisé par 82, sera donc b, ou > b : mais il faut réduire b 
à 7, ou la racine à 27, ainsi qu’on le vérifie comme pour la racine 
cubique (voyez t. I, p.80 ), en formant, comme on le voit ci-après, 
Ja quantité b (4aÿ  Ga°b — 4ab? L Bb). On trouve le reste 17023. 
Pour pousser l’approximation plus loin, il fant ajouter quatre zéros 
dont on sépare trois, et diviser 170230 par 4a'°, en faisant «— 27 : 
et comme 4a — 4aÿ  12a°b  12ab° + 4h, on voit que, pour 
former ce diviseur 4a5, il faut ajouter 6a°b +- 8ab° 313 à la partie 
entre parenthèses ci-dessus, etc. 


54.8464 97,9 

16 39 Aerrdivisius 1445 briat% 11083068 
388.464 TODTUT e 7 S ST OMIDOT R ENETES 168 
571 441 GOT MES EL PL AU DIR MO TOITS 7184 
17 0230 SAS ne VE DS Laos , 10929 


55063 X 7 — 571441 2e diviseur 78752 — 4.27? 


Il est aisé de voir que cette marche de calcul, si commode pour 
trouver chaque diviseur partiel, est générale, quel que soit le degré 
de la racine à extraire. 

488. Les tables de logarithmes rendent les extractions bien fa- 
ciles; mais elles ne suffisent plus lorsqu'on veut approcher des 
racines au delà des limites que ces tables comportent. On fait alors 
usagé des procédés suivants. 

I. Les séries (IL, p. 16) servent à extraire les racines carrées 
avec une grande approximation. Pour avoir W ÆV, coupez {# en 
deux parties a ét Æ x°, dont la 1" soit un carré exact, et très- 
grande par rapport à la 2°; V N=VY (a + »x°) sera donnée par 
une série très-convergente. Soit, par exemple, démandé y 2: Je 
cherche} 8—2y 2 ; comme 8 = 9 — 1, je prendsa—38,2 = 1; 
d’où y 8—= 8 (1 — = —-—....). Pour rendre la série plus rapi- 
dement convergente , prenez les trois premiers termes, qui 
font 2,829, et comparez à 8 le carré de cette fraction ; vous verrez 
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que 8 — 2,829 — 0,003241, d'où 


8241 
//8— 2,829, V (: … we) — 9,82842 71247 462; 


enfin, prenant la moitié, vous avez J/ 2 — 1,41421 35623 732, 

Les tables de logarithmes donnent la 1° approximation, qu’on 
augmente ensuite par le procédé ci-dessus, 

On a soin de conserver tous les termes de la série, qui, réduits 
en décimales, ont des chiffres significatifs dans l’ordre de ceüx 
qu'on veut conserver au résultat; le 1% terme négligé doit com- 
mencer par 0,000000...., jusqu’à un rang plus avancé que le degré 
d'approximation exigé. 

IL. Supposons qu'on connaisse un nombre «a approché de la ra- 
cine »”° de { ; soit b la différence entre N et a”, 


N = a" Æ b, V'AEGES, 


z est la correction que doit recevoir a; b et 3 sont de petits nom- 
bres, et on a a” Æ b — (a & 3)" : développant et représentant par 
m, À', A", les coefhicients de l’équ. 6, p. 1{,ona 

Dsl LL Asa LA Pa ne, 
Pour une première approximation, ne conservons que le 1° terme 


de cette série, b — mza”—"; on en tire une valeur de 3 qui substi- 
tuée dans le terne + 4za”—?, et négligeant les suivants, donne 


2ab N — a” 
— ma" + (nm — 1) tr (mm + 1) a — (m — 1) N° 
en éliminant b — + (N— a”). Doncy/ N = a Æ 3 devient 


guée — 1) N+ (m — 1)a” 


VAS Fe CEA dr ec 
SN: AN + ai 

4 NE Se! ua, avis SUNERIE 20° 

Ass "1 dede 5 


‘. noi LOS 164 
Parex., pour 65, onprenda—8, d'où p/ 65 — 8 X 65 + 192 


D Y* 
“ 
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2072 

257 
pousse rapidement l’approximation, en faisant plusieurs fois suc- 
cessives usage de la formule; ainsi pour ÿ/ 8, ,on fait d’abord 
à = ®, 8, et on trouve 2,892842; prenant ensuite a — 2,82842, 
d’où æ et b; on aenfin la mème valeur de p/ 8, que nous avons 
obtenue précédemment. 


ou 


— 8,062257, valeur exacte jusqu’à la 5° décimale. On 


Des Nombres figurés. 


489. On donne ce nom aux nombres suivants : 


îer ordre 1. 


At FES ‘ 
2er La Gun 4, UD COLIN 8. Da * ac 


1 
F . 
HE Bi: 0, 10.0 19021. HS O0) NT EU TIR 
RONA A 410.190% 65,056! V8E 420741658220; 
Hi415.0300 470. 1926.:210.:0930.7: 49500718; 
6. 21.56. 196. 252. 462.1, 792.,1287.:2002.%, 
7 


7e. . 28. 84. 210. 462. 924. 1716, 3003. 5005. etc. 


Voici la loi que suivent ces nombres : Chaque terme est la somme 
de celui qui est à sa gauche, ajouté à celui qui est au-dessus ; 
2002 — 1287 —- 715. De cette génération, comparée à celle du 
tableau, page 7, on conclut que les nombres sont les mêmes, mais 
rangés dans un ordre différent. Une ligne de ce dernier, telle 
que 1.7.21.86....est ici une hypoténuse; on a donc | 


T = [mc (p — 1)] 


pour valeur d’un terme quelconque d'ordre p, ou pris dans la ligne 
p°, et sur une hypoténuse n°. 


Prenons deux lignes consécutives : 


(p—lj'ordre... l.a....q.r.s.t.v...., 


lt. RS. ET, 
ona4=l<+a...R=Q<+r S—=R—+S, PSE 


1° Sur une hypoténuse, les termes se dépassent d’un rang dans 
les lignes consécutives ; tels sont 7' et v. Si Test le n° terme de 
l'ordre p, ou dans la n° colonne et la p° ligne, v est le (n +1) 
terme de l’ordre p — 1; le-terme de la ligne précédente est le 
(n + 2} de l'ordrep — 2, ,.. ; pour remonter jusqu’au 2° ordre 
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1.2.3... m, il faut donc au rang n ajouter p — 2, différence 
des deux ordres ; c'est-à-dire que le terme m”, n° de l’hypoténuse, 
s’y trouve occuper le rang n -L p — 2, 


mn} p— 2; 
l'équ. T = mC (p — 1) revient donc à (p. 3) 
T=[(n + p—2)C(p — 1), ou(n — 1)], . . . (10) 


ou 


n n+1 n+2 np —2 
T——,. Reese RO TR era Eee 
HER 3 PCT 


ER NE ER 7 1 


en développant par l’équ. (3), p. 3, et prenant les facteurs du nu- 
mérateur en ordre inverse. On emploie de préférence la 1° ou 
la 2° de ces expressions du terme général T, selon que p est <'ou >n. 
On vérifie même ici que le n° terme de l'ordre p est le même que 
le p° de l’ordre ». 


En posant p—3,4,5.... on a 
8e ordre, 1.83. 6.10...7—-;n(n—+1)—f[(n +1) C2]; 
ke... 1.4.10.20...7T—<n(n+l)(n+2) de [lert-4) )C3]; 


6 


B....1.5.18.88...T—-n(n +1)(n+92)(n L38). 


2° En comparant les termes 7, et S$, on a 
T=mC(p—1),t—{(m—1) C(p —2), S= (m— 1) C(p —1). 


Développons et réduisons (équ. 3, n° 476), nous trouvons 


ge re dll 


Ces formules servent à déduire les uns des autres, et de proche en 
proche, les termes qui composent soit la ligne p°, soit la n° colonne. 


Par ex. p — 6 donne T — Eubag Faisantn—2,8,4,....on 


trouve £,2,$,2,....pour les multiplicateurs de chaque terme $ 
du 6° ordre, donnant au produit le terme suivant 7. Pour n = 7, 
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pd 
p — 1 

d'un terme + de la 7° colonne au suivant T!. 

8° On trouve qu'en ajoutant les deux termes de rangs n — 1 et 
n de 3° ordre ; la somme estn?; donc la somme de deux nombres 
du 3° ordre successifs est un carré parfait, et tout carré est décompo- 
sable en deux nombres du 3° ordre. C’est ainsi que 121, carré de 11, 
est la somme de 55 et 66, qui sont le 10° et 11° nombres du 
3e ordre. 

4° Ajoutant les valeurs de 4,....R,S,T, ....(p. 20), on a 
Tia... r+s+t; ainsi un terme quelconque T est 
la somme de tous ceux de l'ordre précédent, jusqu'à celui£ qui a le 
même rang; ou bien le terme général de l’ordre p est le terme som- 
matoire de l’ordre p — 1; donc pour obtenir le terme sommatoire &, 
ou la somme des # 1° termes de l’ordre p, il faut changer p enp —— il 
dans l’equ. 10, 


.t, donne, *,+,.... facteurs qui servent à passer 


—=[(u+p—1) pou(n—1)]; | 


pour le 7° ordre , par ex., = =—[(n —- 6) C7]; la 7° série arrêtée au 
9° terme a pour somme [15 C7] = 6435. 

5° On verrait de même qu'un terme quelconque du tableau est la 
somme des termes de la colonne qui précède, limitée au même ordre ; 
c’est d’ailleurs ce qui résulte de ce que la première colonne est for- 
mée des mêmes nombres que l’ordre p, car ces termes sont, deux à 
deux, ceux qui se reproduisent dans une même He comme 
étant à distance égale des extrèmes (F7. p. 4, I). 

490. Nous avons pris pour origine de notre tableau la série 
1.1.1...., prenons 1.0. d,d.,.., et suivons la même généra- 
tion ; le 2° ordre sera l’équidifférence 1.144.129, 1 +30... 
et ainsi des ordres suivants, comme on le voit dans ce tableau, 
dont le précédent n’est qu’un cas particulier: 

Aer ordre. 1. # à d, d, ASANE 
AP PAINUE VIS ee ON QE Lite CES 1 RSS SE REG CEE 
-5.,.,.,..1.2+0 3439 4 + 6% 5 + 108 .. 
4... 1.3 + À 6 + 49, 10 + 109, 15 + 209, . . 


be... —.:4 pd 10: 60 20 Ke 159.85 4b 55 0. 
66....1. 5 + 0, 15 + 64 35 + 219, 70 EL 560, . . 


Ilest visible que tous les termes ont la forme 7 = 4 Bd; e 
rapprochant les nombres de ceux du 1° tableau, on trouve que À est 
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leterme de même rang # dans l’ordre précédent p—1, et que le fac- 
teur B est le terme de mêmeordre p dans le rang précédent n — 1 : 


T = n° terme de l’ordre {p — 1) + [(n — 1}° terme de l'ordre p)]v, 


PRE ponte panprrk: (+0). 


Tel est le terme général de ce dernier tableau, Le terme sommatoire 
E de l’ordre p, est le terme général de l’ordre p + 1, comme ci-de- 
vant. Par ex., p — 3 donne, pour le 8e ordre, 


T=n<+ind(n—1), ==; n(n El) [1+<id(n — 1], 
On fait dans le 1° ex, d — 2, et les carrés 1.4,9.16... dérivent 


de la progression impaire 1.3.5.7...; dans la seconde série 
d'— 8, etc. 


PO SPC PET À ee Riel onu, di thiées 4 a 
D nn CT ide ani a CU )0 (2 

1. 4. 9. 16. 25 | 4. 5. 12. 22. 55 1. 6. 15. 98. 

A se NA pi an 1 T=n(2n — 1) 

sen n + 1 2n + 1! £ + À en n +1 4n—1 
x 2 5 | SE — n° o r 5 3 


491. Si l’on coupe le côté al (fig. 23) du triangle alm en n — 1 
parties égales, aux points b, d, f, .... et qu'on mène bc, de, fg...….. 
parallèles à la base /», ces longueurs croissent comme les nombres 
1.2.3.4.... En plaçant un point en a, 2en b etc, 8 sur de, 4 sur 
fg,....la somme de ces points, depuis a, est successivement 
1.3.6.10....;et le triangle an contient autant de ces points 
qu'il est marqué par le n° de ces nombres du 3° ordre, qu'on a, 
pour cette raison, nommés ériangulaires. Ges points sont équidis- 
tants, quand le triangle est équilatéral. | 

De même dans un polygone, de m côtés, on mène des diagonales 
de l’un des angles a, et l’on divise ces lignes et les côtés de l'angle 
a en n — 1 parties égales : joignant par des droites les points de 
même numéro, on forme # — 1 polygones qui ont l'angle @ com- 
mun, et » — 2 côtés parallèles. Les périmètres de ces côtés crois- 
sent comme 1.2.3.4... Qu'on place un point à chaque angle, 
un au milieu des côtés parallèles du 2° polygone, 2 points sur 
chacun des côtés du 8°, ete. , ces côtés contiendront 1,2.8.,... 
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points de plus, et le contour des » — 2 côtés parallèles auront 
chacun » — 2 points de plus que dans le précédent. Faisons 
d— m — 2, l'aire de notre polygone contiendra donc des points 
(équidistants, si la figure est régulière) en quotité marquée par le »° 
terme de la série du 8° ordre, qu’on tire de 1.9.29,.89,.. C’est 
ce qui a fait nommer Carrés, Pentagones, Hexagones. . . les nom- 
bres de ces séries, dont nous avons donné les termes général et 
sommatoire , pour d — 2,3, #4,.... ou m — 4, 5, 6.... En gé- 
néral, on appelle xombres polygones , tous ceux du 8° ordre, parce 
qu'ils peuvent être équidistants et contenus dans une figure poly- 
sonale. 

Si l’on raisonne de même pour un angle trièdre, on verra que 
la série 1.4.10.20.... représente la quotité de points qu’on peut 
y placer sur des plans parallèles, ce qui a fait nommer ces nombres 
Pyramidaux. Les nombres polyèdres composent les séries du 4° or- 
dre, dont nous savons déterminer les termes général et sommatoire, 
en faisant p = 4 et 5. L’analogie a porté à généraliser ces notions, 
et l’on appelle nombres fiqurés tons ceux qui sont soumis à la loi du 
n° 489, et compris dans le tableau précédent, quoiqu'on ne puisse 
réellement représenter tous ces nombres par des figures de Géomé- 
trie, au delà du 4° ordre. 


Sur les Permutations et les Combinaisons, dans le cas où les 
lettres ne sont pas toutes inégales. 


492. Effectuons le produit du POENOMO 7 2 Lu LU 
a + b + c...., plusieurs fois facteur, en a+ b+c … 


ayant soin d'écrire, dans chaque terme, la PL... aa + ab + ac... 
ba + bb + be. 


lettre multiplicateur au premier rang, et ca + cb + cc... 
de laisser à sa place chaque lettre du multi _::::::: ; 
plicande. PAPERS 


C.... aaa + aab + aac.…. + aba <- abb abc...  aca + acb… 
baa + bab —- bac... —- bba +- bbb — bbc...  boa + bch… 
caa —- cab H cac... + cha... et ainsi de suite, 


Le produit B est formé des arrangements 2 à 2 des lettres 4, b, 
c....5;C, des permutations 8 à-3, etc., en admettant qu’une 


PERMUTATIONS ET COMBINAISONS. 25 


lettre puisse entrer 1, 2,3. ... fois dans chaque terme, et ainsi 
des autres. En effet, pour que deux arrangements 3 à 3 dont a est 
initial, fussent répétés deux fois dans €, ou qu’un d’eux fût omis, 
il faudrait que le système des deux lettres à droite de a fût un arran- 
gement de 2 lettres répété lui-même, ou omis dans B. 

Le produit B a m termes dans chaque ligne, et » lignes; m 
étant le nombre des lettres a, b, c .... Ainsi, il y a #° arrange- 
ments 2 à 2 ; le produit C a m lignes chacune de »? termes, ce qui 
fait m° arrangements 3 à 3... ; enfin m" est la quotité des permuta- 
tions n à n de m lettres, quand chaque lettre peut entrer 1, 2, 3,... 
et jusqu'à n fois dans les résultats ; n peut d’ailleurs être >> ». Par 
ex., 9 chiffres pris 4 à 4 donnent 94, ou 6561 nombres différents. 

La somme des arrangements de m lettres 1 à 1,2 à 2,38 à 3,... 

ñn 
nàn, est m—- mm... Lam, oum, His Avec 5 chiffres 
pris seuls, ou 2, ou 3 ensemble, la quotité des nombres qu’on peut 
écrire est + (5° — 1), ou 155. 

Soient n dés 4, B, C.... à f faces marquées des lettres 4, b, ce... ; 
un jet de ces dés produira un système tel que abacc..…. Si l’on prend 
le 1% dé 4, et qu'on lui fasse présenter tour à tour ses diverses 
faces, sans rien changer aux autres dés, le système ci-dessus en 
produira f; ainsi nos # dés donnent / fois plus de résultats que les 
(# — 1) autres dés B, C.... ; donc deux dés donnent f? hasards, 
3 dés donnent f#, 4 dés f#,.... n dés à f faces produisent {”" hasards. 
Nous regardons ici, comme différents, les résultats identiques, lors- 

qu'ils sont amenés par des dés différents. 
_ Sile 1e dé a f faces, le 2e f”, le 8 f”,... le nombre des hasards 
CUS D 4 DS AR 

493. Soient m places vacantes 4, B, C.... qu'il s’agit de faire 
occuper par "» lettres, savoir, & places par a, B places par b, etc. 
Cherchons de combien de façons on peut faire cette distribution. 
11 est clair que pour placer les 4 lettres a, il suffit de prendre « des 
lettres 4, B, C,... et de les égaler à a : cela peut se faire d'autant 
de façons qu'il est possible d’égaler de fois à a, « des lettres 4, B, 
C... ; [mCa] marque donc de combien de manières on peut faire 
occuper « places, sur » qui sont vacantes (voyez n° 478). 

Il reste, dans chaque terme, » — «x places vacantes, dont 8 peu- 
vent être remplies par la lettre b, d’antant de façons qu'il est 
marqué par [re — « CB]; le produit [m Cx] X [(m — x) CB], indi- 


\ 
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que de combien de manières on peut distribuer x lettres a, et 8 let- 
tres b, dans » places vacantes, 

Sur les m— «x — B places qui restent à occuper, on peut placer» 
lettres c; et chaque terme en produit un nombre 


(m — x — B) Cy,... etc. ; 


ainsi, jusqu'à ce qu'il n'y ait plus de places vacantes, ce qui arrive 
quand on a 603 = 1. Donc, si l’on veut distribuer les m facteurs 
ax bg cy... de toutes les manières possibles, ou former tous les arran- 
gements qu’ils peuvent subir, les résultats seront en nombre marqué 
par N, formule (9), page 13, qui est le coefficient du terme général 
d'un polynome. 

Par ex., les 10 facteurs af b$ c? d forment des permutations en 


PR ER en ou 12600. Les 7 lettres du 
2.3.4KX2.8X 02 


mot Étienne peuvent être arrangées de 420 façons différentes. 

Ce coefficient N exprime aussi combien il y a de hasards qui, avec 
m dés à f faces, peuvent amener un résultat donné. Car si ces dés 
ont sur leurs faces les f lettres a, b, ec, . . . . et si l'on veut que « dés 
offrent la face a, ce sera comme si « lettres a devaient se placer 
dans les rangs dont le nombre est m : ve qui donne [mCa] hasards 
pour produire a lettres a. Pour que 8 de nos m — « autres dés pré- 
sentent la face b, il faut de même faire remplir 8 places sur m — « 
vacantes ; chacun de nos résultats précédents en produit donc 
[(m — x) CB], et ainsi de suite. 

494. Gherchons les combinaisons des let- 

a+ b+ çc+ dd. 

tres a, b,c,.... en admettant que chaque en Pots Eee 
facteur puisse entrer plusieurs fois duns les aa + bb+ ce+ dd... 
divers termes (comme n° 492, excepté que té 15 pet “#0 
l'ordre des facteurs est ici indifférent). + ad... 


Multiplions plusieurs fois par lui-même le  aaa+-bbb+ccc+-ddd.… 
: +abb + bec+ cdd... 
polynome a Æ b+4c.... en ne prenant ob acc +- bdd. 


pour facteur d’un terme a, b, €,.... que + bbc + add. 
les termes du multiplicande qui sont dans DOM AE 
la même colonne ou à sa gauche. Il est 
visible qu'on aura pour résultats successifs les combinaisons deman- 
dées 2 à 2, 3 à 3... 

Quant aux nombres des combinaisons, chaque colonne d’un 
produit contient autant de termes qu'il y en a dans la colonne qui 


nombre N — 
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est au-dessus, plus dans celles qui sont à gauche, Si 1, «, 6, »,.... 
sont les nombres des termes des colonnes d’un produit, ceux du 
produit suivant sont done 1 + x, 1: a+ 8, 1 + a+ 8+Lo. 
Cette série se tire de 1.4.8.... selon la loi des nombres figurés 
(n° 489); donc, pour les combinaisons 2 à 2, les colonnes succes- 
sives contiennent 1.2.3.4.... termes; pour les combinaisons 8 à 8, 
elles en ont 1.3.6.10....; pour celles p à p, on a la série du p° 
ordre, Le nombre total des combinaisons, ou celui des termes d’un 
produit, est la somme de la série, étendue à 2, 3, 4... colonnes, 
selon qu’on a 1, 2, 3... lettres à combiner. Pour # lettres, il faut 
ajouter les n 1°" termes de l’ordre p, c’est-à-dire prendre le n° 
terme de l’ordre p + 1. Ainsi, la quotité de combinaisons de n let- 
tres p à p, en admettant que chacune puisse y entrer 1, 2, 8... p 
fois, est le n° nombre de l’ordre p + 1. Il faut donc changer p en 
p + 1 dans l'équ. (10) page 21 : 

n + 2 n +p— 1 
G) 


,__ n+i 
PART 


n peut être ©, — ou < p. Par ex., 10 lettres 4 à 4 donnent 715 
résultats ; 4 lettres 10 à 10 en donnent 286. On voit d’ailleurs que 
» lettres, prises p à p, et p +- 1 lettres prises n — 1 àn — 1, don- 
nent autant de combinaisons, puisqu'on peut remplacer n par 
p+1,et ppar n — 1, sans changer T. À 

La même équ. (12) en changeant p en n, et n en p, donne aussi 
la solution du problème suivant, dont on trouve une application 
dans la collation des grades universitaires des Facultés. On a des 
boules de p couleurs différentes , blanches , rouges, noires... ; on 
est convenu d'attribuer à chaque couleur une signification, telle 
que, bon, médiocre, mauvais... Un nombre n de personnes expri- 
ment leur jugement en faisant choix chacun d’une boule de couleur 
conforme à son opinion. On demande le nombre de combinaisons 
que le résultat peut présenter ? 

Il s’agit de prouver que les nombres du tableau p. 20, donnent 
ces nombres de résultats, en prenant les lignes 1, 2, 8,.... suivant 
qu'il y a des boules de 1,2, 3... couleurs, et prenant dans cette 
ligne les termes de rangs 2, 8, 4... selon qu'il y a 1, 2, 3... juges. 
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En effet, supposons qu’on ait effectué toutes les combinaisons dans 
les cas de boules de 1, 2 et 3 couleurs, jusqu’au terme 10 de la 
3° ligne, et cherchons le terme 15 qui suit, pour le cas de trois 
couleurs et de trois juges. On formera d’abord les résultats suivants 
qui contiennent des boules blanches : 


3 blanches; 2 bl., 1 noire; 1 bl., 2 noires; 1 bl., 1 noire, 1 rouge; 
2 bl., 1 rouge; 1 bl., 2 rouges; 
de plus, on aura les résultats privés de blanches : 
2 noires ; 2 rouges; 1 rouge; 1 noire. 


Or, sur ces 10 combinaisons, les six premières sont, dans notre 
tableau, le nombre qui est à gauche de 10, puisque si l’on y sup- 
primait 1 blanche partout, on aurait tons les résultats de 3 boules 
avec 8 couleurs ; et le chiffre 3 est celui qui est au-dessus de 10, le 
nombre de combinaisons de 3 boules de 2 couleurs. Ainsi tout 
nombre du tableau que nous voulons former est, ainsi qu’on l’a vu 
pour le tableau p. 20, la somme de celui qui est à gauche plus celui 
qui est au-dessus. Ces deux tableaux n'en font done qu'un seul, et 
on à 


T={{(n + p — 1) Cn, où (p — 1)|. 


Lorsqu'il s'agit des grades de Facultés, on ne se sert que de 
boules de 3 couleurs, et le nombre des juges est de 83 à 6 selon les 
cas; p — 3 donne T'= <(n + 1) (n + 2). 

Le développement de {a + b —- c..,ÿ est formé (n° 483) d’au- 
tant de termesde la forme Vax b£ «7... qu’on peut prendre de nom- 
bres différents pour les exposants x, B, »,.…. leur somme demeurant 
— p. La quotité totale des termes est donc égale à celle des combi- 
naisons p à p, qu'on peut former avec les » lettres a, b, c,.… en 
leur attribuant tous les exposants de zéro à p. Il est clair que T 
(p. 27) est le nombre de termes de la puissance p du polynome abc... 

Si l’on veut la somme des combinaisons de n lettres 1 à 1, 
2 à 2,.... p à p, il faut ajouter le n° nombre des ordres successifs 
1.2.3... p Æ 1 dans le tableau du n° 489, ou la n° colonne, qu’on 
sait avoir pour somme le (x —- 1) nombre de même ordre p-L 1. 
Changeons donc n en n + 1 dans l’équ. (12), et nous aurons, pour 
la somme demandée, 


S— [(n + p) Cp, oun] — 1. 
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Cette unité soustractive répond aux combinaisons zéro à zéro, qu’on 

doit omettre ici. Par exemple, 5 lettres combinées depuis 1 à1, 

jusqu’à 4 à 4, ou 4 lettres de 1 à 1 jusqu’à 5 à 5, donnent ce nom- 
: 6707 9 

bre de résultats — L'AUTRE lin 10H. 

Si l’on veut les combinaisons depuis p à p, jusqu’à p’ à p’, on 
applique deux fois la formule (aux nombres p et p'), et l’on retran- 
che les résultats. 5 lettres prises de 4 à 4 jusqu’à 6 à 6 forment 
461 — 125, ou 336 combinaisons. 

495. Proposons-nous d’avoir toutes les combinaisons des lettres du 
monome axb£cy..….. prises 1 à 1, 2 à 2, 3 à 3, jusqu’à la dimension 
a  B— ».... Les exposants 1, 2, 3,... « peuvent affecter a; de 
même 1, 2, 3,... 8 pour b, etc.; la question se réduit visiblement 
à trouver tous les diviseurs de a*b£c7,... qui sont les termes du 
produit (note, page 30 du 1° vol.), 


(aa... ax) (1H b Lt... be) (1e... cr)... 
Le nombre des termes, ou celui des combinaisons demandé, est 
(1 x) (1 + 8) (1H 9)... Par exemple, a bf c° d° a 360 diviseurs 
(6.5.4.3) en y'comprenant 1; il ya donc 8359 manières de com- 
biner les facteurs 1 à 1, 2 à 2, etc. 

Et si l’on ne veut que ceux de ces diviseurs qui contiennent a, 
comme les autres divisent b£c7.... et que ceux -ci sont en nombre 
(18) (1 + »)..., en les retranchant, il reste «& (1 + 8) (1 L»)..… 
pour la quotité des diviseurs qui admettent & : comme si l’on eût 
apporté, près de toutes les combinaisons sans a, les facteurs 
OL CAL PET 

Pour savoir combien, parmi les diviseurs de axbgcy,... il en est 
qui renferment a”b", je prends tous ceux de cyd?..., dont le nom- 
bre est (1 >) (1  d)..., et j'apporte a”b" près de chacun : les 
résultats sont donc en nombre égal. 


Notions sur les Probabilités. 


496. Quand on attend un événement du hasard, la prudence 
consiste à réunir le plus grand nombre de chances favorables : 
l'événement devient probable à raison de la valeur et de la quotité 
de ces chances. Des événements sont également possibles, quand 1l 
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y a autant de motifs d'espérer que chacun arrivera, en sorte qu’il 
y ait une égale indécision pour présumer celui qui sera réalisé, ct 
que des joueurs qui se partageraient ces chances en même nombre 
pour chacun, eussent des motifs égaux d'espoir, et un droit égal à 
le voir vérifié. On juge du degré de probabilité d’un événement, en 
comparant le nombre des chances qui l’amènent , au nombre total 
de toutes les chances également possibles, 

La probabilité se mesure par une fraction dont le dénominateur est 
la quotité de tous les événements également possibles, et dont le numé- 
rateur est le nombre des cas favorables. Je veux amener 5 et 2 avec 
deux dés dont les faces portent 1, 2, 3, 4, 6 et 6 ; il n’y a que deux 
cas, sur 36 également possibles, de voir 5 et 2 arriver; donc la pro- 
babilitéest + ou -—. Si j'espère amener 7 pour somme de points, je 
compte trois cas doubles, qui me sont favorables, 5 et 2,6 et 1, 
4 et3 ; j'ai donc + ou +, pour probabilité : il y a 1 à parier contre 5 
qu’on réussira. 

II faut donc nombrer toutes les chances possibles et égales, puis 
celles qui sont heureuses, et former une fraction de ces deux nombres. 
Quand la probabilité est © +, 1l y a vraisemblance ; incertitude; si 
cette fraction est +, c’est-à-dire qu'on peut indifféremment parier 
pour ou contre l’événement. La probabilité devient certitude quand 
la fraction est 1, puisque tous les événements possibles sont alors 
favorables. En réunissant les probabilités pour et contre un événe- 
ment, on trouve toujours l'unité. 

Nous allons faire plusieurs applications de ces principes. 

Sur 82 cartes mêlées, 12 sont des figures, 20 des cartes blanches; 
la probabilité d'amener une figure, en tirant une seule carte, est 
= — +. Il y a donc 3 à parier contre 5 qu'on amènera une figure, 
5 contre 3 qu'on tirera une carte blanche. 

Sur » cartes, il y en a p d'une sorte désignée ; quelle est la pro- 
babilité d’en tirer #’ qui soient toutes de cette espèce? Le nombre 


des cas possibles est » Cm’; celui des cas favorables est pCm’; la pro- 
/ 
0 e 24 . 
babilité demandée est . Sur un jeu de 52 cartes, par ex. il 


pCn 
É mCm' 
ya 13 cœurs; en tirant 8 cartes au hasard, la probabilité qu’elles 
sont toutes trois des cœurs est 1303 ; 5203 ou +, environ >. 
Sur m# cartes, il y à a cœurs, a’ piques, etc. ; on tire »° + m” 
cartes ; quelle est la possibilité qu'elles sont #’ cœurs et» piques? 


mC (m' —- m") est le nombre de tous les hasards possibles, Les a 
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cœurs, combinés #° à m»', forment aCm' systèmes ; les a’ piques, 
a'Cm"” : en accouplant ces chances (n° 478), le nombre des favora- 
bles est [aCm'] . [a'Cm’]; c’est le numérateur cherché. Il serait 
[aCm'] [a Cm} . [a”Cm”'T, s'il y avait en outre «” carreaux dont 
on voulüt tirer »', etc. 

La roue de loterie contient » numéros dont on tire p; un joueur 
en a pris »'; quelle est la probabilité qu'il en sortira précisément 
p'? Le nombre total des chances est »Cp, dénominateur cherché, 
On a trouvé (n° 478) le nombre des chances favôrables, ainsi le 
numérateur est 


X = [(m— m')C(p—p')] [m'Cp']. 
Dans la Loterie de France, m— 90, p = 5, le dénominateur est 


90 C5 — 43949268. Qu'un joueur ait pris 20 numéros, par 
ex., m — 20, s’il veut qu'il en sorte précisément 


1 — p', numér. 20 . [70C4] probabil. 0,4172 
Mie on cs 20. . [70C3] .... 0,2367 
Sp, cp 20.=,12, [70C2] ...…. 0,0626 
PP 70[20C4] ...…. 0,0077 
D NT. [2005] .... 0,0003 


Si l’on veut quil sorte au moins 1 numéro, c’est-à-dire qu'il en 
sorte 1,2,3,4 ou 5, il faut prendre la somme 0,7245. Pour qu'il en 
sorte au moins 2, ajoutez ces résultats, excepté le 1°"; la probabilité 
est 0,3078, etc. Si vous voulez qu'il ne sorte aucun numéro, faites 
p' nul, ou prenez le complément de 0, 7245 à 1; vous aurez 0,2755. 

Ces problèmes peuvent s’énoncer ainsi : sur # cartes, il y en a 
m' désignées ; on en tire p, et on veut qu’il y en ait, ow précisément, 
ou au moins, p prises parmi les désignées : trouver la probabilité? 
Par ex., un joueur de piquet a reçu 12 cartes, d'où il conclut que, 
parmi les 20 autres, il y a 7 cœurs; quelle est la probabilité que s'il 
reçoit encore 5 cartes, il y aura précisément 8 cœurs ? » = 20, 
[13C2] . [7C3] 27380 
2005 15504 
environ «+. En raisonnant comme ci-dessus, on aurait pour la pro- 
babilité qu'il viendra au moins 8 cœurs, 2%, ou environ <., 

On a dans une bourse 12 jetons, dont 4 blancs, on en tire 7; quelle 
est la probabilité qu'il y en a précisément 3 blancs? m — 12, 


- 


m = 17,,p = 5,p = 8; d'ou résulte 
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m—=4,p—17,p —= 3; d'où on tire, à peu près +. La proba- 
bilité de tirer au moins 8 jetons blancs sur 7 est. 

497. Deux événements 4, 4’ sontamenés par p, p’ causes ;il y en 
a 9, qui s’y opposent; on admet qu'ils peuvent arriver ensemble 
ou séparément, et qu’ils sont indépendants l’un de l’autre : on de- 
mande quelles sont les probabilités de tous les cas. Imaginons deux 
dés, l’un à p —- g faces colorées, p en blanc, g en noir; l’autre à 
p' —- q faces colorées, p’ en rouge, q’ en bleu: il est visible que le 
jet de chacun de ces dés séparément amène des résultats compara- 
bles à nos deux événements. 4 sera réalisé, si l’on amène l'une 
des p faces blanches; et il ne le sera pas, si l'on amène l’une 
des q faces noires, etc. Le nombre total des hasards (p. 25) est 
(p + 9) X (p° + q') dénominateur commun de toutes nos proba- 
bilités. 

Si l’on veut qu'une face noire et une rouge arrivent ensemble, les 
g faces noire et les p’ rouges offrent gp’ combinaisons, ce sont les 
cas favorables; donc la probabilité est 


gp ne 10 gr Pitire 
CPE) (PET) EE GET ESS 
c’est celle de voir arriver 4’ sans que À ait lieu. Il en sera de même 
des autres cas. 

Observez que nous avons ici le produit des probabilités relatives 
à chacun des événements souhaités ; donc s2 des événements sont in- 
dépendants les uns des autres, la probabilité qu’ils arriveront ensemble 
est le produit de toutes les probabilités relatives à chacun séparément. 
Ce théorème des probabilités composées n’est ici démontrée que 
pour deux événements ; mais s’il y en avait un 8° /”, ou un 8° dé à 
pq” faces, le même raisonnement s’appliquerait, et justifierait 
la conséquence énoncée. 

Par un jet de deux dés à 6 faces, on veut amener 4 et as; quelle 
est la probabilité de succès? En ne considérant qu’un dé, il y a six 
hasards, dont deux favorables (4 ou as), probabilité simple + ou = ; 
mais ce 1° cas étant arrivé, le 2e dé doit encore amener l’autre 
point (as ou 4), autre probabilité simple + ; done probabilité cher- 
chée + K + — 7; comme si l’on eût comparé les 2 cas favorables, 
aux 836 hasards possibles. | 

On a séparé les couleurs d’un jeu de 32 cartes, en 4 paquets, 8 
cœurs, 8 carreaux, ete. ; on demande combien on pent parier d'a- 
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mener l’une des 3 figures de cœurs ? comme on ignore quel est le 
paquet qui contient les cœurs, + est la probabilité simple qu’on s’u- 
dressera à cet assemblage : mais, dans ce cas même, sur 8 cartes, il 
faut tirer l’une des3 figures, autre probabilité simple + ; donc celle 
qu'on demande est composée des deux précédentes, ou .. 

Quand les probabilités se composent, elles s’affaiblissent, puis- 
qu'elles résultent du produit de plusieurs quantités << 1. Un 
homme dont la véracité m'est connue m'atteste un fait qu'il a vu; 
j'évalue à = la probabilité qu'il ne veut pas me tromper, et qu ‘il 
n’a pas été induit lui-même en erreur par ses sens. Mais s’il ne 
tient le fait que d’un témoin aussi 1“aanel la probabilité n'est 
plus que de = X =, ou 2 , à peu près +, S’ il y avait ainsi 20 in- 


, AN mt, d + can à, 
termédiaires, on n'aurait plus que dé , C'est-à-dire pas même 


2: il y aurait 7 à parier contre 1 que le fait transmis est faux, quoi- 
que tous les intermédiaires soient également véridiques. On a com- 
paré cette diminution de la probabilité, à l'extinction de clarté des 
objets, vus par l’interposition de plusieurs morceaux de verres. 
498. Quand les probabilités simples sont égales entre elles, le ré- 
sultat, ou produit, est une puissance de cette quantité. Un événe- 
ment À est amené par p causes, il ÿ en a g qui s’y opposent ; quelle 
est la probabilité d'amener # fois 4 en n us Il est clair 4 


chaque coup la probabilité simple est —— pour 4, et —— 
se it Fi eme 


contre. Si l'événement se réalise À bis on a la puissance de la 
1re fraction, et s’il n'a pas lieu, les # — 4 autres coups, on a la 
puissance »n — k de la 2°. Donc, en multipliant ces deux puissances, 
il vient la probabilité composée 


x nn 


3 = p .q 
(pad, 

qui exprime qu'en » coups, 4 sera précisément arrivé fois, l'ordre 
de succession des événements étant fixé d'avance. Mais si cetordre 
est arbitraire, il faut répéter z autant de fois qu'on peut combiner 
ces résultats, savoir les x fois que l’événement À arrive, avec les 
n — k où il n’a pas lieu, facteur [nCk] : donc z X [nCk] est la 
probabilité que À arrivera k fois en # coups, sans désigner ceux où 
il devra se réaliser. 

Et si l’on veut que 4 arrive au moins # fois, on changera ici À 


MATHÉM, PURES, T,. If, 5 
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en k, k + 1,.... jusqu’à n, et l’on prendra la somme des AC 

Donc le dénominateur de ia probabilité cherchée est (p + q)" 
le numérateur s'obtient en développant ce binôme, et s’arrêtant au 
terme où entre p“, qu'on prendra sans ou avec son coefficient, selon 
qu’on voudra avoir ou n’avoir pas égard aux À rangs où 4 se réa- 
lise en # coups. Et si l’on veut que arrive au moins 4 fois, et au 
plus #’ fois, en n coups, on ajoutera tous les termes où p a les ex- 
posants k, £ - 1,.... k". 

Par ex., un dé à 6 faces en a 2 qui sont favorables à un joueur ; 
il faut, pour qu’il gagne, qu'en # coups il amène 8 fois l’une ou 
l’autre (ou, en un seul jet de 4 dés, il faut que 3 faces soient favo- 
rables) ; on demande la probabilité du gain? J'ai p — 2, q = #, 
puis (p + q)i= 64 — 1296 — 


pf — 16 coups qui amènent 4 fois l’une des faces favorabl. 
RAT ee LL 20 0e Pol Ce de Us Ne 
+ 6p°q° EE DO Ts la an 
+ pqgÿ — 512 we 


+ gf 20011-des sie ETAT AL 

Somme —1296 — (p —- q){, dénominateur des probabilités. 
Donc la ap Ve d'amener précisément 3 fois l’un des cas favora- 
bles est = ou + : on divisera par le coefficient #4, si l’on doit dé- 


signer l’ordre où FT arrivent, et l’on aura <—; enfin, ajoutant les 


deux 1° nombres, on a = ou +, pour la probabilité que les faces 
favorables se présenteront au moins 8 fois. 

Quel est le sort de deux joueurs # et N d’égales forces ; il manque 
6 points à M pour gagner la partie, et il en manque 4 à ÆV? Ea 
somme de ces points est 10 ; je forme la 9° puissance de p — g; je 
réserve pour /] les 4 1°r5 termes (où l’exposant de p est au moins 6), 
je prends pour { les.6 autres termes ; enfin je fais p —q— 1. Je 
trouve 130 d’une part, 582 de l’autre, et la somme totale 512 : 
sort de Æ, ou la probabilité qu’il gagnera, est =, celle de N est 
#2, Si la partie était rompue avant de tenter rien, l'enjeu devrait 
être partagé entre # et IV dans le rapport de 130 à 382, à très-peu 
près comme 1 à 8 : c’est aussi le prix qu’ils doivent vendre leurs 
prétentions à l’enjeu, s’ils consentent à céder le droit qu’ils y ont. 
Quand la force des joueurs est, par ex., comme 8 à 2, c’est-à-dire 
quand 7 gagne ordinairement à N 3 parties sur 5, ou que MH cède 


à NV point sur 3 pour égaliser les forces, le calenl est le même en 
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posant p = 3 et g9=— 2. Dans ce cas, on trouve que le sort de M est 
à celui de À environ :: 14 : 15. 

499. Il arrive souvent que les causes sont si cachées, ou se croi- 
sent d'une manière si variée, qu’il est impossible de les démèéler et 
d'en nombrer la multitude : les principes exposés précédemment 
ne peuvent plus recevoir d'application. On consulte alors l’expé- 
rience, pour s'assurer si les événements sont assujettis à un retour 
périodique, d’où l’on puisse conjecturer avec vraisemblance que la 
cause inconnue qui les a ramenés souvent sous un ordre régulier, 
agissant encore, les reproduira dans le même ordre. Le nombre de 
ces retours est substitué à celui des causes mêmes dans les calculs 
de probabilité. Un dé jeté 10 fois de suite a présenté 9 fois la face 
a; il y a donc dans l’action qui le pousse, dans sa figure, sa sub- 
stance, quelque cause cachée qui produit le retour de 9 fois la face 
a : si 100 épreuves ont ramené de même 90 fois cette face a, la pro- 
babilité = favorable à ce retour acquiert une grande force, qui 
s'accroît encore quand les épreuves multipliées s'accordent avec 
cette supposition; puisque si l’on pouvait faire un nombre infini 
d'épreuves, qui toutes présentassent 9 fois sur 10 la face a ; on au- 
rait la certitude de l'hypothèse. 

C’est ainsi que constamment l'expérience a prouvé les faits sui- 
vants, dont il est impossible d’assigner les causes. 

1° Le nombre des mariages contractés dans un pays, pour une 
durée quelconque déterminée, est à celui des naissances et à la 
population, à très-peu près, :: 8 : 14 : 396. 

2° Il naît ensemble 15 filles et 16 garçons. 

8° La population, le nombre des naissances, celui des morts et 
celui des mariages sont :: 2037 615 : 71896 : 67 700 : 15345; 
à très-peu près, par an, les naissances sont le 28°, les morts le 80°, 
et les mariages le 132e de Ia population. La différence —— des 
naissances aux morts est l’accroissement annuel de la population. 

4° La durée des générations de père en fils est de 83 ans. 

5° Le nombre des morts du sexe masculin est à celui du sexe fé- 
minin :!: 24 : 23 ; et dans un pays quelconque, le nombre des vi- 
vants du 1er sexe est à celui du 2 :: 33 : 29. 

6° Les décès mâles sont le 58°, les féminins le 61° de la popula- 
tion. À Paris, la totalité des décès n’est que la 32° du nombre des 
habitants : ces décès s'élèvent annuellement à 22700, terme moyen, 
et les naissances à 24600. 


= * 
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7° La moitié de toute population est au-dessous de 25 ans, ettous 
les 25 ans, une moitié est renouvelée. 

8° En France, le 66° de la population se marie chaque année. 
La durée de la vie moyenne est de 28 ans <. 

9° Les rebuts annuels de la Poste aux lettres de France sont de 
19000, etc. 

C’est sur ces considérations qu'on établit les Tables de popula- 
tion et de mortalité : on peut consulter à ce sujet l’Ænnuaire du Bu- 
reau des Longitudes. 

Nous ne dirons rien de plus sur la doctrine des probabilités, qui 
est si étendue qu'elle fait la matière des Traités spéciaux. Foy. ceux 
de MM. Laplace, Lacroix, Condorcet, Duvillard, ete. 


CHAPITRE IT. 


RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS. 


Composition des Équations. 


500. Après avoir transposé et réduit, toute équation a la forme 


ka Æ pat Lg rats... Livtu —=0,....(1) 


que nous représenterons par * f (x) = 0; #, p, g.... u sont des 
nombres connus positifs, négatifs ou zéro. On appelle racine toute 
quantité a qui substituée à x réduit f (x) à zéro, savoir f (a) = 0, ou 


ka" pari +... Lu = 0. 
Soit pris au hasard un nombre a; divisons le polynome (1) par 
æ — a : soit À le reste numérique, kz"—1—p'at—b+' as... Lv 


{* Toute expression analytique contenant une grandeur x est dite fonction de x. Les 
fonctions algébriques sont celles qui ne comportent que les opérations d’algèbre, jusques 
et y compris les extractions de racines; les fonctions transcendantes renferment des 
logarithmes, des exponentielles, des ares de cercle, sinus, cosinus.... On n’exprime, dans 
une fonction, que les quantités auxquelles on veut avoir égard, d’après le but qu’on se 
propose. F(x), f(x), & (x)... désignent des formules où la lettre x est combinée de diverses 
manières : f(x) et f(z), qui ont le même signe /, indiquent que les lettres x et z y sont 
engagées de même, en sorte que les fonctions deviennent identiques lorsqu'on change 
æ en 2. Par ex., f(}/z + «) signifie qu’il existe une fonction f(x) où l'on a remplacé x 

ar (Vz + a). De même, F (x° + y?) indique qu’on a remplacé 3 par æ? + y? dans une 
fonction F(z). 
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le quotient de cette division. Ce quotient multiplié par æ — a, étant 
augmenté de À, doit reproduire identiquement le dividende (1). Ce 
calcul donne 


f(a)= kz" Tr gr 
— a ù 


— ag 


mer V4 
— ap 


et puisque l’on doit retrouver ici tous les termes du polynome 
f (x), le facteur p de x"—" ne doit être autre chose que p’ — ak, qui 
dans le produit affecte aussi ?"—1 : de même, q = g — ap’, 
r=r— ag... = R — at. Transposant les termes négatifs, il 
vient 


p=p+ak,q =Q+ ap,r —=7r+ag'....R=u+ ar. (2) 
Ces équ., toutes de même forme, servent à déduire successivement 


les uns des autres les coefficients p’, q', r’... . du quotient, et le 
reste À: car chacun se compose du coefficient de même rang dans f(x), 


a. LE | 5 LR 
— at 


— «5 


plus du produit par a du coefficient précédent. 

Voici des exemples de ce genre de calculs : | 
Diviser 4° — 10v$ — Ga — 7x? LL 9x — 11 par x — 2.7 
Quotient 4x4 — 2x — Du — 3x LH 8. .. . . reste — 5. 
Après avoir écrit vi, premier terme du quotient, on forme 
4 X 2— 10 — — 2 qui est le coefficient de x*; celui de zx? 
est —2X 24L6—= +2; ensuite 2 X 2—7— —38, etc. 

Si le diviseur est x - 2, le facteur numérique est partout — 2, et 
le quotient est 


4x4 — 182  422° — 9ix + 191..... reste — 393. 


Mais on peut aussi trouver l’un des coefficients indépendamment 
de tout autre; car en éliminant successivement p’, g',... entre les 
équ. (2), il vient 


p—=hatp, q —=h#<+patq r=hka+ pa +qa+r... 
R = ka" + pat + ga"? L ra"—$.... ta + u —=f (a). 


Ainsi , pour former un coefficient quelconque de rang À dans le quo- 
tient, il faut prendre les à premiers termes de f (x), remplacer x 
par a, et supprimer les puissances de a communes à tous les termes; 
et quant au reste À de la division, il est formé du polynome pro- 
posé f(x), où l’on a fait — a, savoir f (a). 

Et comme ce reste À est ou n’est pas nul, selon que a est ou n’est 
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pas racine de l’équ. f (x) = 0, on voit que le polynome f (x) est où 
n’est pas divisible par x — a, selon que a est ou n’est pas racine de 
l’équ. f(x) = 0. 

Le mode de calcul indiqué ci-dessus est très-commode pour 
trouver le quotient de f(x) : (x — a), reconnaitre si a est racine, 
et enfin obtenir le résultat numérique de la substitution d'un nom- 
bre donné a à la place de x dans un polynome f (x). 

501. Nous supposerons qu'on soit assuré que toute équ. « une 
racine au moins, sujet sur lequel nous reviendrons, et nous ferons 
k—1, ce quin’ôte rien à la généralité, puisqu'on peut diviser toute 
l'équation (1) par 4. Si a est racine de cette équation on a iden- 
tiquement f(x) = (x — a) Q, Q étant un polynome de degré n — 1. 

Or, si b est racine de l'équ. Q — 0, > — b doit diviser Q; 


d'où  Q—(r—DQ, f(x) =(r — a) —b) Q. 


De même, c étant racine de Q’— 0,ona 


Q'—=(e—0) Q”, f(e) =(e — a) (x — D) (& —c) Q”. 


Les degrés des quotients s’abaissant successivement à chaque fac- 
teur binôme mis en évidence, il est clair qu'après (m — i) divi- 
sions, On arrivera à un quotient æ — / du 1° degré. Donc, en 
admettant que toute équation ait une racine, f (x) de degré n est formé 
du produit de n facteurs binômes du premier degré, 


f(@)—=(x—a)(x — b)(x—c).....(x— 1). 
Cette équ. est identique, et la dissemblance des deux membres dis- 
paraîtrait, si l'on effectuait les calculs indiqués. Et puisque f (x) 
devient nul lorsqu'on prend pour x l’un quelconque des nombres 
a, D, c,... toute équ. f(x) — 0 à n racines, qui sont, en signes con- 
traires, les seconds termes de ses n facteurs binômes. 

Prouvons qu’on ne peut en outre décomposer £ (x) en d’autres fac- 
teurs (x — a’) (x — D”) (x — c’).... les grandeurs à, b’, c'.... 
étant, toutes ou plusieurs, différentes de a, b, c.... 

Pour cela, montrons que s2 le binôme x — h divise exactement le 
produit de deux polynomes À et B rationnels et entiers par rapport à 
x, lun au moins de ces polynomes est divisible par x — h. En effet, 
supposons qu'en divisant À et B par x — k, on ait les quotients A’ 
et B’, et les restes numériques x et 8, ou | 


A A'(G—h)+a B=B'(x—h) +08. 
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En faisant le produit 4B, on trouve que # — k entre comme fac- 
teur de tous les termes, excepté de 48, qui étant un nombre, ne peut 
être divisible par # — k, à moins que l’un des restes ne soit nul. 
Done, etc. 

D'après cela, puisque f(x) = (x — a) Q, et qu'on suppose que 
x — a divise f (x), il faut que (x — a) Q, ou plutôt @, soit divisible 
par æ — a’. De même pour ©’, dans Q = (x — b) Q', et ainsi de 
suite jusqu’au dernier facteur æ — 7, qui, n'étant pas divisible par 
æ — a, montre que x — a’ ne pouvait diviser f (x). 

Donc : 1° Tout polynome f (x) n’est résoluble qu’en un seul système 
de m facteurs binômes du premier degré, et l’équ. f(x) = 0 n’admet 
que m racines. 


20 Toute fraction f() qui devient L' lorsqu'on fait x — a 
op (x) 0 id 

aæ — «a pour facteur commun de ses deux termes f(x), + (x) ; et 
même + — a peut y entrer à une puissance quelconque. La valeur 
de la fraction s'obtient en supprimant d’abord les facteurs + — a 
qui sont communs, et faisant ensuite x — a : ainsi cette valeur est . 
finie, nulle ou infinie, selon que x — a est à la même puissance 
dans les deux termes, ou que x — «a porte un exposant plus élevé 
au numérateur ou au dénominateur. 

3° Si deux équ. f (x) — 0, (x) — 0 ont une même racine 4, 
z — a est facteur commun. C'est ainsi que 


2x3 — 3x? — 177 +80 — 0, 2° — 87% — 84 —0 


ont x — 3 pour facteur, qu'on obtient par la méthode du commun 
diviseur. La coexistence de ces deux équ. serait absurde, s’il n’y 
avait aucun facteur commun entre elles. Et si ce facteur était du 
2e degré, les équ. auraient deux racines qui seules répondraient au 
problème, etc. 

4° On peut, par la division , abaisser le degré n d’une équ. d’au- 
tant d'unités qu'on connaît de racines, la recherche des racines 
étant la même chose que celle des facteurs binômes. Les facteurs 
du 2° degré sont en nombre + n (n — 1), (n° 476) puisqu'ils résul- 
tent des combinaisons 2 à 2 de ceux du 1° : ceux du 3° degré sont 
en nombre + n (n — 1) (#2 — 2), etc. | 

502. Puisque la proposée "+ pa"! Liga", , , , Lu—=0 
est le produit de (x — a) (x — b) (x —c)...., ilsuit de ce qu'on a 
vu, p. 119 da [* vol., que 
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1°’ Le coefficient p du ®° terme est la somme de toutes les racines 
a, b, c.... prises en signes contraires ; 

2° Le boéfitiens q du 3° terme est la somme des produits deux à deux 
de ces racines ; | 

3° r est la somme des produits 3 à 3 en signes contr pes etes 

: Enfin, le dernier terme u est le produit des racines quand le degré n 
de léqu. est pair, et ce produit en signe contraire quand le degré est 
impair. 


Transformation des Equations. 


$ 
503. Pour que les racines x d’une équ. (1) deviennent h fois plus 


a] 


4 ? 
grandes, faites x —7 ; d’où 
(2 


ky" : py"—* qy"T? ty ÿ À 
hr" Fr EN hi die nr Dati 


et Ag ph + ghyt.... Hby + uk = 0. 


Ce calcul revient à muïtiplier les termes consécutifs de f(x) par 
ñn 

HS RP 

- Observez que si la proposée (1) n’a pas de coefficients fraction- 

naires, et l’on peut toujours l’en délivrer par lä réduction au même 

dénominateur, en posant h — k, c’est-à-dire en faisant x — TL, 

la transformée est divisible par 4, et devient 


pH py + ghy—e uk = 0; 


ainsi, pour délivrer une équ. des coefficients fractionnaires, on la réduit 
au même dénominateur, et l’on chasse le coefficient k du 1° terme, en 
posant y —= Kx, calcul qui revient à multiplier les coefficients, à 
partir du 2° terme, par A°, kï, k2..., Ex, 


Soit, par ex., l’équ. 24 — £ a$ + £ g — 5 x — 2 — 0, mul- 
tipliant par "12, on a 12%4 — 82° E 10%? — 9x — 42 — 0 ; fai- 
sant 2 — y, c'est-à-dire multipliant les coefficients 10, 9 et 42 


respectivement par 12, 12°, 19°, il vient 
y4 — 8y9  120y° — 1296y — 72576 — 0. 


Pour que les racines x d’une équ. déviennent h fois plus petites, on 
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posera æ = hy, c'est-à-dire qu’on divisera les coeflicients successifs 
par ho, h', k°,....h", Le calcul précédent donnait à l'équ. des 
coefficients plus grands ; celui-ci les diminue, et s'emploie dans ce 
but. Mais à moins que les divisions ne s'effectuent exactement, on 
a ainsi des coefficients fractionnaires. Soit l’équ. a —144x — 10368; 
en posant x — 12y, on trouve cette équ. plus simple, y — y — 6. 

504. Si l’on veut diminuer toutes les racines d’une même quan- 
tité 2, on pose > — à y. En mettant à L y pour x dans tous les 
termes de f(x), l’équ. (1) devient 


RG y) + p CH y og CH y HG + y) +u=0, 
sans nous arrêter à développer les puissances de ? L y, il résulte 
de la loi connue {n° 482) que suivent les termes de la formule de 
Newton, que la transformée étant ordonnée selon les puissances 
croissantes de y, est 


A + By + Cy + Dÿ .... + ky" —=0, 
A étant — fi, ou le polynome proposé où l'on a remplacé x par #; 
B se déduit de 4 en multipliant chaque terme par l’exposant de ï, et 
diminuant cet exposant de un, calcul qu’on désigne sous le nom de 
pÉRIVÉE, et qu’on indique par f'i. De même, C se trouve en prenant 
la dérivée de B, et divisant par 2; C—:f'i; D est le tiers de la 
dérivée de C, D—-— fi, et ainsi de suite. On sait donc composer 


2.3 
les coefficients de la transformée, en les déduisant successivement 


les uns des autres, savoir, 
$ , Ÿ 4S yÿ° pr: ñn 
EN 16 ou 76 Me mr site + y — 0, 


fi= hi Hp qi Lu, 
fi=nhii LE (n— T1) pi LE (n —2) qi... Hé, 
f'i=n(n—1)h2 + (n—1){(n— 2) pis LH... etc. 


. » . . . . + L2 L L . . L . . . . . LL . 


Ainsi pour faire x == 2 y dans 2° — 5° x + 7 —0,0ona 
fe = 2%—52 + x+7, fra Ba —10r +1, f'r—67—10,f"r—6. 
Faisant æ — 2 (voyez p. 87), il vient fi = — 8, fi— — 7, 


: fli= +1 : d'où 
nu ue de dt Lu 
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Pour augmenter, au contraire de à toutes les racines x, il faut 
poser æ — y — à, c'est-à-dire changer ci-dessus à en — 7, ou pren- 
dre en signe contraire les puissances impaires de 2. 

505. Le procédé donné p. 37 est très-commode pour trouver les 
nombres f?, fi, + fi... car divisonsf (x) par x — x, et soient T' 
le quotient et # le reste numérique ; puis divisons 7 par x — 5, et 
soient U le quotient et # le reste ; soient F et » le quotient et le 
reste de U divisé par x — à, et ainsi de suite. Nous avons 


Fr T(&—i) +4, T=U(x—i)+u, U= V'(x — i)+ 0, etc. 
Éliminant successivement 7, U, PV... on trouve 


ft=ttu (x —i) +o(x —i) +ete....+k(x — 5)"; 
d’où l’on voit que les coefficients de la transformée dont l’inconnue 
est y — x — à, sont les restes t,u, v.... k de nos divisions suc- 
cessives. Et comme Île procédé donné p. 37 fait facilement con- 
paitre ces restes, le calcul se présente comme dans l'ex. suivant, où 
l'on fait y — x — 3. 


Proposée. . . . . 2x4 72% — 1222 + 4x + 199 — 0 
de dd be ul 
RENE 0. «41 

SAR A TL 

| 2, 7 

Transformée. . .  2y4 L 17y5 LL 33y° — 4ly + 6 = 0. 


Facteur 3 . . . 


La 1re ligne 2, — 1, — 15, — 41, est formée des coefficients du 
ler quotient 7°, la 2° de ceux du second U, la 8° de Y”, etc. On 
donne à chaque ligne un terme de moins qu’à la précédente. Le 
dernier terme de chaque ligne est le reste de la division par x —3 ; 
t— 6, u — — 41, v — 33,..... ce sont donc les coefficients 
cherchés en ordre rétrograde *. 


S ain/ è TR Le 
“ Le calcul, quand à est une fraction mr. est plus simple ainsi qu'il sui : 
æ! 
Posons de A7 TE aise a" 4h, mt = ly; 


en éliminant +' et x!!, on trouve x = y + “7 à éinei POuL, CORRE la transformée en 


7, on fait successivement les {rois calculs relatifs à ces trois équ. La 1re consiste à rendre 
les racines / fois plus grandes (n° 503); la se indique qu'il faut en tirer la transformée en 
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Souvent : — |, c'est-à-dire qu'on cherche la transformée en 
æ — 1 — y; on n’a alors que des additions à faire, selon la loi du 
tableau p. 20. En voici deux exemples : 


2 — 122? + 4x — 29 = 0 v4 — Ga + 7x — 7x L7 = 0 


TT 0 ET ge ge Le bé er 28 
De 10" Pat es TRI ST EE) 

a à gi + 

p— Jp +207 + 1=0  yi— 2 — 5p —7y +2—0 


506. La même transformée, ordonnée selon les puissances dé- 
croissantes de y, permet de délivrer l’équ. de son 2° terme, en fai- 
sant > — y - i, et disposant convenablement de l'arbitraire 2 : 
on à 


ky" a: mik \ ‘ii + . m (on — 1) A Hour A + ki” 13 
SE (m — lip |.. pit ü 
+ q De Ve Sa UIIT LRE 


etc. 


En effet, posons mik L p = 0; d’où 


æ' — h; enfin la 3° rend les racines L fois plus petites. On opérera donc comme dans 
l'exemple suivant, où l’on cherche la transformée en x — + pour l’équ. 


224 — 5x3 + 7x2 — 4x +2 = 0. 


Coefficients. . . . . . 2— +7 — 44 2 
Puissances du dénominateur . 1 3 9 27 81 
Pro TON san. 2 — 15 + 63 — 108 + 162 
2 — 11 + 41 — 26 + 110 (x) 
Facteurs... + « 2— 7 +27 + 28 
2 — à + 21 
Transformée en &æ — 2. . , 24 1+2r1+ 28 + 10 
Transformée en x — 2. . . 2y4 + 1ys + 21y2 p2$y Lino 
Observez que la ligne (x) étant divisée par les diverses puissances de 5, donne le quotient 
de Ja proposée divisée par æ — +, qui est 273 — 3— " æ + fe x — +, ainsi que le reste 


+ 7, quiest aussi le résultat de la substitution de + pour x dans la proposée. 
Ce calcul est surtout employé quand / est 10, ou ses puissances. Ainsi, pour trouver la 
transformée en y — x — 0,2 de l'équ. ci-dessus, on a 


Produits des coefficients par les puissances de 10. 2 — 5o + 700 — 4000 + 20000 
2 — 46 + 608 — 27584 + 14432 
Faniour #4: 4 0 URL M 1, 2 — 42 + 524 — 1536 
2 — 38 + 448 
Transformée en x! — 2. . . 2 — 34 + 448 — 1736 + 14432 


Transformée en æ! — 0,2. . . . ay — 3 fps + 4,487? — 1,736y + 1,443a = 0 
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Ainsi, pour délivrer l’équ. de son 2° terme, il faut changer x en Y moins 


le coefficient p:du 2° terme divisé par le produit du 1° k par le degré ! 


de l’équ. Bien entendu que l’on doit conserver ici à p et À leurs 
signes, et que si ces signes sont différents, le — se trouve changé 
en — devant la fraction. La somme des racines de y est alors zéro; 
on a donc augmenté toutes les racines d’une même quantité, telle 
que la somme de leurs parties négatives est devenue égale à celle 
des positives. 


Le calcul est plus rapide en posant x + LE — y, développant 


mk 
la puissance »°, et multipliant par k, car on entire de suite la valeur 
des deux 1° termes kx" + px”, 

Par ex., soit &5 — 6x? 4x — 7 — 0; on posez — 2=— y, 
d’après notre théorème : le cube donne 2° — 64° — y — 12r +8, 
qui, substitué, conduit à y — 8x + 1, ou y — 8y — 15 — 0, 
équ. demandée. 

Pour a? + px + q = 0, on fera x Æ + p— y; puis, carrant, 
2 px — y" — 5 p’, et la transformée est y = + p° — q. On tire y, 
et par suite les racines x de la proposée. C’est un mode de résolution 


de l'équ. du 2° degré. 
On verra aisément qu’on chasse à la fois le 2° terme de fr, et le 
2 
y —P 
mk 
Si l’on veut chasser le 3° terme de l'équ., on doit faire 


Em (m — 1) #6 + (nm — ljip + q = 0. 


Cette relation conduit en générai à des valeurs irrationnelles ou 
imaginaires de ?, qui ne peuvent être utilement employées. 

Enfin si l’on pose ki" L pit... u—0, on chassera le 
dernier terme de l’équ. Il faut alors résoudre l'équation proposée 
elle-même; et en effet la transformée aurait une racine nulle, 


coefficient 4 du 1° terme, en faisant x — 


Y—V 00e -L 

507. Voici encore deux transformations usitées.: 

10 Si l’on pose x — — y, ce qui change les signes alternatifs seu- 
lement, les racines positives de x deviennent négatives, et récipro- 


quement. 
G ü Es 1 . . pas 
20 En faisant æ — —, les racines deviennent réciproques, Îles 
? 


plus grandes de # répondent aux plus petites de y : comme les fac- 
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teurs +, 2°, +°,... sont remplacés par les diviseurs y, y”, y..., en 
multipliant tout par y”, ces facteurs se trouvent remplacés par 
y", y"... Ainsi ce calcul revient à distribuer, près des coefi- 
cients, les puissances de y en ordre inverse de celles de x : 


t 
+ — + nr DE sue 0, 
d'où  uy" + ss + gg +py+k=0. 


Et si l’on veut en outre chasser le coefficient # du 1° terme, on 


4 


4 » / LJ . # 
poser…a y — #4 c'est-à-dire # — —, transformation qui remplit 
F 


d’un seul coup les deux conditions. 

En général , transformer une équ. £ (x) = 0, c'est en composer 
une autre (y) = 0, dont les racines y aient, avec celles de x, une 
relation donnée par une équ. entre xet y, o (x, y) — 0 : ilne 
s’agit donc que de savoir éliminer x de cette dernière à l’aide de 
la proposée, problème que nous traiterons bientôt (n° 522). 


Limites des Racines. 


508. Une limite supérieure des racines de l’équ. fx = 0, est une 
quantité quelconque qui les surpasse toutes : cette limite serait zéro, 
si aucun terme de fx n’était négatif, puisque l’équ. n'aurait aucune 
racine positive. Z'out nombre 1 qui, substitué pour x dans fx, donne 
un résultat positif (le 1°" terme kx" ayant le signe +) est limite su- 
périeure, quand tout nombre >> l'est dans le même cas, puisque aucune 
valeur > / ne résout l’équ. 

; g— 1 | de: 

On sait que rec pps M H ge Las... Kl; 
d'où 
a = (r— Paix — 1) 2 Le —1)a ss... L(r—1) LT. 
Appliquons cette formule à chaque terme positif de 

fe = hr pas Le ga"... Lu sil vient 


k(a— 1)" LA (a — 1) Al(o—1) 23. Ar — 1) +2 
TP +? Ar +P 
+4 ant +9 


etc. etc. 
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Nous laisserons les termes négatifs sous leur forme, et nous les 
placerons dans les colonnes où x est affecté du même exposant. Un 
terme — sx”, sera mis dans la colonne (x — 1) x", et le coefficient 
sera (4 + p +g....) (v — 1) —s; le facteur de (x — 1) est /& 
somme des coefficients positifs qui précèdent s. Or, pour attribuer à x 
une valeur capable de rendre ce terme négatif, il faut que 
(Gp + qg....) (x — T)soit <'s; ce signe — n’y existera donc 


plus si l’on prend 


Pie s 
EE DE A QE UE à . (M) 
Qu'on en dise autant de chacune des colonnes où se trouve un 
coefficient négatif; et que parmi toutes les expressions (M) ainsi 
formées, on prenne la plus grande /, il est clair que x — ou > / . 
rendra tout le polynome positif : / est donc limite supérieure des 
racines de fx — 0. Ainsi, divisez chaque coefficient négatif de fx par 
la somme de tous les positifs qui le précèdent ; ajoutez 1 à la plus 
grande des fractions ainsi obtenues; ce nombre sera limite supérieure 
des racines de l’équ. fx — 0. 

Soit 41° — 874 LL 23x53 LE 1052? — 80x + 11 — 0 ; on divise 8 
par #, puis 80 par 4 +- 23 + 105; le 1” de ces quotients 2 est le 
plus grand ; donc, toutes les racines sont <° 2 1, ou 8. 

En effaçant p, q, ... du dénominateur de (M), cette formule se 


RTE S ‘ 
réduit àæ—ou > 1 + j; Comme on a le droit d'augmenter 


cette fraction (M), on voit que le plus grand coefficient négatif d’une 
équ., pris en —-, et augmenté de À, est une limite supérieure de ses 
racines, quand on a divisé l’équ. par le coefficient # de son premier 
terme. Cette expression est plus simple que la 1*°, et se forme à vue, 
.ce qui la rend préférable toutes les fois qu’on n’a pas intérêt à 
choisir une limite basse. Les théorèmes suivants offrent souvent une 
limite plus avantageuse. 

509. N’ayons égard qu'au 1° terme et aux termes négatifs de fx, 


RE ECS 22 Het RE ONE PCT 


Soit & un nombre qui mis pour x rende cette expression positive, 


ou D Farf E Gas L'Har-h . . , (2) 
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en divisant tout par &”". Il est clair que tout nombre > « satisfera à 
la même condition ; ainsi, ni «, ni les nombres > « ne pouvant 
rendre fx nul, puisque la partie positive de fx accroit 4", on voit que 
tout nombre | qui rend le 1° terme de fx plus grand que la somme des 
termes négatifs est limite supérieure *. 

Tirons de la relation (2) une valeur de «. Parmi les nombres 


f Û) h à Ê 
VF, G, y/H....il en est un qui surpasse les autres ; supposons 
que c’est le 2e, nous le représenterons par à : 


£ h 
VG—i>VFapH, G—w, FE <ÿ, H<Ÿ. 


Remplaçons dans (2), G par #, F par #, H par 2", le 2° membre sera 
augmenté, et si l'on rend æ&* > que cette somme, à fortiori la condi- 
tion (2) sera remplie. Il s’agit donc de rendre 


a D dat Le 2-3 ant, 0. 


On peut même ajouter ici les termes qui complètent le polynome, 
: d’où 


n" > ar 2 —- PE a, .…. - sg 


LE RE 22" a+ 
————, OU ——— — 
2 . 


savoir, 4” à - —— . 
EP e Tz — 1 æ— à D on à 


Admettons qu’on prenne # >> ?, ce dernier terme sera négatif, et en 
le supprimant, le 2° membre sera augmenté. Ainsi, on a 
bn TP ax" Quts Lth FA 
——— —t oi 
> a—Ÿ PCIe, 
| Le double du plus grand nombre qu’on trouve en extrayant de chaque 
coefficient négatif une racine de degré marqué par le nombre des ter- 
mes qui le précèdent, est donc une limite supérieure des racines. 
Ainsi, pour léquation 34 — 2% — 20%? XL. 3x — 11 — 0, notre 


di ou Y/ G. 


* Quelques auteurs disent que pour obtenir une limite supérieure des racines d’une 
équ., il faut trouver pour x un nombre | qui rende le 1° terme plus grand que la 
somme de tous les autres ; c’est plus grand que la somme des termes négatifs qu'il faut 
dire. L'exemple suivant montre la vérité de cette assertion. L'équ. 


XN E æ3 — 30x72 — 20 + 168 = 0 


à pour rac.3 et 4, et cependant en faisant x = 2,3, qui n’est pas une limite supérieure, 
on reconnaît que æ4 > la somme des autres termes, savoir, 27,9841 > 180,167 —163,3. 
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| à 
1°" théorème donne 21 pour limite ; mais prenant 2, y” 20, % 11, 
le 2° de ces nombres est le plus grand, à peu près 5 ; ainsi 10 est 
une limite supérieure. | 

510. Faisons x — / + y dans fx, ! étant un nombre quelcon- 
que ; il vient (n° 504), f/L y flL Lg fl... + ky" = 0. Or, 
si l’on choisit pour un nombre tel que fl, fT, f'l..., soient posi- 
tifs, tous les coefficients de cette transformée ayant des signes +, 
aucun nombre positif mis pour y ne peut y satisfaire ; les valeurs 
réelles de x répondent donc à des valeurs négatives de y— x — l; 
partant / © x. Donc, tout nombre qui, mis pour x dans fx et toutes 
ses dérivées, donne des résultats positifs, est une limite supérieure de x. 

Dans notre dernier exemple, les dérivées sont 


4x — Gr? — 407 LS, 127 — 19x — 40, 24r — 12. 


On voit que x — 6 rend tous ces polynomes positifs, et que 
æ < 6, limite plus basse que celle qui a été trouvée. 

Observez que si l’on change les signes alternatifs de la transfor- 
mée, les racines de y auront changé de signe ; elles seront donc 
toutes positives, de négatives qu'elles étaient : ainsi, on sait trans - 
former une équ. fx — 0 en une autre Fy = 0 qui n’ait aucune ra- 
cine négative, en posant x = | — y, l'étant une limite supérieure des 
racines x. 

811. Changez x en — x dans fx, ou les signes alternatifs ; les 
racines positives seront devenues négatives, et réciproquement, en 
conservant leurs valeurs numériques : cherchez la nouvelle limite 
supérieure l’; les racines négatives de fx — 0 seront entre 0 et— /, 
les positives entre 0 et Z. C'est ainsi qu’on reconnaît que dans notre 
dernier exemple toutes les racines sont comprises entre — 4 et+6. 


1 
512. En faisant x — — dans fx, les plus grandes racines de 
répondront aux plus petites de +. Si donc on cherche la limite su- 
4 | 1 | 
périeure À des racines de z, ou 3 <° h, on aura x > 7: Telle est 


la limite inférieure des racines positives de x. 
Soit s le plus grand coeflicient de signe contraire au dernier 

terme de l'équ. £z" Æ pat... ,. Lu = 0; comme la transformée 

est uz" LL... L pzL % — 0, en prenant pour limite supérieure 

RPC RULES OÙE : 

5 1 —, on troure à D —— 


. C'est entre ce nombre et H L 


. 


LIMITES DES RACINES. 49 
que sont comprises toutes les racines positives de x. On peut d’ail- 
leurs trouver deux limites plus rapprochées, ainsi qu’on l'a exposé. 
On en dira autant pour les racines négatives. 

513. N'ayons égard qu’au 1°” terme et aux termes négatifs de fx, 
SAVOIr : 


af x? 


ka" — Fat — Ga —.,,. = kr" £ — a 5.) Nous 


connaissons une valeur / de + qui donne un résultat positif, et tout 
nombre > {donne aussi le signe H au résultat : comme les termes 
positifs de /x accroissent la quantité kx”", on voit que dans tout po- 
lynome rationnel et entier {x, ordonné selon les puissances descen- 
dantes de x, si l’on fait croître graduellement x, on atteindra bientôt 
une valeur qui donnera un résultat positif, et au delà les résultats seront 
positifs el croissants. 

en le 1” terme zx" est négatif, en le comparant aux termes 
positifs, on trouve de même des résultats croissants et négatifs. 

Enfin si le polynome est ordonné selon les puissances ascen- 


dantes de x, fx —u tx... pa" L kx", en posant x = —., 


Z 


RE, \ e 
On a— (uz" LL...) : la valeur 3 = /, qui donne au résultat 
le signe de ‘pond à æ — + dt duit le même effet sur fx 
gne de #, répond à # = — qui produi e . 


On sait donc trouver des valeurs de x qui donnent aux résultats de fx 
le signe du 1° terme, que la suite soit ascendante ou descendante. 

514. On peut toujours prendre pour x une suite de nombres crois- 
sants «, B, y... assez rapprochés, pour que les valeurs que reçoit le 
polynome fx soient aussi voisines qu’on veut. Supposons d’abord que 
fx n’a que des termes positifs , et faisons à — x et « + à. Les ré- 
sultats sont fx et fa + à fx + +2 f" x + .... dont la différ. est 
(fat rif" « +...) :il s'agit d'attribuer à à une valeur telle 
que cette différ. soit moindre que tout nombre donné k. Tout est 
ici positif, et 2 est très-petit et <! 1 ; faisons à — 1 dans la paren- 
thèse , et posons à (fæ Lif'a...) — où << k la condition sera 


remplie : ainsi il faut prendre 2 — ; prenant 


«& sil pe 
ou 

y I 44 
r 2 -i- a L F1 TER 
ensuite & — (x — à) + +’, opérant de même, on aura un 3° résultat 
qui surpassera le 2° de moins de À ; et ainsi de suite. 


MATHÉ“, PURES, T, II, 


CS 
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Maintenant si fx renferme des termes négatifs, ce qu'on vient 
de dire s’appliquera à l’ensemble des termes positifs ; et comme les 
termes qu’on en doit soustraire diminuent encore la grandeur des 
résultats, à plus forte raison ceux-ci différeront-ils de moins de 4. 
Et si la somme des termes négatifs l’emportait sur les positifs, ce 
serait au,contraire aux premiers qu'on appliquerait le raisonnement 
ci-dessus. Ceci démontre que l’on peut toujours supposer que, 
quand x croît insensiblement, les résultats de /x sont continus. 


Racines commensurables. 


515. Soit l'équ. fiv — 42" + pat L'on... Loir bu —=0... (1). 
Si tous les coefficients sont entiers, et k — 1, aucune racine ne peut 
être fractionnaire : car si l’on pose | 


Fan Aie pa”—" ta 
EE PRE d’où Battu 0, 


on à at + b (pat + gba... LE ub"—) — 0; 


la 2e partie étant multiple de b, a" devrait l'être aussi, ce qui est 
impossible (n° 25). 

Ainsi lorsqu’en faisant y — kx, on dégage le 1° terme de l’équ. 
(1) de son coefficient k (n° 506), sans que les autres coefficients ces- 
sent d’être entiers, y n’a pas de racines fractionnaires ; et celles de 
æ le sont, ou sont entières, selon que les racines entières de y ne 
sont pas multiples de #, ou le sont. Ainsi la recherche des racines 
fractionnaires de +, est ramenée à celle des racines entières de la 
transformée en y. 

Après avoir trouvé les racines «, B,.... de l’équ. fx —0, on peut 
la décomposer en ses facteurs binômes, 


fr =k{(x— x(x 8). ... 


516, On a vu n° 500, que le quotient de l’équ. (1) divisé par 
æ — à, étant désigné par 


ka LE pars LL gras, + ra sx 4, 
onaha-kp=p',ap +g=dg,... an4s=s, as Lt +, et 
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le reste R—= at’ + u; on en tire 


Le SEE 


Le ’ 
D'où à + PEAR à 
sn où à À mie ; Lt — 
a QG 44 


Au lieu de faire servir nos équations, comme page 37, à trouver 
kr’, L ; Je. l! successivement, on peut calculer en ordre rétrograde, 
d, S... p', À, par ces dernières formules. Mais comme il faudrait 
connaitre le reste R, ce procédé ne convient qu'au cas où a est ra- 
cine, parce que R — 0; et principalement, quand a est entier, 
ainsi que les Def ton te k, p, q... u de la proposée. Il suit de la 
division même de fx par x — a, que p',q'.….t, sont aussi des nom- 
bres entiers. Donc 1° a divise u ; on ne peut He les valeurs en- 
tières de x, que parmi les diviseurs du dernier terme n : 

Ana diode t 1, a — 5, .. enfin p — p’, c’est-à-dire la somme de 
chacun des coefficients de la proposée, plus le quotient qu’on vient 
d'obtenir dans la division précédente : 

3° Ces quotients sont, en signe contraire, les coefficients successifs 
du quotient de fx divisé par x — à, et le dernier de ces quotients 
est — k. 

Si ces conditions, que doit remplir tonte racine entière de 
fx = 0 sont satisfaites par un nombre quelconque a, ce nombre est 
racine ; en effet, en cherchant le quotient de fx divisé par æ — % 
à le procédé du n° 500, on reproduit les nombres ci-dessus P 
gt, et on arrive à un reste nul. 

517. Voici donc la marche à suivre pour tronver les racines en- 
tières de fx — 0. On prend, tant en L qu'en —, tous les diviseurs 
du dernier terme w, et les quotients de ces divisions; on soumet ces 
quotients aux épreuves prescrites par les équ. ci-dessus : si l’un de 
ces diviseurs conduit à quelque quotient fractionnaire, on le re- 
ette, il ne peut être racine; et on ne reconnait pour telle que celle 
qui donne enfin — kpour dernier quotient. La suite des quotients nu- 
mériques entiers ainsi obtenus, pris en signes contraires, compose les 
coefficients L, s'....p’, k du quotient algébrique de fx divisé par 
K— à. 

Comme + 1 pris pour diviseur de «, donne toujours des quo- 
tients entiers, ce n’est qu’au dernier terme qu'on reconnaît si + 1 


4* 
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est racine. Il est donc plus court d'essayer directement Æ 1, par 
le procédé de la p. 87. 

Soit, par ex., 229 + 3x4 — 314% 32° — 43x34 210 —0; comme 
210 — 2.3.5.7, on trouve que les diviseurs de 210 sont 
+ (1,2,8,5,6,7,10,14....) : on reconnaît d’abord que Æ 1 ne peut 
convenir, non plus que les diviseurs qui sont hors des limites — 8 
et + 7 des racines. Le calcul se range sous la forme suivante, où 
l’on a marqué de » les diviseurs à rejeter, et où l’on s'est dispensé 
d'écrire les sommes et différences qui donnent les dividendes. 


re PRE VA UNE TOO À ES ne PRG LES 
—Y — 105 70 42 35 —105 —70 —42 —35 —30 

(—43 — 0) a——s — 51 9 » » +74 » +17 +13 ” 

(+3 —s)a——g —= 17 .4 » —4 » 

(251,9) pl = 2-7 9 T 

(+3 —p).a— —k — -2 2 —2 


Ainsi la proposée n’a que trois racines entières, 4 2, 3 et —5: 
le quotient de la division par æ — 2 a pour coefficients les nombres 
placés sous le diviseur 2, savoir, 2x4 <- 74% — 174? — 31x — 105; 
on divise ensuite par æ — 3, puis par # — 5, et on arrive enfin au 


quotient 27° + 3x 7; tels sont les facteurs de la proposée. 
Voici encore deux exemples : 


2 +322 — 8x +10—=0 | 8x? — 7x2 — 63x + 56 —0 


nine 0h Lan el ou STE Bd a ci 80 Nr 0e 
Po D 50 4 Li AN GO LION ARS RO RER 
SD) » 9 SOA MOI ARE ES DM LEE T » D'OR 18 
UE i——0i —1 : ete la ces La LR as » » 


Pour la 1'° équ., le facteur x + 5 donne le quotient 2° —2r+2. 

Pour la 2°, on n'éprouve que les diviseurs de 36 qui sont entre 
les limites — 5 et — 10; on a le diviseur # — 3, et le quotient 
6x? + 17 — 12. 

Voici des problèmes qu'on résout par cette méthode : 

I. Cherchons un nombre N de trois chiffres x, y, z, tels que 
1° leur produit soit 54 : 2° le chiffre du milieu soit le 6° de la somme 
des deux autres; 3° enfin,en soustrayant 594 du nombre A, le reste 


soit exprimé par les mêmes chiffres en ordre inverse. Comme 


N = 100x + 10y +z,ona 


gyz = 54, 6y— xs, 1002 10y + © — N — 594, 
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la 3° équation revient à x — = — 6; chassant y des deux pre- 
mières, +3 —- æz° — 324; enfin mettant 3 + 6 pour x, on a 
m3 92 — 18: — 162. Or x, y, z, sont des nombres entiers, et 
notre méthode donne 3 = 8, d'où x —9, y — 2 et N — 923. 
IT. Quelle est la base x du système de numération dans lequel le 
nombre 538 est exprimé par les caractères (4123) ? 
Il faut trouver la racine entière et positive de l’équ. 


has La 2x 3 = 538 ; 


“cette racine est x — 5. #. la note p. 5 du t. [®. 
En général, si 4 est le nombre exprimé par les # chiffres a, b, 
c,....1, la base x du système est donnée par l’équ. 


agi LE ba—2 E c2" 3... = À — à, 


équ. qui n’a ‘qu'une racine positive (n° 534), qui doit être entière 
et bi a, b, Dust. 


, h F d ON æ3—5x24+ 53x43 
III. Soit proposée l'équation 8 (5) # 1207, 1e 
3 98 
calcul du n° 147, 3°, donne, à cause de 7) Er es 
(25 — 5x° LL 3x 3) log : — 3 log +, 2° — 5x + Ir LI—=—3, 


on en tire x — 2 et : (3 +y/ 21). 

IV. Pour 6x4 — 1925 28x° — 187 + 4 = 0,onfaitz=+ y 
d'où y# — 19 y° + 168y° — 648 y + 864 — 0. Il n'y à pas de racines 
négatives, et les positives sont 7 20 : or 864 — 25 . 3, et l’on 
doit éprouver les diviseurs 2, 3, 4, 6.... 18. On trouve y = 8 et 
4, et y — 127 + 72—0;enfinx—=;,<et 1Ey — 1. 

On voit de même que 


62° 1524 EL 102 — 3 = x (x Æ 1) (2x + 1) (822 + 8x — 1). 


518. Quand le dernier terme w a beaucoup de divisenrs, entre les 
limites des racines, ces calculs sont longs : voici un moyen de les 
abréger. Si a est racine entière de l'équ. fx — 0, et n’a que des 
coeflicients entiers, aussi bien que lé quotient © de fx divisé par 

fx 
Z — à 
un entier quelconque «, on voit que fx doit être divisible par 4 — a. 
Donc pour reconnaitre si l’un & des diviseurs du dernier terme # 


œæ — a, on a OŸ — — entier quel que soit x. Prenons pour x 
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peut être racine entière, prenez la différence entre « et ce diviseur ; 
toutes les fois que a sera racine, cette différence divisera fx, ow le nom- 
bre qui résulte de la substitution de « pour x dans fx. Chaque divi- 
seur de & qui ne remplira pas cette condition sera exclus, et le 
procédé général ne sera plus appliqué qu’aux autres diviseurs de 
w, parmi lesquels on pourra faire de nouvelles exclusions, en 
changeant le nombre x. 

Comme la méthode exige qu’on fasse x — Æ 1 dans fx, pour 
s'assurer si + 1 ne sont pas racines, les valeurs de fx sont connues 
pour ces nombres & — + 1, et la règle s’applique immédiatement. 

Dans le 1° ex., p. 52, on doit éprouver 9 diviseurs, entre les 
limites des racines; mais comme x — 1 donne fa — 144, et 
a— a — 1,9,4,5.... on reconnait bientôt que 2, 8, 5,—2,— 3, 
et — 5 divisant seuls 144, les nombres 2, 8, 5, —2,— 3,— 5 sont 
les seuls qu’on doit soumettre au calcul. 

519. Cherchons maintenant les facteurs commensurables du 2e 
degré de l’équ. fx — 0; l’un de ces facteurs étant +? Æ pr + q, et 
le quotient 2"? + p's"—$ EH. ..., on a cette équ. identique : 


fee + ps + q) (a + pa ga t..….); 


il y à ici » coeflicients inconnus. Exécutons la multiplication, et 
égalons les coeflicients des mêmes puissances de + dans les deux 
membres (n° 500), nous aurons # équ.; éliminant p', g'.... il res- 
tera deux équ. entre p et q, puis enfin une équ. contenant q seul, 
et qui sera du degré + n (n — 1), nombre des combinaisons 2 à 2. 
des facteurs binômes du 1°" degré. Cette dernière équ. aura pour q 
au moins une racine commensurable, puisque sans cela fx n'aurait 
aucun facteur rationnel du 2° degré. Une fois qg connu, l’une des 
équ. entre p et q donnera p, et on connaîtra le facteur rationnel 
2 + pa + q. 

Ainsi gé — 32° — 12 +5 = (a? — px + q) (a EL px L q) 
donnep+p=0,9+ pp +d=—38,pq+pg —— 132, 99 —56. 
Les deux 1'* équ. donnent des valeurs de p' et g', qui, substituées 
dans les deux autres, conduisent à 


2pq + 8p—p=12, qg+q(28 —p)+5—0, 


et chassant q, on a p° — Gp# — 11p° — 144, d’où p = 38 et— 8; 
puis g = 5 et 1 ; les facteurs sont donc (4° + 3% +5) (x*—3%+4-1). 
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520. Quand fx = (x — aÿ (x — D}! (x —c) (x — d).... (A) 
le polynome /x à p facteurs égaux à x — a, q égaux à # — b; et on 
dit que l'équ. fx = 0 a p racines égales à a, q égales à b. IL s’agit 
de s'assurer si, une équ. étant donnée, elle peut être mise sous la 
forme (A). 

Supposons d'abord p = q = 1 ; comme l’équ. (A) est identique, 
on peut remplacer #, dans les deux membres, par y + x : en déve- 
loppant le 1° membre (n° 504), on a 


fo+yf a+<iyft ze... .=(y4+r—a) (y —b)(y4r—c).... 


fx est la dérivée de fx, f” x est celle def” x,....3; ce sont des po- 
lynomes connus. Le 2° membre est composé de facteurs qui ont tous 
y pour 17 terme; le produit a donc la forme indiquée t. [°', p. 119; 
le coefficient de y"—" est la somme des 2°5 parties + — «, x —b,..., 
ceux de y"—?, y"—$.... sont les sommes des produits 2 à 2, 3 à 8... 
de ces binômes. Donc 

1° fx est le produit de tous ces x binômes, ou l’équ. (A) : 

2° f'x est la somme de leurs produits n — 1 à n — 1, qu’on forme 
en supprimant successivement, dans le produit (A), chacun des fac- 
teurs binômes, et ajoutant tous les résultats : 

3° + f'x est la somme des produits n — 2 à n — 2, etc. 

Cela posé, si p = 1, fx n’a qu'un seul facteur qui soit = 7 — a ; 
tous les termes de f’x contiennent aussi ce facteur, excepté le terme 
où il a été omis, À — (x — b) (x — c).... Aïnsi f'x est de la forme 
R + (x — a) Q, qui n’est pas divisible par + — a. On en dira au- 
tant des autres facteurs inégaux de fx. Donc si le polynome fx n’a 
pas de facteurs égaux, {x et f’x n’ont pas de diviseur commun. 

Mais si (A) contient le facteur (x — a)”, pour former f’x, il faudra 
omettre de fx successivement chacun des p facteurs æ# — a; et 
(x — a)" sera facteur de p termes égaux; ensuite on devra 
omettre chacun des autres facteurs # — b, 3 — c...., résultats qui 
auront tous (x — a)’ pour multiplicateur ; ainsi tous les termes se- 
ront divisibles par (x — a); mais la somme ne le sera pas par 
(x — a). On voit donc que fx et f'x auront (x — a)”: pour divi- 
seur commun. En répétant ce raisonnement pour les autres fac- 
teurs égaux (> — b)!, on reconnait que si fx a des facteurs égaux, 
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fx et fx ont un commun diviseur, qui est le produit de tous les fac- 
teurs égaux de fx, chacun élevé à une puissance moindre d’une unité. 

D'après cela, étant donnée une équ. fx — 0, on formera la déri- 
vée f/x, et l’on procédera à la recherche du plus grand commun 
diviseur entre fx et fx; s’il n’en existe pas, la proposée n’a pas de 
racines égales ; elle en a au contraire si l’on trouve un diviseur F, 
lequel sera réductible à la forme 


F= (x — a) (x — bi, 


mais qu’on ne connaîtra que sous celle d’un polynome. En divisant 
fs par F, le quotient q est formé de tous les facteurs de fx, dégagés des 
exposants ; 


g=(2— a) (2 —b) (v—e) (x — d). 


521. Soient &, B, ».... les produits des facteurs binômes respec- 
tifs aux puissances 1, 2, 8.... qui entrent dans fx, en sorte qu’on 
ait fr — a... d4,.8.... Désignons par F le plus grand 
commun diviseur entre fx et fx; par G celui de Fet F'; par H 
celui de G et G’, etc.; enfin par q, r, s, t.... les quotients exacts 
successifs de chaque commun diviseur par le suivant, savoir : 


re D OT ES Le à Une dan RU 
F — Do 4 de RUN Serrures Boo d'eratsefr e200 
G — DD se 515 MISE D AE A EURE AN TS PEER 1 
H — DRE Ts en eo ET D'ETAT 
etc. etc, etc. és 10 


En divisant chacun des quotients q, r, s.... par le suivant, on 
trouve pour quotients les facteurs isolés «4, B, ».... chacun au 1er 
degré; et s’il manque dans /x quelque facteur, B par ex., tout se 
réduit à poser 8 — 1, ce qui donne alors r — 5, et le quotient cor- 
respondant = 1, qui annonce l'absence de facteurs au carré. 

Voici donc les calculs qu’il faut faire : 

Chacun des polynomes de la 1'° colonne est le commun diviseur 
entre le précédent et sa dérivée, jusqu'à ce qu’on arrive à celui 
qui n’a pour commun diviseur avec M’ que 1 = NW, derniers des 
polynomes de cette colonne. On divise ensuite chacun de ces po- 
Iynomes par le suivant; ce qui donne les quotients exacts Q, r, 
s.... M ; enfin on divise de nouveau chacun de ceux-ci par le sui- 
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vant; et on à ainsi pour quotients exacts, des fonctions de + qui 
sont les produits isolés de chaque espèce de facteur du 1er, 2e, 8e 
degré, mais chacun réduit au 1°* degré. Le polynome Æ qui n’a que 
l'unité pour commun diviseur avec M” est (au 1° degré) le produit 
des facteurs qui, dans fx, ont le plus haut exposant. Lorsque l'un 
des 1° quotients q, r, s.... est égal au suivant, le quotient un an- 
nonce l'absence, dans /x, du facteur de l'ordre correspondant à 
celui que ce quotient est destiné à donner. 
Voici quelques applications de cette théorie * : 


Soit fe — 2 — 24 kaÿ — ha LE 4x — 4; 
on en tire fa = 528 — 4x L 1277 — 87 4, 


et le commun diviseur F = x° 2; puis F” — 2r, et le diviseur 
commun G— 1: la 1° colonne est ainsi terminée. Passant à la 2, 
fæ divisé par F donne 


q= 2 — 2° + 2x — 2, puisr = 4 +2; 
divisant g par r, onaa—x— 1,8 — x? + 2, enfin 


fe=(x — 1) (& +2} 


* Le calcul du commun diviseur est long ; on l’abrége par la règle suivante qui donne 
de suite Le reste de la division de fx par f'x. Multipliez les coefficients de fx, à partir 
du 3°, par 2, 3,4. ... fois Le coeff. du 1°" terme de f'x; mullipliez les coefficients def'x 
à partir du 2° par le coefficient du 2° terme de fx ; retranchez ces produits 2 à 2, et 
vous aurez les coefficients du reste de degré n — 2. 


parex. . . . fx — x5 — x4 + 4es — 4x2 + 4x — à 

De A EI TTL mn 8 lite 4 

produit de fx par + 10, 15, 20, 25.. . . . . . + 4o — 60 + 80 — 100 
produit de fix-par — 14. . . . . +, . . + 4  — 13 :+ 8 — 4 
différences. . . x 36 —48 + 72 — 96 

reste de la division (on ôte le facteur di UN + 323 — 4x2 + 6x — 8 


Quand x n’a pas de second terme, la partie soustractive est nulle, la règle se réduit à 
multiplier /x par 2, 3,4... 


Soit fe = 3x4 + 0x3 — 3522 + 44x + 4 
l'E. = + 12 + 0 — 70 + 44 

produits 06 72 Par 3 9) 4 en 0, à on NT 707 PME 16 
le reste de la division est, . . . . . . . . . . . . . . 35xa — 66æ — 8 
en achevant l'opération, on trouvera æ — 2 pour commun eat v ie uns et la proposée 


= (x — 2)2 (3x2 + 127 + 1). 

On démontre notre règle en effectuant la division de Æxn + paæm—' + qem—?,... 
par mhkam—t + (m — 1) px m—?,..., après avoir introduit le facteur 2/4 dans le di- 
vidende, pour obtenir un quotient entier. 77. la note, p. 59. 
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IL fo 26 + has — 3x4 — 162 Il’ 125 —9, 
d'où fx — 6x +- 20x74 — 12%°....etle commun diviseur 
F— La — 5x 8; puis F = 82? + 92r— 5, 


etle commun diviseur G— x — 1; enfin G — 1, et H — 1. Pour 
former la 2° colonne, on divise /x par F, F'par G, G par A; pour 
la 8°, on divise g par r, et r par s. 


q=2# +3 —x— 38, r= 2 À 2v —38, s—70— 1: 
enfin a— xl, B— x +38, 3—x— 1, et 


fe (e +1) (648) (m— 1}. 
LIL. Pour fe = 24 — hr LH 167 — 16, on af — 4r*.. 


et Fa — kx 4, q—=2 —#4, a x +2, 
G—x — 19, r—=2 272," PE" " 
Hul, S—=2 — 2, py—x— 2: 
enfin fr (AL 2) (x — 2). 


IV. fx —=2x8— 1927 + 5526 — 9925 — 9x + 919x5 — 155x° — 108x + 108, 
EF =2xt—17x8 +152? +-52—18, q = 24 — 5x8 + 5x + 5x —6,a—2%—1, 
G =x— 5, r=x$— 4x +x +6, B—=X —x—2, 
HT 114 S—= x —3, y—=X—53 : 

et... fx = (x —1) (x—92)° (x +1) (x—5)5. 


V. Pour fr = 25 — Gari — ka Æ 9? E 12% LE 4 
Fait —Sr — 5% —2,q—2—1—2,a—=l , 


G=—=x +92x—+Ll1, ra — à —2,B—7—92 
H=x +1, s—x +1, y—1 
Tiers t—x +1, dx +1 


et fre —=(x — 2) (x +1) 

Pour s’assurer si une racine entière a est double, triple... ilsuf- 
fit d'essayer la division par z — a plusieurs fois consécutives, par 
le procédé de la p. 37: on ne tentera ce calcul que quand les coef- 
ficients pris en ordre rétrograde seront divisibles par a’, a, 
a?. ... 1? étant l’exposant de x — a dans fx. Cela résulte de ce que 
a’ doit diviser le dernier terme, que «'—* étant racine de l’équ. dé- 
rivée doit diviser l’avant-dernier terme de fx, etc. 
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Elimination . 
522, Soient 4, a, B, b,.... des fonctions de y, et 


Z= A2" L Ba". LT az" + br EL... 


deux polynomes, qu’on se propose de rendre nuls par des valeurs 
accouplées de x et de y. Pour s'assurer si B est l’une des valeurs, 
que y peut avoir, faisons y — B, et les polynomes Z, T, en x seul, 
devant se réduire à zéro pour une même valeur « de x, auront 
æ — « pour facteur commun. Qu'on cherche donc le commun divi- 
seur D, et l’équ. D — 0 donnera les valeurs de x, qui, accouplées 
avec y —B, résolvent les équ. Z— 0, T — 0, Si ce diviseur n'existe 
pas, y ne peut recevoir la valeur de £. 

Ainsi il faut chercher le plus grand commun diviseur entre Z et 
T (n° 102), comme si y était connu, et égaler à zéro le reste final 
F en y seul, auquel le calcul conduira. Cette équ. Y = 0 aura pour 
racines toutes les valeurs cherchées de y, puisqu'elles introduisent 
un commun diviseur D entre Z et T';etl'équ. D — 0 fera connaître 
les valeurs de + qui s’accouplent avec celles de y. C’est ce que nous 
allons faire mieux comprendre. 

Soit »m —ou > n; divisons Z par 7, et si cela est nécessaire pour 
éviter les fractions (n° 102), multiplions Z par un facteur H qui 
rende 4} divisible par « *, M étant, en général, une fonction de 
y. Désignons par © le quotient entier, et par À le reste, fonctions 
de x et de y. On a 


CE CES MAT ONE SR RRSIR ER (À 


Cette équ. est identique, sans fractions, ni irrationalités ; elle se vé- 


* Siles degrés »: et n sont égaux, M sera = a, ou seulement le facteur de & qui n'entre 
pas dans # (7. n° 38): si m = n + 1, M sera le carré de a, ou de ce facteur ; si 
in = n +2, M en sera le cube, etc. On évite ainsi d'être forcé de multiplier de nouveau 
les restes partiels, et on arrive à un dernier reste, où x est au degré n — 1, au plus, 
Ainsi dans le cas où m = n +- 1, et M = a?, le quotient est 


Q = Aax ++ (aB — Ab) = a(Ax + B) — Ab. 


En composant directement cette expression du quotient, la multipliant par T, et retran- 
chant de a2Z, les deux premiers termes disparaissent, et on obtient de suite le reste R. 

La règle que nous donnons ici se modifie quand T est privé du second terme, ou que 
a est facteur de ce terme; car alors il suffit de multiplier Z par a, au lieu de a?, 
quand onam—=n<k#i. 
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rifie donc par toutes valeurs quelconques mises pour + et y. Sub- 
stituons x — «, y — B, supposées des valeurs propres à rendre Z et 
T nuls : À le sera donc aussi, savoir, 


Dee 0, te 0. 


Et si deux nombres mis pour x et y dans À et T rendent ces po- 
lynomes nuls, on voit qu'alors MZ — 0, savoir ou M = 0, ou 
Z — 0. Ainsi les solutions du système 7 —0, À — 0, conviennent, 
soit à Z — 0 avec T'— 0, soit à M — 0 avec T = 0, et récipro- 
quement. Donc si, 


=)! 
ontraiteleséqu.!..64: 475 0) 487200, 


au lieu des équ. . . . Z 


| 


on obtiendra toutes les couples cherchées, et en outre d’autres solu- 
tions étrangères à la question, qui donnent M — 0 et T — 0. Du 
reste, le problème est devenu plus simple, bien qu'il admette ces 
solutions étrangères, parce que le degré de À est moindre que n. 
Divisons de même 7, ou plutôt MT, par R, M’ étant un facteur 
propre à rendre le quotient Q’ entier ; A” étant le reste, on a 


MT = QRE RAS, Aus RON) 


On prouve encore que toutes les couples de valeurs de x et de y 
qui rendent T'et R nuls, donnent aussi R° = 0 avec R — 0, équa- 
tions qui admettent toutes les solutions cherchées ; mais que réci- 
proquement R — 0 et 2” = 0 admetient en outre les solutions qui 
rendentnuls Wet R; en sorte qu’en traitant les équ. R— 0, R'—0, 
au lieu des proposées, on aura toutes les solutions cherchées, et de 
plus des solutions étrangères qui rendent nuls, soit M avec T, soit 
M avec À. 
On divisera ensuite A7”R par Æ”, d'où 


MERCURE RTS ES PEU 


En continuant ainsi le calcul du commun diviseur entre Z et 7, 
on voit que deux restes consécutifs étant égalés à zéro admettent 
toutes les solutions demandées, et en outre des couples de valeurs 
qui rendent nuls l’un des facteurs introduits, ainsi que le diviseur 
correspondant. Le degré de x s’abaissant graduellement, on arri- 
vera enfin à un reste final Y, où x n’entrera plus : m}/ étant le di- 
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vidende, et D le diviseur qui est en général du 1°" degré en x, 


on à MA SIDA PE AN OR M. |. (4) 
d'où et OT strain sutrotiqu suis :(6) 


équ. qui ont toutes les solutions cherchées, et de plus celles qui 
rendent nuls les facteurs introduits ainsi que les diviseurs corres- 
pondants, savoir, M avec T, M’ avec R, M” avec KR", etc. L’équ. 
F = 0 n’a que la seule inconnue y, et nous supposerons qu’on en 
sache trouver les racines, lesquelles substituées dans D = 0, feront 
connaitre les valeurs de x qui s’y accouplent. Il nous restera à chas- 
ser de F les racines étrangères. 

Soient, par ex., 22° — y EL 1=0, 2° — 3xy— y + 5 = 0. En 
divisant Le 1° polynome par le 2e, le quotient est 2, et le reste, dé- 
gagé du facteur 3, est D — 2xy — y — 3. Multipliant le diviseur 
par 4y°, et divisant par D, le quotient est 2ry — 5y° 3, et le 
reste = — y# + 8y° EL 9 — 0. On résout cette équ. en posant 
y —=23; d'où 3 —8z—9,:—9et— 1; puisy—+3et tp” — 1: 
enfin, substituant dans D = 0, on a pour valeurs correspondantes 
t—=Æ2et Ty — 1. 

Pour 2° LE 2ry — 3y° L 1 — 0, x — y — 0, le 1° reste est 


D—92%y —2y 1; le 2°, Y —4y — 1; donc,y——1r—=+*. 
P, Q, p, q étant des fonctions de y, les équ. 


2 Pr LO—=0, 2 +pr + q—0, 
donnent. .,..(P— p)z+Q—q—=0, 


(Q— 9} + q(Pl —p} = p(Q —q) (P —p). 


Soit 23 27 — vy° — y — 0, 2x? — x (ky — 1) — 2y + y —0, 
le 1° reste D est (16y° — 2y + 1) x + 8y° — 6ÿ — y ; on multiplie 
le diviseur par (16y°—2y-L1)°, on divise par D, et on a l’équ, finale 
32y° (4y° — 12y° + 3y + 1) = 0; on en tirey— 0 et = (n° 515); 
on abaisse ensuite le degré, et on trouve y=+ (5 +} 33) ; enfin, 
D — 0 donne les valeurs correspondantes > = 0, +, — 1 et—I. 

523, Indiquons les modifications que doit subir la méthode du 
commun diviseur. 

Supposons que Z soit le produit de deux facteurs, Z = P X Q. 
Comme Z ne peut être nul, à moins que P ou © ne le soit (n° 501), 
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le problème se partage en deux : 
P — 0 avec T= 0, et 0 — 0 avec T—0. 


Ces deux systèmes admettent toutes les solutions cherchées, et sont 
plus simples que le proposé. Et si Z et T' sont décomposables en 
divers facteurs, le problème se partage en autant d’autres qu’on 
peut combiner chaque facteur de Z avec chaque facteur de 7. 

Ainsi, 2 — 2yx — 8y LE y —= 0, x — y — 0, comme 
a — y —= (x + y) (x — y), on prend d'abord y = x, et la pre- 
mière équ. donne # — 0 et ;; puis y = — x — 0 résulte du 1‘ 
facteur : ce sont toutes les solutions demandées. 

Ceci s'applique au cas où le facteur P ne contient que y; alors 
P doit diviser chacun des termes de Z (n° 102, IIT). Posant P —0 
avec 7° = 0, on aura une partie des solutions; les autres seront 
données par Q — 0 avec T — 0. On ne peut donc pas supprimer 
ici, comme dans le procédé du commun diviseur, les facteurs fonctions 
de y seul; ou plutôt on les supprime en les traitant à part. 

Ainsi, pour a — x (y — 3) + y — 8y + 2 — 0, 
2? — 2x + y — y — 0, on a le reste (y — 1) (x — 2) : avant de 
passer à une 2° division, ou supprimera le facteur y — 1, mais en 
posant y — 1 dans le diviseur, ce qui donne x — 0 et 2. Ensuite, 
on continuera le calcul avec le reste 3 — 2 qui amène l’équ. finale 
y — y = 0, savoir, y — 0 et 1 avec x = 2. 

Avant de multiplier un dividende par quelque facteur Æ,W.... 
il faut donc s’assurer, par la méthode du commun diviseur, si le 
diviseur n’admet pas /Z, ou ses diviseurs, comme facteur de tous ses 
termes ; car, alors, il faudrait supprimer ce facteur du diviseur, et 
le traiter à part, comme on vient de le dire. | 

Par ex., 2° — ay Lx (y —6) y — 4 = 0,2 — 27 — 40: 
une première division donne le quotient x, etle reste x(y—2)--y—4; 
y — 2 est ici facteur commun : on pose donc y = 2 dans le divi- 
seur, qui devient 4° — 2% — 4, d’où x — 1 + 5. Le reste, réduit 
à & + y 2, devient diviseur, et on arrive à l'équ. finale y°-3y—0, 
d'où y = 0 et — 8, avec x — — 2 et + 1. 

Soient encore les équ. 


D — (3y — 6) 2° + (By — 12y + 8) — y + 67 — 8y— 0, 
2 + (2y +2) 2 + y° + 2y — 0. 


Une 1° division donne ce reste 3xy (y — 1) + y 8y° — 4y: 


l 
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avant de le prendre pour diviseur, on doit supprimer les facteurs y 
et y — 1, qui donnent y — 0 et 1 ; puis on a # — Ü et — 2, pour 
y=0 ; »——1 et —8 pour y— 1. Le reste devient 37+-y+4; 
pris pour diviseur, on a l’équ. finale y — y — 2 —0 ; d'où y = 2 
et — 1 avecæ— — 2 et — 1,: ce sont lessix solutions du problème. 

524. Enfin, quand il arrive qu’un facteur commun D existe dans 
ZetT,Z—PX D; T— OX D, comme D— 0 rend ces produits 
nuls, cette équation unique ne peut donner que l’une des incon- 
nues y, même quand elles y entrent toutes deux : l’autre inconnue 
reste donc quelconque. Ainsi le problème admet une infinité de solu- 
tions ; il est indéterminé. Les solutions des équ. P= 0, Q = 0, qui 
sont en nombre limité, satisfont aussi à la question. 

Les équ. (y — 4) à° — y +4 — 0, à — 2% — xy + y — 0, ont 
le facteur commun + — 1, ainsi qu'on le trouve en pratiquant le 
calcul indiqué ; ainsi, + = 1 réduit les proposées à zéro, quel que 
soit y. En outre, les quotients de la division par + — 1, sunt : 


(y —4) (+1)=0, & —y=0; 


outre le nombre infini de solutions qu’on vient d'obtenir, on a done 
encore y — 1 et #, répondant à x = — 1 et + 2. 

525, Cherchons à dégager Y — 0 des racines étrangères. Comme 
ces racines rendent nuls quelques facteurs, M, M'.... qui sont en 
y seul, il suffira de diviser F par H, M'.... pour chasser ces ra- 
cines * : mais il est plus court de les détruire dans les restes succes- 
sifs, comme on va le dire. 

Seulement, nous remarquerons que le facteur »# de la dernière 
division, ne donne lieu à aucune solution étrangère ; car, siy — À 


| est racine de » — 0, et aussi de Y — 0, l’équ. identique (4) de- 


vient qD — 0 pour cette valeur de y. Or, on n’a pas q — 0, puisque 
le facteur m n’a été choisi que pour rendre possible la division de 
V par D; c’est donc D qui est rendu zéro par y = à, et y — A estfac- 
teur de D.On a vu qu’il fallait supprimer ce facteur et le traiter à part. 

Le facteur ne contient pas x; soit y — À une racine de l’équ. 


* Il y a une exception accidentelle quand y = }, racine de l’équ. M = 0, réduit 
T à une valeur numérique, car aucune valeur de x ne peut rendre nuls ensemble 
M et T; ainsi y — ), et par suite M, ne peut diviser Y ; le facteur M n’a pas in- 
troduit la racine étrangère y = À}. Il faut en dire autant de M! par rapport à R, 
de M'et R', ete. Ce cas se reconnaïtra bientôt, quand on trouvera, par hasard, 
que Y n’est pas divisible par M, ou M', ou etc. 


| 4 
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M — 0; en substituant À pour y dans l’équ. identique (1), il vient 
0— QT +R, R— — OT, autre équ. identique en x. Gomme # 
est facteur du 1° coefficient a de T, y — à fait disparaitre ce terme, 
et le degré de T's'abaisse à n — 1 qui est celui de À. Ainsi Q est 
une valeur numérique *, et les polynomes T'et R sont devenus les 
inêmes par y —= À, à un facteur numérique près: Faisons aussi 
y —= À dans l’équ. (2), il vient 


R=MT—QR—=T(M + Q0'). 


Or R’ et T sont des degrés n — 2 et n — 1, ce qui empêche Îles 
deux membres d'être identiques ; d’où l’on voit que cette équ. serait 
absurde, si l'on n’avait pas #' + 00" — 0, quel que soit x, qui 
d’ailleurs n'y entre pas. Ainsi le 2° reste R’ est rendu nul par y =; 
y — À divise 2”. Comme chaque racine de l’équ. Æ — 0 conduit à 
la même conséquence, on voit que le facteur M introduit dans le 1°° 
dividende, doit diviser le 2 reste R’. Donc si l’on substitue au reste 
ER", dans le calcul du commun diviseur, le quotient exact de À’ di- 
visé par M, on aura supprimé de l'opération les solutions étrangères 
que ce facteur 7 avait introduites. C’est ce quotient, et non plus À, 
qui doit être pris pour diviseur de À, ou plutôt de HR. 

On prouve de même que le 2° facteur #' divise exactement le 5° 
reste R”, et que c’est le quotient qui doit remplacer R” dans la di- 
vision suivante, pour supprimer les racines étrangères amenées par 
M' ; et ainsi de suite. L’équ. finale Y — 0 obtenue de la sorte, sera 
donc exempte de toutes les solutions étrangères. 

Par ex., 2°y — 8x 1 = 0, 2° (y — 1) + x — 2 = 0. Muiti- 
plions la 1'e par (y — 1)°, et divisons par la 2° ; il vient 


l%reste — x (y — 5y +3) EL y? — ky LT... D, 
multipliant la 2° équ. par (y? — 5y + 3), on a 
2° reste... . y° — 10y4 + 37y — Ghy° L 59y — 16, 


a TNA sets " . [4 
lequel doit être divisible par (y — 1} ; le quotient est l’équ. finale 
en y, sans racines étrangères, 


ÿÿ — 8y? + 20y — 16 — 0. 
* Et en effet les termes en x, x? .... qui composent le quotient @, d'après la 


marche du calcul (7.la note, p. 59), ont pour facteurs respectifs a, @7,,... qui de- 
viennent nuls pour 7 == x. 
Hi 
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Les solutions sont y — 4,2 et 2; D = 0 donne x = — 1,1 et 1. 

Pour &°y — 4x°y° Æ x +6 = 0, (y — 9) + ry +2— 0, on 
multiplie la 1°° équ. par (y — 2); là division donne le reste 4x 4 B, 
en posant 

AN ES AV ST N DU —' ag La), 
et comme y — 1 est facteur commun de 4 et B, on le supprime, et 
on a y—= 1, avec x — 2 et — 1, puis 

À = — 3p — y — 4, BB —=86 (y —3); 
le reste de la 2° division est 4° — + By (4 — B) — PB’, ou 
20y° — 23y4 — 220% LE 376y° LL 272y — 560 = 0 : 
divisant par (y — 2})°, l’équ. finale est 
20y5 + 57y° — 72y — 140 = 0, 

d'où l'ontirey——*, etx——1; puis 5y° + 8y — 26. 


Au reste, il se peut que la racine y — À de # — 0 réduise T'au 
degré n — 2 au plus; alors Ÿ/ ne divise plus R”, car les équ. R—0, 
R' — 0 se trouvant au même degré que 7, ne permettraient plus 


. d'appliquer le raisonnement ci-dessus : Y est donc embarrassé de 


la racine étrangère À, ce qu'on reconnait bientôt. Dans l'ex. sui- 
vant, le facteur y, introduit dans la 1"° division, ne divise pas le 2° 
reste, et se retrouve dans le dernier reste, d’où il faut le dégager. 


gy—l)zi—1—=0, y — x L1—=0: 
1® reste. . . . (y — 1) 2° — x (y — 1) — y, 
2° reste. . . . (2y—2y—+l)rL(yp+y—7, 
3 reste. . . . y (y# — 7y° L 14y° — 9y +2). 


Quand il arrive qu’une combinaison des équ. Z — 0, T — 0, 
présente un résultat simple, on doit employer celui-ci de préfé- 
rence à Z : comme aussi on peut trouver plus commode d’ordonner 
Z et T par rapport à y. En ajoutant les équ. du 1° ex. p. 61, et 
résolvant selon y, qui, dans la somme, n’est qu’au 1° degré, on ob- 
tient sur-le-champ les solutions. 

Quand Z et T sont au même degré »m, en éliminant +” comme 
une inconnue simple, on abaisse l’une des équ. au degré m— 1. 

526. La règle donnée p. 60 présente quatre cas d’exceptions, 

MATHÉM, PURES, T, I, ù 
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selon que Y ou D est nul de lui-même, ouest une valeur numérique. 

1% cas. Le reste Y se réduit à zéro. D est alors facteur commun 
de Z ét de T, c’est ce qui a déjà été examiné n° 524, Le problème est 
indéterminé. 

2e cas, Ÿ est un nombre. V et D (équ. 4) ne peuvent être rendus 
nuls ensemble ; ainsi aucune valeur de x et de y ne peut satisfaire 
aux proposées, qui expriment alors des conditions contradictoires ; 
le problème est absurde. C’est ce qu’on voit sur les équ. 


82? — Gry + 8y — 1—0, 22° — 4ry + Ip + 1—0. 


Posez deux équ. dont la coexistence soit impossible, ayant une 
même inconnue 3, telles que 83° — 1 — 0, 22° + 1 — 0 : faites 
3 = x + y, ou x — y, ou toute autre fonction de x et de y; ilest 
évident que les deux équ. seront incompatibles. | 

3° cas. Le diviseur D devient nul, pour une racine y — à de l’équ. 
Y = 0 : alors y — à est facteur de D, et on a vu qu’il fallait sup- 
primer ce facteur ét le traiter à part (p. 62). 

C’est ainsi que dans le dernier ex. du n° 523, si l’on eût oublié de 
supprimer les facteurs y et y — 1 du 1” reste, on aurait trouvé 
l'équ. finale 9 — 8y° + y4 — 8y° — 2y° — 0, dont les racines 
sont y — 0, 1, 1, — 1 et 2; les trois premières donnent lieu à la 
présente circonstance. 

4° cas. Le dernier diviseur D devient un nombre d, quand on fait 
y —= à; en divisant D par y — À, le quotient étant K'et le reste Z, 
on a D — (y — à) À + L; puisque y — À change D en une valeur 
numérique d, + n'entre pas dans L; et comme on doit avoir ensem- 
ble D — 0, F — 0, la valeur y = À répond à x infini, seule manière 
de rendre D nul. Par ex., les équ. 


ge + a (y— 1) —1=0, ÿa#+p—-y —1—0, 
ont pour équation finale y (y — 1)— 0, et pour dernier diviseur 
ay —1=0;doncy = lrépondà = 1,ety—0àr—c, 

L’ex. suivant montre comment on élimine entre trois éq. 
2 — 2y —=0, à y —9, sr— 1. 


On chasse d’abord y, entre ces équ. deux à deux ; on trouve deux 
équ. finales en x et z, entre lesquelles on élimine 2 ; il vient enfin 
une équ. en x. Ainsi on a | 


34 re Æ ba 8, 2x — 1; bré — 62° L 1 —0, 
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On trouve x — + 1, 5x° — 1 , et les quatre racines de x sont con- 
nues; £ £ est ensuite donné par l'équ. zx = 1, etc. 


Sur l'existence des Racines. 


527. Représentons kx" Æ pr"—1,,., Lu par fx, À étant positif, 
etconstrnisons (fig. 1) sur les axes rectangles 4x, Ay, la courbe 
MM'M".... dont l’équ. esty — fx. À chaque abscisse 4 P répond 
une ordonnée PM, et une seule; toute parallèle à l’axe AY coupe 
donc la courbe en un point unique ; la courbe est un trait continu, 
s'étendant à l'infini, tant à droite qu’à gauche, sans nœud, ni double 
branche ; elle peut former diverses ondulations. Elle porte le nom de 
courbe parabolique , par analogie avec la parabole dont l'équation 
est y — ar”, 

Quand l'arc coupe l'axe des x en quelque point k, l’abscisse 4% 
de ce point répond à y — 0, et est par conséquent racine de l’équ. 
fx — 0 : les racines positives sont les abscisses des points de sec- 
| tion placés à droite de l’origine À ; les négatives sont à gauche. 
Une ordonnée positive PM donne un point # de la courbe situé 
en dessus de l’axe 4x; une négative PM’ donne un point #' au- 
dessous. 

Pour qu’à une abscisse 4h, racine de l'équ, fx — 0, il en succède 
une autre 4h’, il faut que l’arc se recourbe, se rapproche de l’axe 4x, 
ce qui produit les serpentements qu’on voit dans la fig. 1 ; les on- 
| dulations qui n'arrivent pas jusqu’à l’axe, ne donnent aucune ra- 
cine réelle. Comme la forme de la courbe détermine les racines, et 
qu'en ses divers points, la direction de l'arc est celle de sa tangente, 
| cherchons les inclinaisons de ces tangentes sur l’axe des +, 

Soit BMM (fig..2) un arc de la euurbe dont l’équ. esty = fx ; 
M et M” deux points de cet arc ; x et y les coordonnées de #, æ + 
et y + celles de W', savoir, AP = x, PM— y, PP'=—h, OM =k. 
En remplaçant, dans y = fx, x par x Lh, et y pary—k,;ona 
(n° 504) 


et dusrr () 
d'où —— fx HShfa p+im. fl æetoune heu itui() 


à cause de y— fx. Or en résolvant le triangle rectangle OM, et 


5 + 
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désignant par S l’angle que la sécante M'MS fait avec l'axe 47, 


on à tang S = —— — 7 ‘ainsi l'expression (2) est la valeur de 


tang $. Or plus À diminue , plus cette expression approche de f#, 
en même temps que $'tend à devenir l'angle 7° que la tangente 
au point {7 fait avec 4x : on a done 


tang T'— f'x — dérivée du polynome fx. 


Ainsi quand on prend pour x tous les degrés de grandeurs entre 
AP et AP' (fig. 1), les différentes valeurs de f’x sont celles des 
tangentes de tous les angles 7' que font avec l’axe 4x les tangentes 
successives à l’arc ÂM'. Ces angles sont aigus (du côté droit) quand 
f'æ a le signe H (comme pour l'arc BA, fig. 2); obtus quand fx à 
le signe — (comme pour OM fig. 1): la tangente est parallèle aux 
æ, en O, 0, 0’, O’, O0", quand f'x — 0; les ondulations de la courbe 
résultent des variations de signe qu’éprouve f’ #. 

Comme, d’après la forme de fx aucune valeur de + ne peut ren- 
dre ce polynome infini, nulle part la tangente n’est perpendiculaire 
aux x ; la courbe ne peut donc affecter la fig. 8 d’un rebroussement. 

528. Puisque le triangle rectangle HMOQ (figure 2) donne 
HQO=Rh.f x,0on a PH = fx + h fx — ordonnée du point Æ de 
Ja tangente qui a x + h pour abscisse. Mais l’ordonnée du point W 
de la courbe est l’expression (1), dont les deux 1°* termes sont la 
valeur de PA, savoir, 


PM—=yLk=PH+I MR. fai, flas. 


et comme # est aussi petit qu’on veut, le signe de la quantité ajoutée 
à PH est celui du 1° terme = k°. fx, c'est-à-dire celui que f”x se 
trouve avoir, puisque le facteur À est au carré. Donc l’ordonnée 
P'M' de la courbe surpasse celle PH de la tangente , ou en est sur- 
passée, pour les points voisins de #7, selon que f/’x est positif ou né- 
gatif : cela ayant lieu quel que soit le signe de h, est vrai à droite 
et à gauche du point # de contact. Ainsi l’arc tourne en cet endroit 
vers le haut sa concavité ou sa convexité, selon que £’x a le signe 
où —, pour la valeur de x qu’on a choisie. 

Tout ce qu'on vient de dire convient aussi au cas où l'arc de 
courbe est situé sous l’axe des x, ce qu’on démontre par le même 
raisonnement. Au reste, si l’on change y en y, — à, l’équ. y = f# 
devient y, = fx —- à ; ainsi le dernier terme x de {x est simplement 
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changé en w - à, ce qui n’altère en rien les dérivées fx, fx... Or 
cette transformation revient à descendre l’axe des x parallèlement, 
pour le porter à la distance arbitraire # : on peut supposer qu’ac- 
tuellement les serpentements de la courbe sont tous situés en dessus 
du nouvel axe des >, et appliquer Le théorème ci-dessus ; donc etc. 

Si l’on veut comparer l’arc de courbe à l’axe des x, il est aisé de 
voir que notre théorème revient à celui-ci : l’arc tourne sa concavité 
à l’axe quand fx et f’x sont de signes contraires , et sa convexité quand 
les signes sont les mêmes. 

529. Le point Z (fig. 5) où un arc convexe s’unit à un arc concave, 
est appelé inflerion. L'abscisse + de ce point devant être au passage 
de fx du positif au négatif, doit être racine de fx — 0, En effet, 
au point Z d’inflexion la tangente est dirigée entre les deux arcs 
qu’elle coupe et touche en ce point 7; le développement (1), privé 
de son 3° terme, devient 


y+hk= fa th. fa HE, fx Eh. fa... 
— l’ordonnée PH de la tangente L 2 A3. fx —- etc. 


Comme est très-petit, le signe de ce développement est celui de 
son 1‘ terme, lequel change avec ; en sorte que, selon que le 
point voisin de Æ (fig. 5) est pris à droite ou à gauche de Æ, l’or- 
donnée de 1 tangente est plus grande ou plus petite que celle de 
la courbe : ainsi l'arc est situé en dessus de la tangente d’un côté 
du point # de contact, et en dessous de l’autre côté : c’est le carac- 
tère propre à l’inflexion, qui n'aurait pas lieu si f”’x n’était pas nul. 

Ainsi pour obtenir les abscisses des points d’inflexion, il faut ré- 
soudre léqu. fx = 0 ; les racines réelles déterminent ces points 
de séparation des serpentements. En cherchant les valeurs de f’x 
qui correspondent à ces racines, on a les inclinaisons des tangentes 
en ces points. 

530. A chaque ondulation de la courbe il y a un point O, O0"... 
(fig. 1) où la tangente est parallèle aux x, et l'ordonnée un maximum 
ou un minimum , c'est-à-dire ou plus grande, ou plus petite que ses 
voisines des deux côtés. Les racines de l’équ. fx = 0 sont des 
abscisses de ces points. Voici comment on distingue le maximum 
du minimum. Le point dont l’ordonnée est un maximum positif ou 
négalif appartient à un arc concave vers l'axe des x, et l’on a vu 
qu’alors les signes de fx et f”x sont différents ; tandis que ces signes 
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sont les mêmes dans le cas d’un minimum, qui répond à un arc 
convexe vers l’axe. 

Et en effet, puisque fx — 0, la série (1) est privée de son 
denxième terme, et l’ordonnée PM" (fig. 2) de la courbe se réduit à 


PM' = fr LE. fx + ete. = Vordonnée PM 1h. fx... (4) 


Mais pour L très-petit, cette série prend le signe de f’/x, que k soit 
positif ou négatif : ainsi quand fx et f”’x ont même signe, les ordon- 
nées à droite et à gauche de PM surpassent cette ordonnée ; c’est 
le contraire quand ces signes sont différents. Donc pour le maximum 
positif ou négatif, {x et fx sont de signes contraires; les signes sont 
les mêmes dans le cas du minimum. 

Appliquops cette théorie à l’équ. 


y = 24 —S x Le æ — Gr Li=fxr; d'où 
fa = hr — 162 + 19r — 6, fr — 1227 — 327 + 19. 


Le 


En posant fr = 0, on a x — =, $ et 2; ces racines sont portées 
sur l'axe 4x (fig. 4) de 4 en P, P' et P”' ; les ordonnées correspon- 
dantes sont celles des maxima ou minima ; ce sont 
PO—=—$, PO—=+S, PP 0'= ++ 
Comme x — 0 donne 4B — =, la courbe passe en BOO'0" : l'équ. 
fx = 0 donne x — 0,89... et 1,77... abscisses 40, AO des 
points d’inflexion Z, Z’. Et comme de l’un de ces points à l'autre, 
fx est négatif, l'are y est convexe; il est concave dans le reste de 
la courbe, Il y a donc un maximum négatif en O, un positifen ©”, 
et enfin un minimum positif en O”. On a deux points de section 
avec l'axe, en C et D; AD — 1 et 4C sont des racines réelles de 
l’équ. fr — 0; les deux autres sont imaginaires. 

531. Les racines de l’équ. f’x — 0 sont les abscisses des points 
de la courbe où la tangente est horizontale, et l’on a vu que ces 
points ont leur ordonnée maximum ou minimum, selon les signes 
de fx et fx. Mais si quelqu'’une de ces racines rend en outre f”x 
nul, alors il n’y à plus maximum ni minimum, mais inflexion hori- 
zontale, comme dans la fig, 5. En effet la partie du développement 
(4) qu’il faut ajouter à l’ordonnée PM est alors + A5. fx +. ...3 
et comme le 1% terme change de signe avec k, l'arc est concave 
d'un côté du point # de contact, et convexe de l’autre. Comme cette 
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valeur de x donne à la fois f’x = 0, fx —0 , la 1°° de ces équ. 
a deux racines égales (n° 520). Ce cas arrive quand deux ondulations 
successives se fondent en une seule par l’évanouissement de l'arc 
qui joint un maximum au suivant, et la coïncidence de l’un avec 
l’autre, ainsi que celles de leurs tangentes. 

De même, il pourrait arriver que fx füt aussi nul; la partie 
additive à PM dans l'expression (4) serait = h4,.fx EL... qui 
conserve le signe de fi des deux côtés du contact; il y aurait donc 
maximum ou minimum , selon le signe — ou + de f'*x : trois on- 
dulations de la courbe se réuniraient en une seule. 

En général, pour avoir un maximum ou un minimum, quand la 
tangente est horizontale, il faut que la 1"° dérivée qui n’est pas nulle 
par la racine de f’x — 0, soit d'ordre pair ; et le signe de cette dé- 
rivée sert à distinguer le maximum du minimum. Et pour que la 
racine de f’’x — 0 réponde à une inflexion, il faut que la 1"° dé- 
rivée de f''x qui n’est pas rendue nulle soit d'ordre impair. 

Il suit de la forme de la courbé parabolique qu'une convexité 
doit succéder à une concavité, et réciproquement ; un maximum 
positif suit un maximum népgatif, si l'arc coupe l’axe des x, ou un 
minimum positif, s’il ne le rencontre pas : le maximum négatif est 
pareillement suivi d’un minimum négatif, ou d’un maximum positif, 
Cependant s’il arrive que la courbe a une tangente horizontale au 
point même d’inflexion (fig. 5), cas où f’x — 0 en même temps que 
f'z —= 0, il n’en est plus ainsi, et ce point singulier tient lieu à la 
fois d’un maximum et d’un minimum réunis ensemble. Si l’on a en 
outre f’’x — 0, on retombe sur le cas précédent, seulement trois 
points de cette espèce sont fondus en un seul ; et ainsi de suite. 

Lorsque la tangente est oblique à l’axe des x, f’x n’est plus nul, 
et si fx —= 0,on a vu que la courbe a une inflexion : mais cette in- 
flexion disparait si la même racine de cette équ. donne f”’7= 0, 
deux ondulations se sont réunies en un seul point, Et si "x est 
aussi — 0, l’inflexion reparaît, etc. En un mot, toutes les circon- 
stances énoncées dans le cas où la tangente est horizontale, peu- 
vent se réaliser aussi quand elle est oblique , par l’évanouissement 
de quelques ondulations. 

532. Il suit de ces raisonnements que quand deux abscisses 4P, 
AP", (Gg. 1) donnent pour fx deux résultats de signes contraires 
PM, P'M', les points M et M' de la courbe étant des deux côtés de 
l'axe vx, et l'arc devant aller de l’un de ces points à l’autre par un 
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trait continu, la courbe doit couper l’axe en un point intermédiaire 
k. Et même il se peut que, dans cet intervalle PP”, la courbe ait 
des serpentements, et qu’elle forme 8,5.... intersections avec l'axe, 
comme on le voit par l'arc ponctué des fig. 8 et 9, où la courbe va 
de » en 7, en traversant l’axe un nombre impair de fois. 

Deux abscisses 4P, AP" (fig. 1) qui donnent pour fx des résul- 
tats de même signe, PM, P"M"”, indiquant que deux points #, M” 
de la courbe sont situés d’un même côté de l'axe »’>, l’are qui joint 
l’un à l’autre peut ne point couper l'axe ; mais si l'arc est ondulé, il 
peut aussi le couper en 2,4... points, comme on le voit par l'arc 
ponctué de »m en M (fig. 6 et 7). 

On ne regardera pas comme une exception à ce nombre, soit 
pair, soit impair, d'intersections de la courbe avec l'axe zx, le cas 
où elle toucherait cet axe (fig. 10); car alors fx et f'x seraient 
nuls ensemble pour l’abscisse x — a du point £ de contact, cas où 
l'équ. fx — 0 a la racine double a, et le facteur (x — a) ; ce sont 
deux points de section de l'arc #AM' qui se trouvent réunis en un 
seul, et ce point de contact k doit compter pour deux intersections. 
Et si x — a donnait en outre f’’x —0, le point unique de section 
et de contact serait correspondant à une racine triple de fx — 0, à 
une inflexion Mk4M"”, et compterait pour trois, à cause du facteur 
(x — a). En général, fx aurait le facteur (x — a)”, et la racine 

— «@ compterait pour # points de section, parce que toutes les 
dérivées jusqu’à f”—1x seraient nulles, et que la courbe aurait réel- 
lement # points et » courbures réunies ensemble. 

Donc quand deux valeurs substituées à x dans fx, donnent des ré- 
sultats de signes contraires, l’équ. {x — 0 a, entre ces valeurs, des 
racines en nombre impair, et toujours au moins une racine intermé- 
diaire : si les résultats ont même signe, soit —., soit —, ou les valeurs 
substituées n’interceptent entre elles aucune racine , ou elles en com- 
prennent un nombre pair. 

583. D'après cela, examinons les deux cas de degré pair et im- 
pair. 

I. S2 l’équ. fx — 0 est de degré pair n, en prenant pour x la limite 
AP (fig. 6et 7) des racines positives, ou le 1* terme 2" du poly- 
nome fx positif et plus grand que la somme des termes négatifs, 
l'ordonnée PM est positive. Par la même raison f’x et fx sont 
aussi positifs ; la tangente aux points de la courbe depuis 47 jusqu’à 
linfini fait un angle aigu 7' avec l’axe 4x, et est concave vers le 
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haut, s’écartant de plus en plus de cet axe. L'abscisse Æp étant li- 
mite des racines négatives, fx et fx sont encore positifs, parce que 
les exposants n et n — 2 du 1‘ terme de ces polynomes sont pairs; 
la courbe est donc aussi concave, jusqu’à l'infini et s'écarte sans 
cesse au-dessus de l'axe 4x’. Mais f'x est négatif, parce que n — 1 
est impair : la tangente aux points de la courbe depuis » jusqu’à 
linfini fait un angle obtus { avec 4x. 

Or, si le dernier terme de fx est négatif, — u, en faisant x = 0, y 
devient — #, et il faut porter la longueur 4B = — « (fig. 6) en 
dessous de l’origine À : la courbe passe par les trois points », B et 
M, et doit couper lPaxe au moins une fois en 4’ à gauche, et une 
fois en k à droite : mais elle peut aussi couper cet axe en 8,5. . . . 
points de chaque côté, si elle fait des serpentements assez étendus 
pour l’atteindre, ainsi qu’on le voit par la ligne ponctuée. Donc 
toute équ. de degré pair dont le dernier terme est négatif a un nombre 
impair de racines positives et aussi de négatives, mais toujours au 
moins une de chaque espèce. 

Et s2 le dernier terme de fx est positif, + u, en faisant x — 0, y 
devient L w, qu’il faut porter en 4B (lg. 7) au-dessus de l’origine 
A. La courbe passe par les trois points m, Bet M, situés en dessus 
de l’axe zx, et l’on est incertain si elle fait des serpentements ca- 
pables d’y atteindre : mais s’il y a des intersections, elles sont en 
nombre pair tant à droite qu’à gauche, ainsi qu'on le voit par la 
ligne ponctuée. Donc toute équ. de degré pair dont le dernier terme 
est positif, ou n’a aucune racine réelle, ou le nombre en est pair pour 
les positives , pair pour les négatives. 

IL. 55 fx est de degré impair n, tout ce qu'on vient de dire pour la 
forme de la courbe du côté des x positives est encore vrai; à partir 
de M (fig. 8 et 9), elle est encore concave vers le haut, s’écartant 
sans cesse de l’axe Æx et allant à l'infini, avec des tangentes qui 
font des angles aigus avec cet axe. Muis si l'on prend pour # la limite 
Ap des racines négatives, comme l’exposant » du 1° terme de fx, 
et celui n — 2 de fx sont impairs, ce premier terme est négatif, 
et l’on a une ordonnée négative pm, et un arc convexe vers le haut. 
En outre, au point »", situé sous l’axe, la tangente fait un angle aigu 
avec les x, parce que l’exposant n — 1 du 1° terme de f’x est pair. 

Or, si le dernierterme de fx est négatif, — u, x —0 donney—— «, 
qu'il faut porter en 4B (fig. 8) sous l’origine À : la courbe va donc 
de» en B, puis en Æ, D'où l'on voit qu'elle peut ne pas couper 
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V’axe æ'x dans l’espace 4x’, et qu’elle le coupe certainement une 
fois entre 4 et P. Les intersections que produiraient des serpen- 
tements seraient d'ailleurs en nombre pair de zen 4, et impair 
de À en P. Donc toute équ. de degré impair dont le dernier terme 
est négatif a toujours un nombre impair de racines positives (au moins 
une), et peut n’en avoir aucune négative; lorsqu'il en existe, de cette 
dernière espèce, elles sont en nombre pair. 

Et si le dernier terme de fx est positif, Lu, il faut prendre 
AB = u (fig. 9) au-dessus de l’origine 4 : la courbe va de "» en B 
et en Z, coupe l’axe entre 4 et p en un nombre impair de points, 
peut ne pas rencontrer cet axe de 4 en P, et si elle le rencontre, 
ce doit être en un nombre pair de points. Donc foute équ. de degré 
impair, dont le dernier terme est positif, a un nombre impair de ra- 
cines négatives (au moins une), et peut n’avoir aucune racine positive, 
ouen avoir un nombre pair. 

Le cas où la courbe serait tangente à l’axe des x ne fait pas ex-. 
ception à ces principes, puisque nous avons vu qu'alors l'équation 
fz = 0 à des racines égales, et qu'on doit compter ces racines 
comme répondant à un égal nombre de points communs entre la 
courbe et l'axe. 

Lorsqu'une équ. ordonnée est formée de termes positifs suivis d’au- 
tres termes tous négatifs, il n’y a qu'une racine positive , les autres 
racines sont négatives ou imaginaires. Car l’équ. 
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lorsqu'on la divise par 2°. La proposée a une racine positive, a, 
puisque son dernier terme est négatif ; x — «rend donc égaux les 
deux membres de cette dernière équ. Qu'on fasse croître ou dé- 
croître x, l’égalité sera impossible , puisque l’un des membres 
augmentera, tandis que l’autre diminuera. 

534. Puisque toute équ. de degré pair doit avoir ses racines 
réelles en nombre pair, ou n’en avoir aucune, et que si le degré 
est impair, les racines réelles sont en nombre impair, il s'ensuit 
que les racines imaginaires d’une équ. sont toujours en nombre pair : 
une équ. qui n’a pas de racine réelle est nécessairement de degré pair, 
avec un dernier terme positif. 
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Quand toutes les racines de l’équ. f'x = 0 sont réelles, la courbe 
a n — l'tangentes horizontales et n — 1 serpentements. Si chacun 
de ces ares atteint l’axe des x, les n racines de l’éq. fx = 0 sont 
aussi réelles ; et comme alors il n’y a que des maxima alternative- 
ment positifs et négatifs, /x et fx ont toujours des signes différents 
pour toutes les racines de f’x = 0, et leur produit reste négatif. 

Mais les racines réelles sont remplacées par des imaginaires ac- 
couplées , quand ces intersections doubles manquent, c’est-à-dire 
quand des maxima sont remplacés par des minima, l'ondulation 
n'ayant pas un développement suffisant pour atteindre l’axe. 

Et lorsque l’équ. f’x — 0 a des couples imaginaires pour racines 
(car elles sont toujours en nombre pair) la courbe dont l’équ. est 
y —= fx perd autant de serpentements, et /x — 0 perd autant de 
couples de racines réelles. Ainsi, en général, l’équ fx = 0 a au- 
tant de racines imaginaires, que {x — 0, où un plus grand nombre, 
savoir, autant que fx — 0 en a, et de plus autant que cette dernière 
équ. a de racines réelles qui rendent fx et fx de même signe, ou le 
produit fx X fx positif; car les intersections de la courbe avec 
l'axe des + manquent par couples, quand la courbe a des minima. 

Si l’équ. fx — 0 a toutes ses racines réelles, les équ. f’r = 0, 
f'x— 0, etc., les ont ainsi de cette espèce ; mais la réciproque n’est 
pas vraie. 

535. Étant donnée une équ. fx — 0, il est facile de connaître les 
différentes formes que peut affecter la courbe dont l'équation est 
y= fx. Prenons d’abord celle du 3° degré, y = ka$ + pa? L gx +r; 
les branches qui vont à l’infini sont disposées comme dans les fig, 8 
et 9. L’équ. f'x = 0 est dun 2° degré. Si ses racines sont réelles, la 
courbe a deux tangentes horizontales, deux serpentements. Quand 
l'axe xx’ (fig. 11) coupe ces deux ondulations, l’équ. fx — 0 a ses 
trois racines réelles : mais si cet axe, tel que 44’ ou BP, ne les 
coupe pas, l’équ. n’a qu’une seule racine réelle, qui est positive ou 
négative, selon que le dernier terme r a le signe — ou +. Entre 
ces deux états, est celui où l'axe x’x serait tangent à l’une des deux 
undulations, cas où fx = 0 et f’x — 0 auraient une racine « com- 
mune ; alors (x — a) serait facteur de fx. Et si fx = (x — à) les 
deux serpentements se fondent en un ; la courbe est comme #MkM” 
fig. 10, tangente à l’axe au point d’inflexion k. 

Lorsque l’équ. fx — 0 a ses deux racines imaginaires, 1l n’y à 
auçune ondulation ; la courbe a la forme fig. 12, et la proposée n’a 
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plus qu'une racine réelle , de signe contraire à celui du dernier 
terme 7. 

Pour l’équ. du 4° degré y — kx4 — etc., la dérivée fr — 0 est 
du 8° degré. Si les trois racines sont réelles la courbe a 3 ondula- 
tions (fig. 13); l'axe des x peut les couper toutes, et l’équ. /r=— 0 a 
alors ses 4 racines réelles ; mais s’il n'en coupe qu'une seule comme 
AA", Où aucune comme BB, il n’y a que deux racines réelles ou 
aucune. La courbe a deux points d’inflexion donnés par fx = 0. 

Mais si l’équ. f’x — 0 n’a qu'une racine réelle, l’équ. fx = 0 
n’en a pas de telles, la courbe n’a pas d’inflexion et ne fait qu’une 
seule ondulation (fig. 6) qui peut couper l'axe en deux points, ou 
ne pas le rencontrer ; ainsi il y a deux racines réelles, ou 4 imagi- 
naires. 

Pour léqu. du 5° degré, la courbe a la fig. 14, si fx = 0 a ses 
4 racines réelles, ou la fig. 11 s’il n’y a que deux racines réelles, 
ou enfin la fig. 12 si les 4 racines de fx — 0 sont imaginaires. 

Sans nous fonder sur le théorème du n° 501, nous avonsreconnu 
que toute équ. a une racine réelle, excepté quand le degré est pair 
et le dernier terme positif; nous nous réservons de prouver plus 
tard que, dans ce cas même, il existe #n symbole algébrique, une 
fonction des coefficients, qui substituée pour x doit réduire fx à zéro; 
nous serons assurés alors que toute équ. a une racine réelle ou 
imaginaire, et d’après le n° 501, qu’elle en a précisément n. 

536. Soient a, b,...— a,—b',... les racines réelles d’une 
équ. fr — T(x — a)(x — b)....(x + a) (x + b').... On sup- 
pose ici que 7'— 0 n’a pas de racines réelles, et que par conséquent 
le polynome T' est de degré pair, avec son dernier terme positif, 
Le dernier terme de fx étant le produit de celui de T'par — 4, 
— b,... + a, 4D,... son signe ne dépend que du nombre pair 
ou impair des facteurs négatifs. Donc le dernier terme d’une équ. 
est positif ou négatif, selon que le nombre des racines positives est 
pair ou impair, quel que soit d’ailleurs le nombre des négatives et 
des imaginaires. 

587. Supposons qu'ayant résolu l'équ. fx — 0, on ait distingué 
les maxima des minima de la courbe y — fx, par la comparaison 
des signes de fx et fx, pour les valeurs de x qui sont racines de 
fx —0. Admettons que ces racines répondent à A maxima et » 
minima, 

Cela posé, imaginons qu'un point mobile partant de l'infini né- 
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gatif, décrive cette courbe en allant jusqu’à l'infini positif. Pendant 
une immense étendue de la marche, ce mobile ne rencontrera pas 
l'axe, parce que ce n'est que dans le voisinage de l'origine que 
commenceront les ondulations, Après chaque maximum , il tendra 
vers l'axe, et ensuite le coupera, à moins que l’axe se recourbant 
ne donne naissance à un minimum. Ainsi chaque minimum détruira 
une intersection indiquée par le maximum voisin. Il en faut con- 
clure que # — m + 1 est le nombre des intersections, c’est-à-dire 
des racines réelles de l'équ. fx — 0 : nous ajoutons le terme + 1, 
parce que dans le mouvement du mobile, nous n’avons pas compté 
l'intersection qui précède le 1° maximum ou succède au dernier. 
S'il y a autant de maxima que de minima, Â —metiln'y a qu’une 
seule racine réelle (l'équ. est alors de degré impair) : quand il n’y a 
pas de minimum, un seul maximum est possible, et l’équ. a deux 
racines réelles; elleest de degré pair et le maximum est négatif : enfin 
quand il n’y à pas de maximum, on ne trouve qu’un seul minimum 
et aucune racine n’est réelle; l’'équ. est de degré pair et le mini- 
mum est positif. 


Racines incommensurables. 


538. Méthode de Newton. Après avoir dégagé une équ. proposée 
de ses racines soit égales, soit commensurables, il s’agit de trouver 
les racines irrationnelles. Supposons qu'on soit parvenu à connaître 
une valeur approchée > de l’une de ces racines, qui soit seule com- 
prise entre « et4; en faisant x — > dans fx, on jugera par le signe 
du résultat (p. 72) si la racine est comprise entre «et», ou entre 
et 4 : posons qu'elle soit entre x et y. Faisons + — 8, nombre entre 
ceux-ci, et nous saurons si la racine est entre x et B, ou entre Bet». 
On resserre ainsi de plus en plus les limites, et on approche indé- 
finiment de la racine. 

Mais ce procédé serait impraticable pour de grandes approxima- 
tions ; on ne l’emploie que pour obtenir un nombre x qui soit approché 
à moins du disième de la valeur de x. Désignant l'erreur par y, on 
a æ—4a— y;substituant dans fx — 0, on a (n° 504) 


fa + yfaLipfla. A hy" = 0. 


Mais on suppose que y est une petite quantité, et « n'entre au 
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dénominateur d'aucun des coefficients, qui sont les valeurs de /x et 
de ses dérivés, quand on fait x = x : larègle de Newton consiste à 
regarder y° y°,... comme assez petits pour pouvoir être négligés , 
ce qui réduit la transformée à fx + yf'« —0, d’où 


nr nf ko EL pri LL... tatu 
VR fa nha spin eut 


Appelons s cette fraction, ou seulement sa valeur approchée ; y —s 
donne + — «& +- s pour 2 approximation. Faisant à + s = «;, et 
désignant par y; la nouvelle correction, elle sera donnée par la 
même expression où & sera remplacé par a, ; donc = s+ yi, 
et ainsi de suite. 

Soit, par ex., &° — 2x — 5 — 0 ; en faisant + — 2 et 8, les ré- 
sultats — 1 et 16, accusent l'existence d'une racine entre 2 et3, 
qui même est plus voisine de 2. Mais x — 2,1 donne 0,061; ainsi 
2,1 est plus grand que x, et plus voisin de la racine que 2. Faisons 
a —= 2,1, la correction est 


Bornons-nous aux dix-millièmes, pour une 1° approximation , 
æ = 2,0946. Prenons ce nombre pour valeur de «, et il viendra 


0,000541550536 


Notre 4° décnnale était donc défectueuse, et on trouve . . . . . . 
æ —= 2,09455149. On poussera ce calcul plus loin pour corriger les 
dernières décimales et approcher davantage. 

Si l’on conserve le terme en y° dans le développement, on à 


Pre LACENEN 

y ONCE | 2yfa? 
après avoir trouvé la 1° correction s, on la substitue pour y dans 
le dénominateur, et on obtient une valeur plus approchée. C’est 
ainsi que dans notre ex. s — — 0,0054 mis dans yf”« donne 
— 0,034 : le dénominateur devient 11,196; d'où y — 0,0054483, 


quantité dont la dernière décimale est senle fautive, 
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Soit encore l’équ. x — x? + 2x — 3, qui a une racine entre 
1,2, et 1,8, qui donnent pour résultats — 0,312 et 0,107. 
1 01070 
Faisons « — 1,3, nous avons y — — NT ANA UT 0,02, et 
æ = 1,28. Comme <yf'ax — (34 — 1) y = 2,9y, le dénominateur 
augmenté de — 0,058 devient 4,412; d'où y — — 0,0242, 


ainsi # — 1,2758. On prend « — 1,276, et on continue l’approxi- 
mation. 

539. La méthode de Newton n’est exacte que sous certaines con- 
ditions. En eflet, construisons, comme n° 527, la courbe paraboli- 
que (fig. 1) dont l'équ. est y — fx. Les racines de l’équ. fr — 0 
sont les abscisses des points 4, £’.... d’intersection de cette courbe 
avec Ax. Soit x — AP — « une valeur approchée de la racine 
Ah = a (fig. 15 et 16) : l’ordonnée PM — fx, et la tangente dé 
l'angle 7 que fait avec 4x la tangente en M est f'a (n° 527). En ré- 
solvant le triangle TPM, on trouve TP .tang T = PM — fa, et la 
valeur de la sous-tangente s — TP est 


= JE. d'où 4AT— « PRE LA 

fa f'a 
Telle est la nouvelle valeur approchée de 4% — a, selon la méthode 
de Newton, qui a, comme on voit, pour objet de substituer à l’are 
Mk sa tangente MT, dans la recherche du point de section # avec 
l'axe. On fait ensuite servir cette 2° approximation A7 à trouver 
une autre tangente #7", puis une nouvelle valeur 47” plus appro- 
‘chée, et ainsi de suite. Cette méthode n’est d’ailleurs bonne qu’au- 
tant que les points 7, 7”... ainsi obtenus se rapprochent sans cesse 

de k, 

Or si l’on eût pris pour l’approximation &, la partie 4#p (fig. 15) 
qui répond au point » voisin du maximum ©, il est évident que la 
tangente mt en ce point, loin de conduire à une valeur plus appro- 
chée de 4k, pourrait même donner une sous-tangente presque infi- 
nie; ét mème pour le point de contact »', cette sous-tangente serait 
dirigée en sens contraire. Ainsi la forme et la position de l'arc mM 
relativement à l'axe, peuvent être telles que la règle serait fautive : 
et il faut la soumettre à des conditions spéciales, si lon veut être 
assuré de son succès. 

1° ZT faut connaître deux nombres x et B, entre lesquels il n’y ait 
qu'une seule racine comprise : car si la courbe coupait laxe en plu- 


4 
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sieurs points intermédiaires à « et B, elle y ferait des serpente- 
ments ; il serait douteux que le point de contact fût propre à don- 
ner une valeur plus voisine de a que x. C’est ce qu’on peut voir sur 
la fig. 1 où les limites 4p, 4p° ne sauraient permettre d'approcher 
de 4k et 4k°. 

90 Aucune valeur de x entre x et B ne doit rendre nulles les dérivées 
fx, f’x : car il se trouverait, dans l'intervalle, un point maximum 
ou minimum, ou bien une inflexion (n° 529 et 530), circonstances 
qui pourraient visiblement rendre la méthode de Newton défec- 
tueuse. 

Nous donnerons (n° 556) des procédés pour trouver les limites x 
et 8, et s'assurer que la condition précédente est remplie. 

3° Lorsqu'on aura trouvé nos deux limites « et B, on ne pourra se 
servir, pour pousser l’approximation, que de celle qui rend fx et f”’x de 
mêmes signes. Les fig. 15, 16, 17, 18, représentent les positions dif- 
férentes que peut avoir l’are, selon qu’il tourne sa convexité ou sa 
concavité vers le haut. 4% est la racine a : AP, Ap, sont les limites 
æ et B qui l’interceptent seule; la sous-tangente PT est la correction 
s indiquée par la méthode pour la valeur 4P — x. Or on voit que. 
pour la sûreté du procédé, il faut que le pied 7'de la tangente soit 
entre celui de P de l'ordonnée et le point # de section avec l'axe : 
ainsi, du point P, on dait voir la convexité de l’arc, ce qui exige, 
comme on sait (n° 528), que le signe de l’ordonnée fx soit le même 
que celui de f”x, pour l'abscisse 4P — x — «. Telle est donc la 
limite qu'il faudra préférer pour l’approximation ultérieure. 

Lorsque la considération des signes aura conduit à préférer celle 
des deux limites & © 4, il suit de nos fig. 15 et 18 que toutes les 
approximations successives seront toujours > a, en descen- 
dant sans cesse vers cette racine a, Et si, au contraire, on a pris 

a <a (lg. 16 et 17), on montera vers a, par une suite d’approxi- 
mations toutes < &. 

540. Voici donc la marche à suivre : 1° on Éhesohos deux li- 
mites « et B entre lesquelles il n’y ait qu’une seule racine ; 2 l’on 
resserrera ces limites jusqu'à ce qu'on soit certain qu’entre elles, 
il ne se trouve aucune racine des équ. f’x = 0, f"x—0 ; 8° enfinon 
prendra pour première approximation celle x de ces deux limites 
qui, substituée dans fx et fx donnera des résultats de mêmes 
signes. Le calcul fera sotnuitne la valenr s qui est la correction à 
ajouter, arec son signe, à «, pour obtenir la 2° approximation 4 s; 
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celle-ci prise pour nouvelle valeur de « servira à en trouver une 
3e, etc. 

Ilest évident qu’on peut se dispenser de prendre exactement la 
valeur de s, telle que la donne le calcul, et qu’on peut lui en sub- 
stituer une autre moins composée, pourvu qu’elle réponde à un point 
T compris entre P et k. Ainsi en réduisant s en fractions décimales, 
on n'y conservera que les chiffres propres à la racine, pour ne pas 
compliquer inutilement les calculs suivants. Il est donc indispen- 
sable de connaître le degré d’approsimation de chaque correction. 

Or si, par le point m, qui répond à la 2° limite 4p = B, on mène 
une parallèle #79 à la tangente MT, cette limite se trouvera dans la 
partie concave de la courbe, et le point Æ sera visiblement entre 


les pieds 7 et q. Le triangle mpq donne pq — TE = = Ê 
(on met — parce que /3 est négatif) : 


, \ 3 . “ . . 
d'où 4q = B — Fr Voilà donc deux limites connues, entre les- 


quelles tombe la racine cherchée a, savoir : S 


CT a NE 
Fe’ fé 

On ne conservera pour valeur de # que les chiffres décimaux 
communs à ces deux expressions; ce sera la 2° approximation. Bien 
entendu que dans ces calculs, on aura soin d’affecter les quantités 
du signe que l'opération même détermine. L’approximation, assez 
lente d’abord, converge ensuite rapidement vers a, dès qu'on est 
parvenu à obtenir 3 à 4 chiffres décimaux de la racine. Fourier à 
démontré la loi de ces approximations dans son Ænalyse des équa- 
tions déterminées. 

Reprenons léqu. 2° — 2x — 5 — 0. Nous avons trouvé que la 
racine est entre 2 et 2,1; comme fr — 3x — 9, fx — 6x, on 
voit que fx et f’'x sont positifs pour # — « — 2,1, et qu'on devra 
toujours préférer les valeurs > +. D'ailleurs les racines de l'équ. 
32° — 2 — 0 ne sont pas comprises entre a — 2,1 et 8 — 2. Enfin 
on a obtenu 


fa—<0,061, fa—t11,93 et s=—— 0,00848 : 


ainsi a—2,09457. Prenons B— 2,09 < a (ainsi qu'on le reconnait, 
à cause de /B — — 0,050671); divisons /« par f'a, il vient 
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— 0,00451 ; ainsi la 2° limite de a est 8° — 2,09451. Les quatre 


1" décimales sont donc exactes, x — 2.0945. 

Prenons ce résultat pour valeur de «, d’où fa = +4-0,00054155 
(le signe H- annonce que cette limite est > a)etf'a—11,16204748; 
le quotient est la correction 0,000048517 ; d’où a = 2,094551488. 
Pour distinguer les chiffres défectueux, faisons 8 — 2,0945; d’où 
fB = — 0,00057459; le signe — atteste que cette 2° limite est 
< a, ainsi que cela est nécessaire. Divisant par fx, le quotient est 
— 0,00005148 ; d’où 8° — 2,09455148. Nous avons donc 8 chiffres 
décimaux exacts. 

Le calcul devient long quand & est un nombre composé ; mais 
on peut l’abréger. L’approximation & a déjà fait connaître f&, f'a; 


YA N 4 . (A 
d’où l’on a tiré la correction s— — Fe Pour pousser le calcul plus 
CAE es 
loin, il faut substituer à x, à, — à + s, dans fx, fx, f”x ; d'où ré- 


sulte ce développement, qu’à raison de la petitesse du nombre 5, 
on réduit aux 1° termes : 


fua—=fatksfatisf"a, fa —fatsf'a; 
le calcul est donc facile à achever. Dans notre ex. on a-pris 
a = 2,1 et l’on a obtenu fx ——+ 0,061, f'a— 11,23, fa — 12,6, 
s = — 0,0054 : pour pousser l’approximation plus loin, il faudra 
poser a; = & — 0,0054 ; donc 


fx — 0,061 — 0,0084 X 11,23 L (0,0034) X 6,1, 
fu = 11,28 — 0,0054 X 12,6, 
et fa—0,0008417, f'e, —11,16196, s — -— 0,000048B8. 


541. Méthode de Lagrange. Ce qu’il importe avant tout de con- 
naître pour trouver les racines d’une équ., c’est le lieu de ces raci- 
nes, c'est-à-dire une suite de nombres entre lesquels chaque racine 
soit seule renfermée : tel est le vrai point de la difficulté. Lorsqu'on 
substitue pour x les nombres. ... — 2, — 1,0, 1, 2, 8,.... et 
qu’on trouve autant de résultats successifs de signes différents qu'il 
y à d'unités dans le degré n de l’équ., toutes les racines sont réelles, 
et le lieu de chacune est connu. Mais excepté ce cas, on reste in- 
cértain sur le nombre des racines réelles et leurs limites, parce 
qu'on ignore si entre les nombres qui, substitués pour +, ont donné 
des résultats de signes contraires, il n’y a pas 8, #..., racines com- 
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prises; ou bien si entre les nombres qui donnent les mêmes signes, 
il n’y en a pas 2,4....{(n° 532), Mais si l’on choisit une série de 
substitntions successives assez rapprochées pour qu'il ne puisse se 
trouver plus d’une racine intermédiaire, on sera certain que chaque 
changement de signe entre les résullats accuse l'existence d’une seule 
racine entre les nombres substitués ; tandis qu'il n’y en a aucune entre 
les nombres qui donnent des résultats de même signe. 

Si deux racines a et b sont entre « et À, les quatre nombres sont 
écrits ainsi par ordre de grandeurs croissantes, &, a, b, À; d'où 
À — & © b — a. Donc, quand cette condition ne subsistera pas, 
les racines a et b ne seront pas entre « et À, Ainsi il suffit de choi- 
sir & et À moins écartés que ces racines, pour qu'entre & et A il ne 
puisse y avair qu’un des nombres & et b, ou qu'il n’y en ait aucun, 
Concluons de là que si d'est moindre que la plus petite différence entre 
les racines, et que, partant de la limite inférieure V', on substitue les 
nombres l', lg, l'+29,.,., jusqu’à la limite supérieure À, on 
obtiendra autant de résultats de signes contraires qu’il exisie de racines 
réelles. Chaque changement de signe indique une seule racine entre 
les nombres substitués ; et il n’y en a aucune entre les nombres qui 
ont donné le même signe. 

Pour obtenir ce nombre d, formons l’équ. dont les racines sont 
les différences de toutes celles de la proposée prises 2 à 2 : y dési- 
gnant la différence d’une racine x avec toute autre racine, on chan- 
gera æ en æ + y dans fx = 0 ; d’où 


fe yfe tip fyt eo: 
et divisant par y, on a 
fo =0, fao+iyfla+sygflas.. +hkyrt= 0; 


æ et y sont deux inconnues. Éliminons # (n° 522), il viendra une 
équ. Fy — 0, dont l'inconnue y est la différence entre toutes Les 
racines de la proposée ; Æy — 0 est l’équation aux différences, 
c'est-à-dire que y est la différence entre une racine quelconque de 
æ et toutes les autres, Ainsi le degré de cette équ. est n (x — 1), 
nombre des arrangements 2 à 2 des n racines de #. 

Ces différences « —— b, b — a, b — c, c — b, sont égales 2 à 2 en 
signes contraires ; en sorte qu'on a ensemble y=act — 4, et que 


Fy devient nul dans les deux cas : ainsi, Fy ne doit renfermer que 
6* 
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des puissances paires de y. Cela résulte aussi de ce que Fy peut être 
décomposé en facteurs de la forme 


(y — æ) (y — 8)... 


On peut donc poser y — z sans introduire de radicanx, et on 
aura l’équ. au carré des différences o3 — 0, dont l’inconnue 3 est le 
carré de toutes les différences entre les racines de x. 

842. Nous savons trouver un nombre # moindre que toutes les 
valeurs positives de 3, (n° 512), 3 << = ou y°, Vi < y : donc Y ?, 
ou une quantité positive moindre, pourra être prise pour la diffé- 
rence d'entre les nombres à substituer pour æ. Comme les fonctions 
Fy, 93, ont les mêmes coefficients, 2 est aussi la limite inférieure de 
y,i< y, en sorte qu'on peut aussi prendre d — à. Comme plus à 
est petit, et plusil faut faire de substitutions de /” à L, il faut prendre 
d'le plus grand possible, afin d’abréger les calculs. Ainsi, quand 
? > 1, on prendra d = 1 ; on pourra, si l’on veut, substituer les 
nombres naturels 0, 1, 2, 3.... Mais quand : € 1, on doit faire 
d'—= V ê. 

Les substitutions de nombres fractionnaires et irrationnels seront 
évitées ainsi qu’il suit : 

1° On sait approcher de J/ # à moins d’une fraction donnée, telle 
que 5, :....(n° 63) : on prendra donc y/ à par défaut à moins de 


T° et on fera d — se Onchoisira À de manière à ne pas descendre 


beaucoup au-dessous de j/ :, et à n'être pas un nombre trop composé. 

2° Au lieu de substituer pour x, 0, D 10229 .... on rendra les 
A TEE 

racines, et par conséquent leurs différences, À fois plus grandes 

(n° 508), en posant kr — #4, et il restera à substituer pour #, 0, g, 

29, 8g.... ou si l’on veut 0, 1, 2, 3.... Ainsi, on sait transformer 

une équ. en une autre qui n'ait pas plus d’une racine comprise entre 

deux entiers successifs quelconques. 

Observez que 2 se déduit de Fy, et que #3 est inutile à former. 
De plus, en chassant le 2e terme de {x = 0, (n° 506), toutes les ra- 
cines sont augmentées de la même quantité ; elles conservent leurs 
différences : Fy se tire plus aisément de cette transformée, et reste 
la même. 

543. Soit, par ex., l'équ. a — 2x — 5 dont une seule racine 
nous est connue (p. 78); pour savoir si les deux autres sont réelles, 
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changeons + en x y, d'où 32? — 2 LE 3xy y = 0; éliminant 
æ il vient (n° 522) l'équ. y$ — 12y# Æ 36y° + 643 — 0. Pour 


ARE 
MAO T + 


trouver la limite inférieure de y, faisons y — — 
D 


643 0 36 v....—0,etv 1 EE, et même o € 1, d’où 
y > 1 = 9, En faisant x — — 1,0, 1, 2.... on trouvera autant 


de changements de signes que x a de racines réelles. 


L'équ. 2° — 12%? + 41 x — 29 — 0 donne 
32° — Dr 41 H (8x — 12) y y = 0, 
d’où chassant x, y9 — 42y# + 441y° — 49 ; on fait y — : yet il 
vient 4906 — 441v4...., puis o € 10,y >=; oui = d; 
faisantz—+#t,ona € — 48 + 656 — 1856, 


équ. qui n’a au plus qu’une seule racine entre deux nombres en- 
tiers successifs. Posons t — 0, 1, 2....; nous verrons que ft est 
entre 3 et 4, entre 21 et 22, entre 22 et 33; donc x est entre < et 
1,+ et, © et # ; il existe deux racines entre 5 et 6 qui n'au- 
raient pas été reconnues sans ce calcul. Les racines sont 


æ = 0,95108. ... 5,35689.... 5,692038. ... 
De même, 2° — 7x +7 —= 0 donne y5 — 42y4 E 44ly = 49, 


D << 9,y D sety/ +, d — +: on pose x — <t, etc. On reconnait 


bientôt qu’il y a une raciue entre — 3 et — <=, une entre +et À, 
enfin une entre © et 2, savoir : 
WA = — 3,04892. CRC 1,35689. .. 1,69203. 


Enfin pour léqu. 2° — x° — 2x L 1— 0, comme x — 0, 1, 2, 
donne les résultats 1, — 1, + 1, et qu'en changeant x en — x, 
les nombres 1 et 2 donnent des signes contraires, le lieu des trois 
racines est connu, et l’équ. aux différences n’est pas utile. Toutefois 
cette équ. est y° — 14y4 — 49y° = 49, apprend quey > 1, d=1, 
ce qui s'accorde avec ce qu'on vient de dire. 

Ces calculs toujours exécutables, n’ont d'autre inconvénient que 
d'être d’une longueur excessive quand le degré est un peu élevé : 
la théorie en est claire, complète et sans exception ; mais les opé- 
rations deviennent impraticables. Il reste à pousser l'approxima- 
tion plus loin, et Lagrange a encore exposé une méthode facile 
qui sera donnée plus tard (n° 613), 
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544. Règle de Descartes. Lorsqu'une équ. fr = 0 est ordonnée, 
üti peut présumer le nombre des racines soit positives, soit népa- 
tives, à la seule inspection des signes. Nous appellerons permanence 
la succession de deux signes semblables, et variation celle de deux 
signes différents. La règle de Descartes consiste en ceci: Toute équ. 
complète a AU LUS autant de racines positives que de variations, autant 
de négatives que de permanences. 

En effet, toute équ. fx — 0 peut être encore considérée comme 
le produit d’un polynôme qui a tous ses facteurs binômes imaginai- 
res; par æ— a, x — b,....x a’, x + b.... facteurs correspon- 
dants aux racines réelles a, b.,.,.— a’, — b’.... Voyons comment 
les facteurs binômes correspondants introduisent dans le produit 


soit des variations, soit des permanences. 
Supposons, pour fixer les idées, qu’un polynôme Fx présente cette 
succession de signes : 


ER 2e D D D 


Multiplions par + - « pour introduire une nouvelle racine néga- 
tive — a’. Il faut d’abord multiplier par +, puis par 4’, et ajouter 
les deux produits qui sont composés des mêmes signes, le 2° étant 
reculé d’un rang à droite pour l’ordonner; savoir : 


on 
SE RS 
Hi—ii-—i vid à à à + 
Quand les deux signes correspondants sont les mêmes, ils se con- 
servent au produit; le cas contraire est marqué de la lettre 2, pour 
indiquer qu’à moins d’avoir égard à la grandeur des coefficients, le 
signe est 2ncertain. | 
Comme les deux produits partiels sont composés des mêmes 
signes, les 2 ne se trouvent que là où il y avait variation : un nombre 
pair de variations successives donne un égal nombre de à, lésquels 
sont situés entre dés signes semblables ; au contraire, quand la quo- 
tité des variations était impaire, les 2 successifs le sont aussi, entre 
des signes diflérents. Donc si l’on veut disposer de tous ces signes ? 
de manière à introduire le plus grand nombre possible de variations au 
produit, il faudra changer tous ces à en “= et — alternatifs; et 
puisque chaque série de à est entre deux signes semblables ou diffé- 
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rents, selon que leur nombre est pair ou impair, il est visible qu’on 
ne pourra introduire plus de variations qu’on n’a de signes 1, c’est- 
à-dire plus de variations que la proposée n’en contient. D'ailleurs 
le produit a un terme de plus ; donc il a au moins une permanence 
de plus. 

Il se peut que tous les z ne se changent pas en variations, alors le 
produit aurait deux, quatre. ... permanences de plus que F5. Donc 
l'introduction des racines négatives emporte celle d’au moins une per- 
manence pour chacune. 

Maltiplions maintenant Fx par x — a, pour introduire une racine 
positive a ; le 2° produit partiel, reculé d’un rang à droite, est formé 
de signes contraires à ceux de F>x, en sorte que les 2 sont inscrits à 
chaque permanence : ‘ 


De 
ER 
RE EE 4 


Une succession de signes semblables dans Fx devant s’y terminer 
par une variation, toute série de 2 doit être comprise entre H et —. 
Qu’on dispose de ces à en les changeant tous, soit en +, soit en —, 
pour former le plus grand nombre de permanences, il n'y en aura 
qu’autant que dans Fx : le produit ayant un terme de plus, a donc 
au moins une variation de plus. Si tous les à ne se changent pas en 
permanences, il y a 2, #.... variations de plus que dans Fr. Donc 
l’introduction des racines positives emporte celle d’au moins une varia- 
tion pour chacune. 

De là résulte le théorème énoncé *. 

545. Désignons par P le nombre des racines positives d’une équ. 
de degré n, par N celui des négatives, par p celui des permanences, 
et par v celui des variations ; il est démontré que 


ARE vu Lot DNE= où €'p.- 


* Tout ceci suppose que Fx est un polynôme complet, et il sera aisé de voir que, 
s'il y manque quelques termes, la conséquence relative aux racines positives subsiste 
encore; mais on a eu raison d'observer qu'il n'en est pas de même pour les négati- 
ves ; én sorte que quand une équ. Fæ = o est incomplète, et qu'on veut assigner 
le nombre possible de celles-ci, il faut changer x en — x, afin de reconnaître com- 
bien la transformée peut avoir de racines positives, nombre qui convient aux néga- 
lives de Fx = 0. 
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Or si toutes les racines sont réelles, on a 


P+HN=nn=p+e, P+N=c+p, 


puisque la proposée a en tout n —- 1 termes. Comparons P à v ;il 
peut arriver trois cas, P ©, ou <°, ou — v: le 1°" est démontré 
impossible (1°); si le 2e a lieu, il faut pour que la dernière équ. sub- 
siste, que l'on ait, par compensation, N © p, ce qui ne se peut (2°); 
ainsi P — v et NV — p. Donc lorsque toutes les racines d’une équ. 
sont réelles, elle a précisément autant de racines positives que de va- 
riations, et autant de négatives que de permanences. 

546. D’après la règle de Descartes, on peut reconnaitre, dans 
certains cas, qu'une équ. a des racines imaginaires, et se dispenser 
du long calcul de l'équ. aux différences. 

1° Lorsque l’équ. fx — 0 est privée de l’un de ses termes, on le 
remplacera par + 02’, et l’on comptera les permanences et les va- 
riations dans les deux cas de L 0, — 0. Or si les termes en +'-"' et 
a“+1 sont de signes différents, on trouvera le même noinbre des 
unes et des autres, ce qui indique le plus grand nombre possible 
des racines positives et négatives : si ces termes ont le même signe, 
la contradiction que présentent les deux résultats atteste l'existence 
de racines imaginaires. Ainsi 4° - 25 — 5 — 0 étant changé en 
2 E 0 x? Æ 2x — 5 — 0, 6n trouve 2 permanences et une varia- 
tion, ou 3 variations à volonté ; ce qui est absurde. Donc s°/ 
manque un terme entre deux termes de même signe, la proposée a des 
racines imaginaires, 

2° Si la proposée manque de plusieurs termes AO EE toutes ses 
racines ne peuvent être réelles : ceci résulte de ce qu’on vient de dire. 

8° Les trois variations de 2° — 8x? Æ 12% — 4 — 0 font pré- 
sumer l'existence de trois racines positives. Multipliant par 
æ. a, i vient 


d4 (a — 3) 25 (12 — Sa) à° LE (12a — 4) à — ka — 0. 


Essayons d'introduire des permanences en prenant une valeur 
convenable de a; par ex.,a — 8 < rend les quatre premiers termes 
positifs. La proposée a donc deux racines imaginaires, puisque sans 
cela, l’éqg. en +4 en aurait, à volonté, trois négatives, ou quatre 
positives. 


4° Qu'on change x en y + het y 4 k'; fx — 0 deviendra 
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Fy = 0, ety y — 0. Supposons que © y’ ait quelques variations 
de moins que #y : si toutes les valeurs de x sont réelles , Fy = 0 
aura l’une de ses racines positives « qui sera devenue négative 
— x, dans 9ÿ —= 0: d’où >= a + h — — x h’. Ainsi x a une 
racine entre k et À’. Comme il en est de même pour chaque varia- 
tion qu'on a perdue, x aura autant de racines entre k et k' : si la 
théorie des limites prouve que toutes ces racines de x n’existent pas, 
on sera assuré que + en a d’imaginaires. 


Par exemple, 2°— 4x° — 2x L 17 —=0, x =y+L2ey +3, 
donnent 


9 y — GyLB—0, y By Ly+L2—0; 


les deux variations qui font présumer que deux racines posilives de 
y.sont devenues négatives pour y, annoncent deux valeurs de x 
entre 2 et 3. Mais d’une part, la limite inférieure de y (n° 510) est 
y > —; de l'autre celle de y’ est — =; et à cause de 


=yt+l l—-ySS ety<> 


ces deux limites étant incompatibles, on en conclut que x a deux ra- 
cines imaginaires. Si ces limites étaient conciliables, on serait, il est 
vrai, incertain si x a deux racines entre 2 et 3; mais on aurait du 
moins resserré l’espace qui les renferme. 

5° Si toutes les racines de l’équ. fx — 0 sont réelles , les carrés 
de leurs différences sont tous positifs ; les racines de l’équ. au carré 
des différences étant toutes positives, les signes ne doivent présenter 
que des variations. 

547. Methode de Fourier. Soit une équ. de degré n, fx = 0; 
prenons-en les dérivées successives, que nous écrirons en ordre 
renversé, f("), f("—1).... f” f! f[. Faisons dans ces polynômes 
æ = a, nombre arbitraire, positif ou négatif : chacun donnera un 
résultat numérique dont le signe sera ou -L, ou — ; nous inscri- 
rons ces signes consécutifs dans leur ordre, sous les fonctions res- 
pectives qui les ont produits, et nous aurons une ligne de signes 
que nous désignerons par À. 

Prenant ensuite 3 = b > a, nous formerons une autre ligne de 
signes que nous écrirons sous les précédents, et dont nous désigne- 


rons l'ensemble B ; et ainsi de suite. Comparons les vartafions de 
signes de ces Fr séries. 
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Soit ox l’un quelconque de nos polynômes. Prenons pour x trois 
Valeurs très-voisines a — d, a et a + 9; nous aurons 


o(a— d)—= qu — dy'a Lie" a — sp "a, 
ou en ou (1) 


o (a + d) = ça + dv'a + +do"a + 59e. , à 


Nous supposons d'très-jietit, et que va n’est pas nul ; ces trois résul- 
tats ont le signe de oa, attend que le 1er terme l’emporte sur ceux 
qui suivént et ont un signe contraire au $ien. Donc lorsqu'on fait 
croître insensiblement x, chacune de nos fonctions f(").... {7 ff con- 
serve son signe propre, tant qu'elle ne devient pas nulle. 

Mais si a est racine de l’equ. ox — 0, les séries (1) perdent leur 
1°" terme; et les résultats prennent les signes du terme suivant 
dv'a : c’est-à-dire que tant que x <a, le signe de 9x est celui du 
produit — 9 X va, c'est-à-dire contraire à celui de a; tandis 
que pour x > a le signe devient celui de y'a ; les deux signes sont 
donc différents pour ces deux résultats. Donc celle de nos fonctions 
qui passe par zéro, change aussitôt le signe des résultats qu’elle donne. 

548. Appliquons ces principes à nos polynômes f(").... f ff. Si 
l'on y fait x — «x, les résultats formeront une suite de signes ; et si 
æ croit par degrés insensibles, les signes de chacune resteront tou- 
jours les mêmes, jusqu'à ce qu'on tombe sur une valeur x — a, qui 
rende nulle quelqu’une de ces fonctions qui sera désignée pâr 9x ; 
car alors pour celle-ci seulement le signé sera changé. On aura 
donc l’une de ces deux dispositions : 


/ 


LA RS 2 Li Gas ou 10): ostettops 8 6 
ra nus se bn cs —— .. 
ve PAIE PRET QUES, FUME +0 —. .. 
Sa LE Es. AE or pin a SE 


une variation, qui existait dans les signes, se trouve ensuite remplacée 
par une permanente, quand ox «a passé par zéro : tous les autres 
Signes sont d’ailleurs les mêmes avant qu'après # — a. 

Mais il faut encore considérer les signes de la colonne qui est à 
droite de ÿ. Quand ils sont les mêmes que pour y’, la suite donnée 
par &æ << & à une secunde variation , tandis que celle qui provient 
de æ > a a une permanence; d’où l’on vôit que deux variations ont 
disparu ensemble. Mais si le signe comnruti aux terthés qui suivent » 
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est contraire à celui de w’, la 1"° série a une variation et une per- 
manence, ét la 3° une permanence et une variation, en sorte que 
aucuñe variation n’est disparue, mais la variation est seulement re- 
culée d'un rang à droite. Au delà de + = 4, en continuant de faire 
croître + insensiblement, la nouvelle série de signes se conservera, 
jusqu'à ce qu’on rencontre quelque fonction qui devienne nuile ; 
et ainsi de suite. 

Ceci ne s'applique qu’en partie à la fonction fx, attendu qu’elle 
n’est suivie d'aucun signe. Si donc x = a est racine de fr — 0, il 
faut supprimer tous Îes signes qui sont à droite de +, et l'on voit 
que dans le passage par une racine à de l’équ. fx —0, à! disparaît une 
seule variation. 

549. Examinons le cas où deux dérivées successives sont nulles 
ensemble pour x — 4, savoir, a = 0, pa —0 : alors les séries (1) 
deviennent 


pla à) = 19g'a — 19%g/a + etc. 
pa = 0 (2} 
o (a + d) = +09" —- No" —- elc. 


Les signes des résultats étant ceux du 1° terme, sont les mêmes 
que celui de #”a, tant pour x <° a, que pour # > a; et pour le se- 
cond zéro répondant à sa, le signe de 9”a reparait. Mais 4 et +” 
sont dans le même cas qu'étaient o et ’ ci-devant : et en effet 
g'(axd) = v'a Æ dy’a Letc., se réduit à + dy”a etc. à cause 
de wa —0; ainsi pour x <° a, on a un signe contraire à celui de 
3”, et pour x > a, le signe de 4”. Voici donc les tableaux des deux 
systèmes : 


ms) 
= 
> 
. 
+ 
- 
= 
+6, 
». 
. 
© 
er 
VS 
pr, 
è 
sur 
. 
. 
= 
7e, 
e 
L] 
L 2 
L1 


DS ANA SEE Late TT A RE DRE 


ainsi on à dans le 1er cas deux variations, et dans le dernier deux 
permanences, et l’on perd deux variations quand 9x et sx passent 
ensemble par zéro. Nous n’examinons pas ici quels sont les signes de 
la colonne à droite, puisqu’étant tous trois les mêmes, il est indif- 
férent qu’ils soient + où —. 

On n'appliquera pas ceei au cas où la fonction 9 serait /; parce 


ee 
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que l'équ. fx — 0 aurait des racines égales, si l'on avait aussi 
f'x — 0, et nous supposons fx dégagé de facteurs égaux (n° 521). 

Si trois fonctions successives sont nulles pour x — a, savoir, y, # 
et y’, le même raisonnement prouve que x <{ & a 4 ou 8 varia- 
tions, selon le signe de la colonne suivante, tandis que pour x > a, 
on n'a aucune variation où une seule : en sorte qu'il disparaît 4 ou 
2 variations. 


PAS PP MR TU AMC FOR FCO QT AR AT 
Las + — ose + —+— +. 
=. + 0 0,0 — + 0 0 0H. 


HE HE. 


Quand x — a rend nulles 4, 5... fonctions successives, les déve- 
loppements (1) perdent autant de termesinitiaux, et le 1°" terme est 
affecté de +- si ce nombre de zérosiest pair, et de Æ s’il est impair. 
Chaque zéro répond à une variation pour x < a, et à une perma- 
nence pour # > a, et les variations disparaissent toujours par cou- 
ples. Il en faut conclure que s’il y a 3 zéros consécutifs, il disparait 
3 variations quand 3 est pair, et z + 1 quand z est impair, en pre- 
nant -- quand le signe qui précède ces zéros est le même que celui 
qui les suit, et — dans l’autre cas. 

Dans l'ex. suivant, on suppose donnée la série de x = a; la pre- 
mière s'obtient en mettant au-dessus de chaque zéro un signe con- 
traire à celui qui est à sa gauche; et la troisième en répétant au 
contraire ce même signe; de manière à former autant de variations 
pour æ <[ a, et de permanences pour # > a : on conserve les 
signes dans les colonnes exemptes de zéros, 


8 
V 
& 


TLA +++ — + — + + +8 vari 
Ti = ++ 0 0 0 0 —— 0 0 0 + + 
TD +++ — — — —— + + 2 vari  - 


Six variations sont perdues dans le passage par x — a. Cette pra- 
tique est appelée règne du double signe : nous en ferons un fréquent 
usage. 

550. En partant de x — & et qui donne une série de signes, fai- 
sons croire & par degrés continus : les résultats conserveront leurs 
signes tant qu'on ne tomberä pas sur une valeur x = a, qui rende 
nulle quelqu'une des fonctions /(”).... f” f’ f. Si c'est fx qui est 


RACINES INCOMMENSURABLES. 95 


— 0, par cette valeur, il disparaîtra une variation seule. Mais si 
c'est quelque dérivée qui est nulle, ou il partira deux variations, ou 
du moins une variation sera déplacée vers la droite. Il pourra dispa- 

raître à la fois 2, 4, 6.... variations, parce que plusieurs dérivées 
successives seraient nulles ensemble. Mais lorsque x reçoit les va- 
leurs r, r’, r’.... des racines de l’équ., fx = 0, les variations par- 
tent une à une, tandis que les racines des équations fr — 0, 
f'æ—0.... les laissent subsister, où les font disparaître 2 à 2. 
Mais jamais une variation perdue ne peut reparaître dans la suite des 
valeurs croissantes qu’on attribue à x. 

Aucune de nos fonctions © ne peut passer par zéro, qu’autant que 
le résultat de la substitution , dans cette fonction, d'un nombre un 
peu moindre que la racine de ex — 0, donnerait un signe contraire 
à celui qui le précède , afin que cette variation se puisse changer 
en une permanence immédiatement au delà de cette racine. 

Comme le 1° terme des polynômes f{").... f”, f, f est alternati- 
vement de degré pair et impair, si l'on fait z—— ©, ou seulement 
æ=— la limite — /’ des racines négatives de fx — 0, f x — 0, etc., 
on n'obtiendra que des résultats - et — successifs, ou # varia- 
tions, parce que le 1‘ terme l’emportera sur ceux de signes 
contraires qui le suivent. Si l’on fait x ——- ©, ou — la limite / des 
racines positives, on n'aura que des —. Ainsi, en faisant croître x 
insensiblement depuis — /’ jusqu’à + /, toutes les variations seront 
disparues. Réciproquement deux nombres — let 1_/ qui ne don- 
pent l’un que des variations, l’autre que des permanences, sont les 
limites entre lesquelles toutes les racines des équations fr —0, 
fx = 0, etc., sont comprises. Car chaque racine de l’une de ces 
équ. devant chasser une seule variation, on ne peut trouver, hors 
de ces limites, aucun nombre qui produise cet effet. C’est donc une 
preuve que tout nombre / qui rend nos polynômes /, f”, f”.….. posi- 
tifs, est limite supérieure des racines de l'équ. fx — 0, et le théo- 
rème du n° 510 recoit une démonstration nouvelle et plus étendue. 

Soit % le nombre des racines imaginaires de fr — 0, n — % 
celui des racines réelles, qui sont entre — [’ et /. Quand on fera 
passer x graduellement de — /' à L, les n variations de la 1"° série 
de signes disparaitront jusqu’à la dernière. Et puisque les racines 
réelles r, r’, r”’... chassent les variations une à une, les 2 autres 
variations seront chassées, par couples, en rendani nulles les di- 
verses dérivées f”, f”'... Ces dernières substitutions sont donc les 


94 RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS. 
indicateurs de l'existence des racines imaginaires , et en accusent 
Ja quotité. 

551. Ce qui précède démontre le théorème de la règle des signes 
de Descartes avec plus d’étendue. Faisons x = 0, et la ligne des 
signes sera composée des signes successifs de fx ; car chaque fonction 
est réduite à son dernier terme, qui, comme on sait, est le produit 
par 1.2.8.... des coefficients respectifs de fx pris en ordre ré- 
trograde. Cette suite de signes donnée par x — 0 à les mêmes varia- 
tions et permanences que fx. Soit v le nombre des 1'%, et x — v 
celui des autres. Passons de x — 0 à x — + l ; la 1° série perdra 
ses © variations, et si fx — 0 n’a que des racines réelles, cette équ. 


en a ® positives. De même, posant æ— — l’, comme on n’a que des 

variations (en nombre »), on perdra donc n — # variations en 

assant de — là 0; il y a donc n — v racines négatives, autant 
? T 0 2 


que fx a de permanences. Mais si la proposée a des racines imagi- 
naires, comme il disparaîtra par couples des variations qui en sont 
‘ les indications, on voit que oute équation qui n’a que des racines 
réelles, a précisément autant de variations que de racines positives, et 
autant de permanences que de racines négatives *. Et s’il existe des 
racines imaginaires , il y aura v — 2i racines positives, et p — 2i” 
négatives, v élant le nombre des variations et p celui des permanences 
du polynôme fx, i et 1’ des nombres entiers. 

552. Notre théorie démontre que si l'on substitue pour + deux 
nombres a et b dans toutes nos fonctions, et qu’on écrive les signes 
des résultats en deux séries correspondantes 4 et B, b étant > a, 

1° Il n’y aura jamais plus de variations dans B que dans À ; 

2° Si le nombre des variations est le même dans 4 et B, la pro- 
posée n’a aucune racine entre a et b; 

3° Si la série B a une variation de moins que À, il y a une seule 
racine entre a et b; 

4° S'il y a deux variations de moins dans À que dans B, ou la 
proposée a deux racines réelles entre a et b, ou ces racines man- 
quent et sont remplacées par deux imaginaires ; il restera à distin- 


* Si l'équ. fx = o est privée d'un de ses termes, et si les deux termes entre 
lesquels celui-ci manque ont mêmes signes, cette équ. a des racines imaginaires. 
En effet le polynôme fx comprend les termes gx + sxh—?, et lorsqu'on fait x = a 
dans toutes les dérivées, la série des signes consécutifs contient + o +, qui est 
équivalente à + 0 +, caractère qui annonce l'existence des racines imaginaires. 


F”, p. 9». à 
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guer l’un de ces cas de l’autre. Dans le 1°”, on pourra séparer les 
racines , en substituant des nombres intermédiaires qui chassent 
les variations une à une, ce qui serait impossible dans le deuxième 
Cas ; | 
5° Lorsque la série B a trois variations de moins que À, ou il 
existe trois racines réelles entre a et b, ou il n’y en a qu’une seule, 
les deux autres étant remplacées par des imaginaires. Des procédés 
spéciaux feront reconnaître ces circonstances. 

Et ainsi de suite ; 

6° La valeur de x qui, sans être racine de l’équation fx — 0, fait 
perdre deux variations, en passant par voie de continuité de a à b, 
se rapporte aux racines imaginaires de cette équ. et en est l’indica- 
tion ; elle rend nulle quelqu’une des dérivées, les signes de la pré- 
cédente et de la suivante étant les mêmes ; deux de ces fonctions 
successives peuvent aussi être annulées ensemble, S'il disparaît 
4 variations, parce que 3 ou 4 fonctions dérivées consécutives sont 
nulles, il y a deux couples d’imaginaires pour l’équ. fr —0. Enfin, 
autant les séries perdent de fois 2 variations, les substitutions suivant 
la loi de continuité, autant la proposée a de couples de racines 
imaginaires. 

553. Comme la substitution des nombres continus n’est pas pos- 
sible, pour faire usage de cette théorie , il faut opérer ainsi qu'il 
suit : 

1° On substitue des nombres pris à volonté, qu'on étendra depuis 
celui /’ qui ne donnera que des LL et — alternatifs , jusqu’à celui £ 
qui ne donnera que des H ; ces nombres /’ et / seront les limites 
entre lesquelles toutes les racines sont comprises. Entre eux, il y a 
souvent de grands intervalles qui n’interceptent aucune racine et 
qu’il convient de dépasser ; des essais faits sur des nombres pris au 
hasard conduisent aisément à éviter des calculs inutiles ; 

2° Lorsque deux séries À et B sont formées des mêmes signes, 
aucun des polynômes /, f”, f’....ne peut devenir zéro par une 
valeur de x entre a et b. L’une de ces fonctions devient nulle, 
quand une variation est déplacée vers la droite; et s’il n’y a que 
déplacement, le nombre qui le produit n’accuse l'existence d’au- 
cune racine imaginaire de l’équ. fx — 0. Cette équ. aurait deux 
racines imaginaires, s’il disparaissait deux variations pour une va- 
leur de + qui annulerait quelque dérivée ; 

8° Quand en partant de 4, on perd jusqu’à b un nombre impair 


90 RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS. 


de variations, il est évident que fa et fb ont des signes différents : 
le signe est le même , quand il disparaît un nombre pair de varia- 
tions. Nous retrouvons donc ce théorème, qu'il y a un nombre pair 
ou impair de racines entre a et b, selon que les résultats /a et fb 
ont un signe semblable ou différent , zéro étant au rang des nom- 
bres pairs ; 

4° Lorsqu’en faisant x — a, la suite de signes À contient un 
terme nul, ou plüsieurs zéros successifs, on formera les séries & — d 
et a H à selon la règle des doubles signes, p. 92, la 1"° sera com- 
parée à la série qui précède 4, pour indiquer les racines < 4, et 
la seconde à celle qui suit 4 pour faire connaitre les racines > a; 
enfin, en comparant les deux séries de «a — d'et a H- d, on saura 
combien de racines imaginaires sont attestées par le nombre pair de 
variations perdues de l’une à l’autre. 

Par ex., fr— 425$ Lx El, f—= 567 L 1,7 207; etc, 
donnent le tableau qui suit, où l’on a fait usage de la règle du double 
signe pour chaque résultat nul. 


RENTREE 


Le — 1,5... he El re te eRRUens 
— + —— 
æ=0...... + 0 0 0 + +4 ou 0 vari. 
— + + 
on voit qu’il existe une racine réelle entre — 1 et 0, et que les 


4 variations qui disparaissent de x <{ 0 à x > 0 annoncent # ra- 
cines imaginaires. La courbe dont l’équ. est y — fx est celle de la 
figure 12. 


Pour fx = 24 — ka — 8x 123, fx — 4x — 127 — 3 


fl — 12%? — 2x, fx — 94, fV— 924 


TP LES LOT, 


—+- 
= + — 0 — + 92 ou 4 vari. 
M ess Po | EYTEN ES —- 0 — — + 9 vari, 
À 
À eee PC OMS RARES EEE TEST ETS PTE TT, 7 2 
[ke - 
L=S 4... + + + — — 1 vari. 
T = À D ot en en NE O2 où 
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J1 y a deux racines imaginaires qui chassent deux variations de 
æ 0 à x > 0; les zéros qu'on rencontre à x = 1 et 2 ne font partir 
aucune variation, ce qui vient de ce que chaque zéro est entre deux 
signes différents. Enfin, il y a une racine entre 2 et 5, puis une 
entre 3 et # : il restera à en pousser l'approximation, La courbe 
y = fx est représenté fig. 20, par MOM’. 

554. Lorsqu'il n'existe qu'une seule racine entre deux nombres 
a et b, et par conséquent qu'on ne perd qu'une variation de la série 
A à B, on approche de cette racine par la méthode de Newton. 
Mais avant il faut satisfaire aux conditions que cette méthode pres- 
crit (p. 80), savoir que f”’ et f” ne changent pas de signes de a à b; 
c’est-à-dire qu'il faut que la variation perdue soit précisément dans 
la dernière colonne f. Tous les signes de À et B sont alors les 
mêmes, excepté le dernier. C'est ce qui arrive pour la racine qui 
est entre 2 et 3 dans l'ex. précédent. 

Mais si la variation est perdue avant le dernier terme des sé- 
ries, f’et f”’ ne sont plus dans la condition exigée. Il faat substituer 
des nombres intermédiaires à @ et b, afin qu'en resserrant l'espace 
qui contient la racine, il n°y ait plus ni inflexion, ni tangente hori- 
zontale à la courbe y = fr, dans cette étendue, et qu'on retombe 
sur le 1° cas. 

Ainsi dans le dernier ex., pour approcher dela racine quiestentre 
8 et 4, il faut rejeter hors des iimites le minimum qui est attesté 
par le changement de signe de f”. On pose l'équ. fx = 0, et on 
trouve que la seule racine réelle est entre 8 et 8,1. Comme celle 
de fr = 0 est entre 8,1 et 4, qu'il faut que f'et f” soient de même 


signe, on feraz— 4, d'où f =—=61,/— 11, S——0,2,etr=—8,8, 
pour 1° approximation. Faisant à — 3,8, d'où f” — 43,208, 
[= 0,6256, $ — — 0,01448, on trouve x = 3,76552; et ainsi de 


suite, $ est la sous-tangente. 

555. Quand on perd deux variations de À à B , il reste à recon- 
naître s'il y a en effet deux racines entre a el b. Cette discussion 
sera divisée en trois cas. | 

On comparera , de gauche à droite, les signes correspondants 
des deux séries; dès qu’on rencontrera deux signes contraires sous 
la même fonction , une variation sera remplacée par une perma- 
nence : plus loin, on trouvera une seconde variation perdue. Si 
eela arrive avant la colonne des signes de fx, ce sera le 3° cas, 
traité ci-après : et si la seconde variation n’est perdue qu'au der- 
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nier signe, on trouvera les deux systèmes suivants, où l'un perd 
les deux variations dans les trois derniers signes ; dans l'autre, la 
1"° variation est perdue avant /”. 

GER PC Pt NE A A 20 CASA de MR viR 


Lt — eo — + + — — + 
LD. HE — + + — + + ++ + + 


Construisons la courbe parabolique ÆOM' (fig. 19) dont l'équ. 
est y —f#, entre les abscisses AP = a, AP°= b. 

556. 1* cas. f'a et f'hbsont de signes contraires ; ce sont les va- 
leurs des tangentes des angles Z'et 7’ que font, avec laxe des #, 
les droites MT, M'T' qui touchent la courbe aux points # et A, 
dont les abscisses sont a et b. On voit que lun de ces angles est 
aigu vers la droite, et l’autre obtus. Comme l’équ. fx — 0 ne perd 
qu'une seule variation, elle n’a qu’une racine entre « et b, c'est-à- 
dire que la courbe y — fx a une tangente en un point intermédiaire 
O, parallèle anx x. f’'x ne perd pas de variation et reste positif 
dans l'intervalle ; ainsi l'arc tourne sa concavité vers le haut 
(n° 528). Les fig. 19 et 20 représentent la forme de cette partie de 
l'are, qui a en O un point de ESA pour fx, du positif au négatif, 
par zéro, 

Si la courbe atteint l'axe dans l'intervalle PP’ (fie, 20), il y a 
deux racines réelles 4Æ, 4h" : ces racines sont imaginaires dans 
le cas contraire (fig. 19), et alors les tangentes aux divers points de 
l'arc MOM s'inclinent de plus en plus sur l'axe de en O, où le 
parallélisme à lieu, puis se relèvent en sens opposé vers M’. La na- 
ture concave de Pare fait qu’il reste compris dans l'angle formé par 
les deux tangentes en # et H'. On voit done que, si le sommet 
(fig. 19) de cet angle est situé au-dessus de l'axe, la courbe ne peut 
le couper, et les racines sont certainement imaginaires entre P 


et P’. 
Or les sous-tangentes en #f et A7 sont 


PT — d'A CAE TT S UM E £ : 
S fa Via a f'b (1) 


» . à: # 2 : : Cu à 

Les valeurs de fa et fb peuvent être négatives ensemble, c'est-à-dire que les signes 
peuvent tous être contraires à ceux qui sont indiqués ici : mais ce Cas n’exige pas un 
examen spécial, et il suffit de tourner les fig. 19 et 20 de l'autre côté des x, par une ré- 


volution autour de l'axe, afin de rabattre les fig. en dessous. Tout est alors semblable à 
er qui à été exposé dans le texte, 


1 
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La 1'° est positive, f'« ayant le signe —, et la 2° négative. Il est 
clair que si l'on fait abstraction des signes, et que l’une des sous- 
tangentes où leur somme, égale ou surpasse l'intervalle b — à, les 
deux racines présumées sont imaginaires. 

Et si cette circonstance n’a pas lien, on demeure incertain sur la 
nature des racines qui peuvent alors être réelles ou imaginaires, la 
courbe pouvant couper l'axe, ou ne pas le rencontrer, entre P et P". 
On doit, dans ce cas, opérer de l’une ou de l'autre manière sui- 
vante : 

On regardera les limites & et b comme trop écartées pour décider 
la question, et prenant x — quelque nombre intermédiaire a’, on 
verra si la série des signes, comparée à À et B, fait disparaître les 
variations une à une; car alors les racines seraient réelles, l'une 
entre & et a’, l'autre entre a’ et b. Et si la double variation se perd 
encore entre a et a’, on calculera la sous-tangente pour + —4/, afin 
de vérifier si la règle précédente a lieu. 

Ou bien , on opérerait comme si l'on était assuré que les racines 
intermédiaires sont réelles, et qu'on voulüt en approcher davan- 
tage, par la méthode de Newton ; ear alors on serait conduit à deux 
nouvelles sous-tangentes, dont la somme pourrait excéder b — a. 

Comme à mesure qu’on approche du minimum ©, les tangentes 
approchent d'être parallèles à l'axe, les sous-tangentes deviennent 
très-grandes, et la règle ci-dessus est plus propre à se vérifier. On 
comprend que si les racines sont imaginaires, on ne tarde pas à les 
reconnaitre par leurs sous-tangentes dont la somme est D b — a. 

Au contraire, quand les deux racines sont réelles, les sous-tan- 
sentes n’augmentent plus indéfiniment ; on voit converger chaque 
valeur de # vers deux termes qui sont les racines demandées 44, 
Ak'; et il devient très-faciie de trouver une grandeur movenne 
qui, substituée pour #, sépare ces deux racines. 

9957. 2° cas, Lorsque fa et f”'a sont de signes contraires, la ques- 
tion est d'une autre nature. f''a et f''h ayant des signes différents, 
et passant par zéro dans l'intervalle (comme /” perd une variation, 
[''# = 0 à une racine entre aet b), l'arc est convexe vers le haut 
en m (fig. 19) à la 1° limite 4p — a, et concave à la 2e AP = b : 
et dans cet espace, il existe un point d'inflexion E, dont l'abscisse 
Ag est racine de fx — 0. Les sous-tangentes ne lèvent plus alors 
la difficulté, puisque la tangente mt ne peut se prèter aux condi- 
tions prescrites ci-dessus, Il faut d'abord resserrer l'intervalle, pour 


_* 
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que l’inflexion Z n'y soit pas comprise. On substituera done pour # 
une autre valeur intermédiaire a’, propre à séparer les deux raci- 
nes, hors de l'étendue où est le point 7, ce qui ramènera les choses 
au premier Cas. | 

Il se pourrait cependant que la courbe eût la figure AIM (fix. 5) 
où l'inflexion est précisément au point où la tangente est horizon- 
tale : on tenterait alors vainement de resserrer assez l’intervalle 
pour éviter que les f” fussent de signes différents. Mais comme f” et 
f"” sont nuis ensemble, les équ. f'x —=9, fx = 0, ont alors une ra- 
cine commune ; c'est un cas de racines égales, Les racines cherchées 
seraient imaginaires, à moins que l’inflexion / ne fût le point même 
de section de la courbe avec l'axe, ce qui supposerait en même 
temps fx — 0, et par conséquent la proposée aurait des facteurs 
égaux. 

558. 8° cas. La comparaison des suites 4 et B manifeste la perte 
de deux variations, avant d'atteindre la dernière colunne. Que ce 
soit, par ex., dès f’”" que la 2° variation disparaît : on se proposera 
de traiter l'équ. f”x—0, et on cherchera si elle a deux racines entre 
a et b. Si ces racines n'existent pas, l'équ. fx = 0 a aussi deux 
racines imaginaires indiquées par Îes deux variations perdues, 
puisque la tangente à l'arc de courbe dont l'équ. est y = fx, ne 
peut être horizontale entre a et b attendu que fx n'y est pas 
nulle ; cet arc n'a donc pas de maximum dans l'intervalle, On re- 
connaît de mème que les équ. fx — 0, fr — 0, ünt aussi deux ra- 
cines imaginaires correspondantes. 

Mais si les deux racines de f””’x = 0 sont réelles entre a et b, la 
courbe y = fx a deux tangentes horizontales dans cet espace, et 
affecte la fig. 21, ayant un double serpentement, avee maximum 
et minimum. La distance de a à b est done trop grande, et il faut la 
diminuer, jusqu'à ce que les inflexions n’y soient plus comprises, et 
que le minimum s'y trouve seul, On apprendra alors si l'équation 
fx = 0 a deux racines réelles entre les nouvelles limites plus 
étroites a” et b’. De là, on cherchera si la courbe dont l’équ. y = f'x 
a ou non deux sections avec l'axe, et ensuite s’il en est de même 
de la courbe y = fr. Il suffit que les deux racines cherchées soient 
imaginaires pour l’une des équ...... fx — 0, fx —0, fx — 0 
pour que celles qui la suivent soient dans le même cas. 

Il ne faut pas oublier, dans la circonstance présente, de s'assurer 
si l’équ, fx = 0 a des racines égales ; car notre théorie suppose 
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toujours que l’'équ. qu'on traite est dégagée de ces racines. A cet 
égard. observons que la recherche des racines égales est si longue 
{n° 821) qu'il convient de l’éviter, et qu’on ne doit s'en occuper 
qu’autant que les opérations en montrent la nécessité. Comme le 
cas des racines égales est exceptionnel, c'est un grand avantage de 
la méthode de Fourier, de ne les chercher que quand, par acci- 
dent, cela est reconnu indispensable. 

559. Il reste à examiner ce qu'il faut faire quand il disparait plus 
de deux variations de a à b. On comprend qu'en rapprochant ces 
deux limites, il arrivera que les variations partiront soit une à une, 
soit denx à deux, ce qui ramènera aux Cas traités ci-dessus. Gepen- 
dant, il se pourrait aussi que pour une valeur de x entre a et b, 
plusieurs dérivées devinssent nulles , ce qui conduirait à trouver 
plusieurs zérus successifs dans la série de signes correspondante à 
quelque nombre intermédiaire inconnu a’, comme cela est arrivé 
p. 96; il disparaitrait alors 4 ou 6 variations à la fois, indice as- 
suré d'autant d'imaginaires. Ce cas est facile à reconnaitre, car ces 
dérivées ont des facteurs communs, qui égalés à zéro donnent la 
valeur de æqui produit ces Zéros successifs, et met en évidence 
l'existence des racines imaginaires. 

560. Appliquons ces principes à divers exemples : 


Lee 2 nef fa Gr — Def ss Gr, fe 6, 


fur f" f’ f 


T=—5.... + — + — 35 vari. 
2%, ,. + — + + 9 vari. 
0....+ 0 — + 2 vari. 

—— 


+1... + + — — 1 vari. 
+2... + + + + 0 vari. 


Les trois racines de la proposée sont réelles , entre — 3 et — %, 
0 et +1, Let 2. La courbe est représentée fig. 11. é 


HS fe OR De Om EN = GX, Ps 
PORTER 
LL. Le 4 5 vari. 
OR es 0 — —'1 vari. 
+ 

LL... + + + — 1 vuri. 

+2... + + + — 1 vari. 
Bit + + + 0 vari, 
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Outre la racine réelle qui est entre 2 et 8, on én présume deux 
éntre 0 et — 13 mais celles-ci sont imaginaires, car on trouve 
pouræ—=—1iquf=+1l, f=— 4, d'où S, — 4 qui est 
pe à | 


I, fr = à + à + On? + 9, f! — 5x4 + 527 + 4x, 

f = 202% + 6x + 4, f"! = 607? + 6, FIV = 190%, fY = 1%, 
ve Pr ET à 
T=—-2....+— + — + — 5 vari. 

PE ee TE RE NS TROT 1TA0E) DUT 


0....+ 0 + + 0 + 0 ou 4 vari. 
+- + 


+ 


Il existe une racine entre — 1 et -— % : les autres racines sont 
toutes quatre imaginaires, d’après la règle des doubles signes. La 


proposée équivaut à (4° — 2) (x? + 1) = 0. 


EV. far = 24 — 29 + 9x2 — 626 + 5, f" = 4x3 — 5x2 etc. 
TV. VIT 07 
— + — + 4 vari. 


+ + — + 9 vari, 
+ ++ + 0 vari 


+++ 


On présume qu'il y a deux racines entre 1 et 2; comme les feet f” 
ont même signe +, ét que les f” ont des signes contraires , on cal- 
eule les sous-tangentes. x = 1 donne $, = 1, nombre égal à l’in- 
tervalle 2 — 1; ainsi ces deux racines manquent. Il en faut dire 
autant entre © et 1; car les deux variations sont perdues dès f”, 


et l'équ. fx — 0 a visiblement ses racines imaginaires. 


V. fx = x — 22 + 9x — 5, f" —= 5x? — 2% + 9, etc. 
r LL Ed + 
æ = 0 Mr ce Vars. 


TL. + + + — 1 vari. 
2.1. TE HF + 0 Vare, 


La proposée a une racine entre 1 et 2 ; quant à celles qu'on doit 
chercher entre 0 et 1, elles sont imaginaires : on voit en effet que 
les deux variations sont perdues dès /”, et que l'équ.f"x = 0 n'a 
pas de racines réelles, La courbe est celle de la fig. 12. 
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VI fx = x — 5x2 — 4x + 15, f' = 5x? — 6x — 4, etc. 


T5... + — + — 3 vari. 
—92,...+— + + 2 vari 
+2... ++ — + 2 vari 
+5... + + + + 0 vari. 


Outre la racine qui est entre -— 3 et — 2, on en présume deux en- 
tre 2 et 3. On trouve 


= -. r À: Fr + —<- — — ] vari. 


Ainsi il y a une racine entre 2 et 2,5, puis une autre entre 2,5 et 3. 
Comme la supposition x — 2,5 qui a mis ces racines en évidence, 
est due au hasard, voici comment on à dû opérer pour les recon- 
naître sûrement. Les fet f” sont positifs pour x — 2, et les f” pas- 
sent du — au - : il s'agit de distinguer quelle est celle des formes 
de la fig. 20 qui convient à la courbe. On prendra les sous-tangentes 
aux deux limites, 


On supposera done x — 27, et x — 22. La l'° deces valeurs donne 
f= 0,2, f ——2,8, $— 2% — 0,09; et x — 2,34 : ontire de 
la 2e, f— 0,93, f’ — 2,72, S, — 0,08 et 5 — 2,72. On est donc 
conduit à prendre un nombre intermédiaire tel que + — 9,5. 

VIL. fr = ah — Lx + 42 — 4x + 1 


NOUS EL 


zZ=d... + — + — +1 4 vari. 
Ass + 0 + — + 2 où #4 vari. 
—} 


Douce ect Hot ms lovark 
ss. + + + + + 0 vari. 


72 


Les limites des racines sont 0 et 1 : et comme les quatre variations 
disparaissent dans cet intervalle, il faut Île resserrer. On fait 


Li 


a , 4 « L 
æ—+et, D'une part, on trouve un zéro entre deux —., il y a 
deux racines imaginaires ; de l'autre on voit qu'il y a une racine 


entre + et =, puis une entre < et 1. 
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VHl. fx = ax — Gas +.72%? — 8x + 7 


v sv PTS LA 


AE + — + — + — 5 vari. 
ail: + + = + FE Var 
D... + 0 — + — + 4 vari. 


1 . RE — = 192,04 
2 ++ ++ + + 0 vari. 


fx == 0 a une racine entre — 3 et — 4 ; on en présume deux entre 
0 et 1, et deux entre 1 et 2. Pour les 1"%, comme les deux variations 
sont perdues à f”, on pose f'x — 0 : or f” et f” ont des signes con- 
traires quand x — 1; l'intervalle doit donc être diminué. On 
prend æ — +, d'où f” ——21,f'=—1;,f ——5£%,etla 
différence de signes de f” et f”” n'existe plus. On prend les sous- 
tangentes pour s'assurer s'il y a deux racines entre 0 et =: S, 
est > +, ce qui prouve que ces racines sont imaginaires. Celles de 
l'equ. /x — 0 le sont donc aussi. 

Quant aux racines entre 1 et 2, il faut aussi diminuer linter- 
valle; on fait = 1 +, et comme f— —1,9...., tandis que pour 
æ == ] et 2, les résultats sont 1 et 3, on voit qu’il y a une racine 
entre 1 et 1 =, puis une autre entre 1 = et 2. 

IX. fx = 3x5 — 95x31 + 90x = 197 


vY 3v ?// ”, ’ 


L=— Le — + — + — 5 vari. 
— 1... + — + + + — 5 vari. 
HT +++ — + — 5 vari. 
+ 2. + + + + + — 1 vari. 
+ 3... ++ + + + + 0 vari. 


On reconnait l'existence d’une racine entre 2 et 3; er faisant 
æ = 2,5,il vient f — 0,34, f” — 207,19, S — — 0,002, d'où 
z—92.4198.... 

Quant aux autres racines, elles sont imaginaires. En effet, les va- 
riations perdues de 1 à 2, le sont dès f’, ce qui conduit à traiter 
d'abord l’équ. fx — 0. On pose x — 1,8. ce qui ne laisse subsister 
dans f” qu'une sèule variation *, et sépare les deux racines réelles. 


* L’équation fe = 15 (xû — 5x + 6) = 0, se résout par le second degré, 
et revient à (x2 — 3) (x? — à) = 0; ainsi æ = 2 |/3 = Æ 1,732... et 


= LE Va = + i4... 
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Il resie à savoir si celles de l’équ. fr = 0 sont aussi séparees, On a 


Î so + — + — 35 vari. 
z=15.... +++ — — — 1 vari. 


W 


Il 


Les conditions de sisnes étant remplies, on procède au calcul des 
8 P p 
sous-tangentes. On trouve /—=53,59, f —— 2,81, $,—°%%0,5, 


281: 


ainsi la proposée manque des deux racines entre 1 et 2. 

Pour les racines qu'on croit exister entre — 1 et — 2, onest en- 
core conduit à l'équ. fx — 0, qui a deux racines réelles séparées 
par æ = — 1,6: il vient 


L=—-2 + — + — + — 5 vari. 
= —16....+— + — — — 3 vari. 
T1... + — + + — — 5 vari. 


les conditions de signes avant lieu, on calcule la sous-tangente 
S, = 5 0,5. On remarque que x = — 1,5 donnent fet f” de 
signes contraires, ce qui montre que l'intervalle de — 1,5 à — 2 
est trop étendue. | . 


X. fx = ax — 6x5 + 407 + 60x° — x — 1 


FEU Ed 7 RL) ET, 
LT. — + — #06 vari 
—05..,.+—++ + — + 4 vari. 
ON ut not phil G''UTÉ: 
DO Re CO RQ ete Et 2 varie 
AR ee PNUD RSR "2 arts 
PO ++ + + + + 0 vari 
Comme en omettant x = — =, il serait disparu 8 variations de 


— 1 à O0, il a été nécessaire de prendre cet intermédiaire. 

Les résultats zéro n'apprennent rien sur l'existence des imaginai- 
res, parce qu'ils sont entre des signes contraires (p. 96). Il y a une 
racine entre — <et 0, et une entre 0 et 1 ; ellessontz— — 0,18.... 
et L 0,12.... Venons-en aux quatre autres qu’on présumne entre 
— let — Z<; et entre 2 et 8. 

Les deux variations sont perdues dès f”, et il fant poser fr —0: 
mais on doit s'assurer avant tout si cette équ. a des racines égales, 
ce qui a lieu en effet, car 


f'—= 30 (a — 2x — 9), f"— 190 (œ— 1) (x — 2e — 2), 
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La courbe dont l’'équ. est y = f’x touche l'axe au point dont les 
abscisses sont les racines de léqu. 2° — 2x — 2 — 0, savoir, 
z=1 +438 (v. la fig. 22), à cause de ces racines doubles. Si done 
on prenait ces valeurs de æ pour en déduire la suite de signes de 
nos fonctions, on trouverait deux zéros successifs, et par conséquent 
la règle des doubies signes montrerait qu'il disparait deux varia- 
tions, quelque voisines que les deux limites soient de ces racines, 
qui n'étant pas communes avec f’x = 0, prouvent que cette der- 
nière équ. n’a pas de racines réelles entre — 1 et — 0,5, ni entre 
2 et 5 : la proposée est donc aussi dans le même cas. 


XI. Pour 24 — 42 + 22 + 6% + 2 = 0, f” = 4x5 — 19x72 etc. 
TA LORI7 CU/7. / ; 

T=—- 1... + — + — + 4 vari 

0... + — + + + 92 vari 

1... + 0 — 0 + 2 vari. 

2... ++ + — + 2 vari. 

Boss à, ii 10 var. 


On pense que les racines sont par couples entre 0 et — 1, et entre 
2 et 3. En cherchant ces dernières, on trouve $,—*<, $,——- ; 
la somme est + <° 1, et on reste dans l'incertitude s'il y a deux ra- 
cines intermédiaires ; on a les racines approchées x — 2,4 et 2,8. 
On substitue, et on trouve 

L= 24... . + + + =— 5,024 + 0.,0416 
2,8 «+ + + + 5,328 + 0,2976 


Ainsi 8, — 0,01, S, — — 0,06, x — 2,41 et 2,74. Comme les sous- 
tangentes décroissent, loin d'ausmenter, en approchant du mini- 
mum, on reconnait que les racines sont réelles. On les sépare en 
prenant une moyenne, telle que 


x ==92,6..., + LE — 


ainsi deux racines réelles sont mises en évidence, et on peut procé- 
der à l'approximation. On voit de même que les racines sont aussi 
réelles entre 0 et — 1, La proposée a pour racines 


2=]+p 2=t+1,41421... jeter —1#p 8—=1#1,73205.:7. 
Elle équivaut à (2° — 2x — 1) (a? — 2 — 9) —0; 


la courbe y — fx a à peu près la forme de la fig..18. 
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561. Théorème de M, Sturm. On procède par la méthode du com- 
mun diviseur, à la recherche des facteurs égaux de fr (n° 520), 
avec l'attention de changer chaque reste de signe avant de le prendre 
pour diviseur, Ainsi on divisera fx par fx, puis fx par le reste 
changé de signe, etc. On obtiendra de la sorte une suite de polynô- 
mes de degrés décroissants, dont chacun est tour à tour dividende 
et diviseur, tels que * 


fes f'onsres Esges Von Fe à en 01 (D 


Chaque terme est le reste, changé de signe, de la division des deux 
termes qui sont à sa gauche, et Fest un nombre. 

Qu'on substitue dans tous ces polynômes un nombre a quelconque 
pour >; et qu’on écrive sur une ligne les signes successifs des ré- 
sultats obtenus ; qu'on en fasse autant pour un autre nombre b, et 
qu'on place les sigres des résultats en corresnondance avec les pre- 
miers. Il s’agit de démontrer que, si b > a, la seconde suite de 
signes a perdu autant de variations qu'il y a de racines de l’équ. fx=0 
entre a et b. Quand les deux séries ont un égal nombre de varia- 
tions, il n’existe aucune racine entre ces deux nombres. 

1° Il a été démontré p. 91, que si l’on fait croître x par degrés 
insensibles de a vers b, tout polynôme ex donnera des résultats de 
même signe tant que ox ne sera pas nul; mais si + — « donne 
pa = 0, ox change de signe ; tant que x < &, le signe de or est con- 
traire à celui de #4; mais il devient celui de ox quand x > &. 

2° Deux de nos polynômes successifs (M) ne peuvent être nuls en- 
semble : car trois fonctions successives Fx, or, Lx, sont l'une divi- 
dende, l’autre diviseur, et la 3° reste changé de signe, savoir, 


Er = Q X 07 — vr. 


Or si l’on suppose que x = 4 donne où = Ya — 0, on a aussi Fx—=0, 
c'est à-dire que le polynôme Fx qui précède or devient aussi nul ; 
et ainsi de proche en proche jusqu'à fx et fx : ainsi fx aurait des 
facteurs égaux contre l'hypothèse. On voit de même que 
Fa = ga = 0 donnerait L4=— 0, et par suite toutes les fonctions 
seraient nulles, ainsi que F : si fx = 0 est supposé dégagé de raci- 
nes égales, 7” doit être un nombre constant. 


* Le plus long de ces calculs est celui qui donne ie reste de la division de fx par 
f'æ, et la note de la p. 57 contient une règle qui abrége beaucoup l'opération. 
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3° Tout polynôme qui devient nul est placé entre deux résullats de 
signes contraires ; car si ox == 0, on a Fa = — x, d'où l'on voit 
que les trois polynômes deviennent + 0 —, où — 0 +. Ainsi 
lorsqu'on fait croître x de a vers b par valeurs continues, le passage 
de l’un quelconque de nos polynômes par zéro, ne change pas le 
nombre des variations, puisque comparant les deux suites avant et 
après æ — «, elles sont + — —, et + EL —. 

Mais examinons ce qui arrive pour le dernier et le 1°" polynôme, 
car ils ne sont pas placés entre deux signes, comme les autres. 
est un nombre qui conserve toujours le même signe aux résultats. 
Quant à fx, nous savons que si fa = 0, le signe, qui était contraire 
à celui de f’« placé à sa droite, devient celui de fx ; ainsi une va- 
riation s’est changée en permanence. 

En continuant de faire croître x par degrés continus, f’x# pourra 
à son {our passer par zéro, et changer de signe, sans pour cela, 
altérer le nombre des variations, comme on Fa démontré: et dès 
que fx et f'x se retrouveront avoir des signes contraires, f£ pourra 
de nouveau passer par zéro, reprendre le signe qu'avait d'abord 
f'x, et perdre une nouvelle variation, Et ainsi de suite. 

Cela démontre notre théorème, puisque le passage de fx par zéro 
produit une diminution, chaque fois, dans le nombre des varia- 
tions, et que c’est le seul de nos polynômes qui amène ce résultat. 

Ilest d’ailleurs évident qu'on peut, sans changer ces conséqren- 
ces, multiplier ou diviser l’un de nos polynôimes par un nombre po- 
süif; ces facteurs numériques permettent d'éviter les coefficients 
fonctionnaires, comme dans la méthode du commun diviseur. 

Voici l'usage de ce théorème. Dans tous les polynômes (4), on 
fera > — 0, ce qui donne pour chaque function le signe de son der- 
nier terme; puis + = la limite supérieure / des racines positives ; 
cette limite donne les signes successifs du 1° terme de chaque po- 
lynôme ; attendu qu'elle revient à faire æ — « . On puse ensuite 
æ= — |’, limite des racines négatives, laquelle donne les mêmes 
signes que æ —= — ©. On comptera Îles variations de chacune de 
ces trois suites ; st quelque résultat est zéro, on le remplacera par 
un — , où un — , à volonté, ou on n’en tiendra pas compte; ce qui 
est indifférent, puisque ce zéro doit se trouver entre deux signes 
contraires. On conciura de là que la proposée fx = 9 a autant de 
racines négatives qu’on a perdu de variations en passant de — [ à 
9, et autant de positives qu'on a perdu de variations de 0 à + 1. 
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Pour séparer ces racines les unes des autres, on substituera des 
nombres intermédiaires, qu’on rapprochera jusqu’à ce que les va- 
riations disparaissent une à une; et même pour opérer avec plus 
d'ordre, on substituera d'abord zéro pour x, puis des nombres crois- 
sants, tant positifs que négatifs, jusqu’à ce qu'on obtienne les suites 


de signes que produisent + <s , et -— < , car on aura alors atteint 


les deux limites, qui se présenteront ainsi d'elles-mêmes. 


Prenons pour ex. fx = 24 — 2° — 2x — 6x E 5 = 0, d'où 
— 197? + 68% — 74, 
— 1892293 


— + + 2 vari. 
— + + 2 vari. 
+ — + 2 vari. 
— — + 2 vari, 


P = he — 8x? + 4x — 6, 
— 7927 1141, 


+ — 
+ — 
+ + 
+ + 


aucune racine n'est donc ni négative, ni > # : et comme dans cet 
intervalle on ne perd aucune variation, les quatre racines sont ima- 


ginaires, 


« 


Pouraÿ—ai Lors L2—0,ona5r4 8 Lx, — 2 —32—5, 
— 162? 7x — 25, — S3x— 19, + 6400 


=, 
— 2. 


— 1... 
nn M 2 A TT À AS 


+ 1. 


+ + 


— + 
— + 


+ 0 


. —+- + 


+ — 


H ne peut y avoir de racines qu'entre — 
perd qu'une seule variation, il n’y a qu'une seule racine réelle, qui 


est entre — 1 et — 9, 


+ + 5 vari. 
— + 3 vari. 
— +- 2 vari. 
— + 2 vari. 
— + 2 vari. 


4 et L 1, et comme on ne 


Soit fx = 2° — 62° + 7x — 8x L 7, d'où 
Bx4— 18177 14r—8, 1275 — 21743927 — 35, 7692 — , etc. 


LE À... 


1 = © ©! 


—+- 


— + 


+ + 
+ — — — 
+ — — — 


+ +++ — — 


— + 
— + 


de en Cuti. 
+ — 35 vari, 
+ — 5 vari. 
+ — 5 vari. 
1 vari. 


Il y a donc une racine entre — 3 et — 4, deux entre 1 et 2; les 


autres sont imaginaires, 
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Pour fx = 4 — à x Lx — 4x5 1,ona | 
Bai — y 2y— 1, —627r—2, — 654x129, — 925. 


ZzZ=0...:+— — + — 5 vari. 
esse + — — + — 5 vari. 
eos — ++ — — 2 vari. 
1....+ + 0 — — 1 vari. 


2 


On a une racine entre < et =, et une entre < et 1 ; les deux autres 
sont imaginaires, 


Enfin &# — 3° + 32 L 6x 2 donne , 
223 — Gr Lars, Sa —10r—7, z—1, +12 


T=—1..,.+— + — + 4 vari. 
0... ++ — — + 2 vari. 
1....+ 0 — 0 + 2 vari. 
2... + — — + + 2 vari. 
5... + + + + + 0 vari. 


on a deux racines entre 0 et — 1, et deux entre 2 et 3. 

Le théorème de M. Sturm est très-remarquable, et doit fairé 
partie des éléments d’algèbre. L'analogie qu’il a avec celui de Fou- 
rier est évidente, et les aveux de l'auteur montrent qu'il s’en est 
servi pour diriger ses recherches. Il reste encore à séparer les unes 
des autres, celles des racines qui ne sont pas isolées entre les nom- 
bres substitués, ce qui exige de nouvelles substitutions intermé- 
diaires. Au reste, cette méthode ne donne aucune ressource pour 
procéder à cette séparation, ni pour approcher de plus en plus des 
racines. | 

562. Méthode de M. Budan. Soit fait x — à + y dans l'équ. 
fx — 0; l'incunnue de cette transformée sera y = % — a : nous 
avons donné p. 42 un procédé propre à obtenir facilement cette 
équation, Soit de même composé des transformées en æ — b, 
æ — C,.... 4, b, © étant des nombres quelconques croissants. Ob- 
servez que ces équ. se déduisent successivement-les unes des autres; 
car soient b= à + «, c = b + B...., vous tirerez de la 1'e trans- 
formée en y ou æ — 4, celle dont l’inconnue est 


E=y—u—v—(a+ka)= x — b. 


Lu 


De même, de cette dernière, vous tirerez celle dont l’inconnue est 


ts — Br — 0, etc, 
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Admettons d’abord que toutes les racines de fr = 0 soient réel- 
les ; le nombre des positives est égal à celui des variations (n° 545) ; 
il en faut dire autant de chacune de nos transformées. Mais si des 
racines sont entre 0 et 4, elles rendent négatif y = x — a; ainsi le 
nombre des variations de la transformée en x — a sera moindre 
d'autant d'unités qu’il y a de racines entre Q et a. Donc si la pro- 
posée et sa transformée en # — a ont un égal nombre de varia- 
tions, il n'y a aucune racine entre o et a; il y en a une seule, si 
cette transformée perd une variation ; 2, 3, 4.... racines font dis- 
paraître 2, 8, 4.... variations. De même pour l'équation en 
5 = y — «, autant on aura perdu de variations de l'équ. en y, à 
celle en 3, autant il y aura de racines de y entre 0 et z, c'est-à-dire 
autant de racines de x entre a et b, puisque b = a + x; et ainsi 
de suite. Quant aux racines négatives, on change x en — z dans 
fx = 0, et on cherche de nouveau les positives, 

Cette conséquence n’est plus vraie quand la proposée a des ra- 
cines imaginaires ; et lorsqu'on perd à la fois deux variations, on 
ignore si cette perte est due à lexistence de deux racines intermé- 
diaires, ou si ces racines manquent et sont remplacées par deux ima- 
ginaires. La perte de trois variations laisse douter s'il y a trois 
racines ou une seule, ete. 

Selon M. Budan, il faudrait alors fractionner l'intervalle pour le 
resserrer, afin que, s’il existe en effet deux racines intermédiaires, 
on puisse les séparer ; ce qu’on reconnaitra par la perte des varia- 
tions une à une. Si ces racines sont trés-rapprochées, qu'elles ne 
différent par ex. que dans les 2° décimales,’ ce n’est que lorsque 
l'intervalle entre les nombres 0, «, b, c,....sera d'un centième, 
qu'on sera certain de les avoir séparées. Non-seulement ces calculs 
sont pénibles; mais si les racines qu'on cherche manquent en effet, 
comme la séparation est impossible, on pousserait fort loin l’ap- 
proximation, sans avoir jamais la prenve que ces racines n'existent 
pas, parce qu'elles pourraient être plus rapprochées que le degré 
d’approximation qu’on a obtenu. Cette objection contre la méthode 
est insurmontable, si ce n’est dans des cas particuliers pour lesquels 
M. Budan donne une solution de la difficulté, qui reste d’ailleurs 
entière dans tous les autres cas, Ainsi cette méthode ne peut être 
regardée comme satisfaisante. 

Voyons maintenant comment l’auteur la fait servir à approcher 
les racines, De l'équ, fx = 0, iltire successivement toutes les trans- 
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formées en x —— 1, & — 2, x — 3,.... par le procédé de la p. 42, 
jusqu'à ce qu'il arrive à une équ. qui n’ait que des + : d’après le 
nombre de variations perdues, il apprend combien 1! peut exister 
de racines entre les nombres 0, 1, 2,.... ce qui donne l'entier 
contenu dans chacune. Si la transformée en x — a a zéro pour der- 
nier terme, x — a est facteur de fx (n° 500); et quand plusieurs 
derniers termes de cette transformée sont nuls à la fois, la racine a 
est multiple : ce qui fait connaitre toutes les racines entières iné- 
gales ou égales, Il reste ensuite à traiter à part le quotient de fr 
divisé par æ — a. 

Nous désignerons par (0), (1), (2). ... les transformées en z —0, 
x — 1, x — 2,etc. 


Ainsi pour l'équ. 4 — 645 L 162? — 247 + 16 —0,0ona 


1H die ap 2 hr ve Pi 
DT nd AE ue 
7) PCM DE LR AE qu te 0 0 


ainsi (x -— 2} divise fx, et conune (x — 1} + 2 (x — 1) + 4—0 
est le quotient, et que cette équ, a ses racines imaginaires, l’équ. 
proposée est résolue. | 

Prenons x4 — 62° — 16% — 12— 0 ; en nous bornant aux trans- 
formées qui perdent des variations et qu'il suffit de traiter, nous 
avons 


(DIN rer 0 — 8 — 16 — 12 1 vari, 
(3)1.,2 41 + 19 + 46 + 44 — 51 4 vari. 
(4)....1 + 16 + 88 + 176 + 52 O0 vari. 
Changeant æ en — x, (9) . . . . 1 0 — 8+ 16 — 12 35 vari. 
()....1+ 4— 2+ 4 — 53 3 vari. 


(2)....1+ 8 +16 + 16 + 4 0 vari. 


On voit qu'il existe une racine entre 8 et 4, et qu'entre — 1 et — 2 
il peut y en avoir trois, ou peut-être une seule, sans qu'on sache 
lequel de ces deux cas a lieu. 

Dans tous les cas, on connaît donc ainsi la partie entière a de 
chaque racine ; cherchons le chiffre a’ des dixièmes, celui a” des 
centièmes, etc. ; pusons 


LL : 44 


, s ! , ! 
d'ou Los Gus a ne ET / V5 2 —— a! ete 
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Or a étant l’entier le plus grand contenu dans #, æ — a est 1, 
d’où z’ <{ 10 : de même si a’ est le pius grand entier contenu dans 
a, a — a est 1,et x” < 10, et ainsi de suite. D'où l’on voit 


444 


que les entiers a’, a”, &'.... contenus dans x’, x”, x””.... sont 
tous <7 10, et composent les chiffres décimaux successifs de la va- 
leur de x. 

Lorsqu'on aura trouvé la transformée en x — «a qui perd une va- 
rialion, et fait connaitre l’entier a de la racine, on composera la 
transformée en +’, qui consiste, d'après l'équ. x — a = = x, à mul- 
tiplier par 10°, 10", 10°.... les coeMcients respectifs de l’'équ. en 
æ — a. De cette équ. en x’, on tirera les transformées en z° -— 1, 
æ — 2....; celle en à’ — «’ qui perd une variation (a’ étant € 10) 
donnera le chiffre a’ des dixièmes. Multipliant de nouveau les coef- 
ficients successifs de l’équ. en 2’ — a’ par 10°, 10', 107.... on aura 
EAU: en +” ; d'où l’on déduira les transformées en a — LE 
2" — 2,.... x" — a”; celle-ci perdant une variation, a” <[ 10 sera 
le chiffre des centièmes de la racine : ainsi des autres chiffres. 

Observez que si, au lien d'arrêter le calcul des transformées à 
celle qui a une variation de moins, on le poussait jusqu'à l’équ. en 
æ — 10, comme »° — 10 — 10[x — (a 1)], les coefficients de 
cette transformée seraient les produits par 10°, 101, 10°.... de 
ceux de l’équ. en x — (a%1- 1) ; ce qui donne un moyen de vérifier 
l'exactitude des calculs. | 

Ainsi, dans l'ex. précédent, si l'on supprime les transformées inui- 
üles, on a, pour la racine entre 3 et 4, 


équ.en x’, (0) . . . . 1 + 120 + 4600 + 41000 — 510000 


1 
(6) . 1 + 144 + 6976 + 113024 — , 55184 
(7)... 1 + 148 + 7414 + 127412 + 66961 
(10) . . . . 1 + 160 + 8800 + 176090 + 520000 
On en conclut que x’ est entre 6 et 7, d’où x = 3,6. L'équ. (10) 


étant la mème que l’équ. (4) EPL dont les coefficients sont 
multipliés par 1,10, 100, 1000,.... sert à vérifier les calculs, Pour 
trouver les centièmes de la racine, on reprendrait l'équ. (6), dont 
on multiplierait les coefficients par les mêmes facteurs, et on aurait 
l'équ. en æ”, etc. C'est ainsi qu’on trouverait x —3,64575.... 

De même, pour la racine comprise entre — 1 et — 2, qui est 
— 1,64575.... Les deux autres racines sont imaginaires, 

Ce mode d'approximation est général ; mais il est long, el moins 

MATHÉM, PURES, T, 1, ÿ 
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commode que d'autres, auxquels, pour cette raison, on donne la 
préférence. C’est aussi celui qu'on emploie pour séparer les racines, 
quand il s’en trouve plusieurs comprises entre deux entiers succes- 
sifs : car alors les variations qu’on perdait à la fois dans le passage 
d’une transformée à la suivante, se trouvent ne disparaître que l’une 
après l’autre, lorsqu'on atteint au premier des chiffres décimaux 
qui n’est pas commun à ces racines, C’est ce qu'on voit sur cet 
exemple : 


gh — ka + a Gr L2—0. 


LUE PO — 4 + 1+.-6+2 var. 
MAR 0 — 5 0 + 6 vari. 
(2) LR TS 4 1— 6+2 vari. 


* 


vari. 
vari. 


+ 4 1— 6+2 
+ 8 + 19 + 12 + 2 


Changeant x en — x, (OU) TRES 


1 2 
1 2 
1 + 2 
(5)....1+8 + 19 + 12 + 2 0 vari. 
1 + 2 
(LP RE dE 0 


L2 


Il peut exister deux racines entre 2 et-3, et deux entre 0 et — 1. 
Pours’en assureret approcher de leurs valeurs, on fera —2=-4", 
pour trouver les racines entre 2 et 8 : il vient | 


(0) . . . . 1 + 40 + 100 — 6000 + 20000 2 vari. 
(4) «1 + 56 + 676 — 5024 + 416 9 vari. 
(5) ....1 + 60 + 850 — 1500 — 1875 1 vari. 
(7) ... 1 + 68 + 1934 — 2159 — 979 1 vari. 
(8) . . . . 1 +- 72 + 1444 + 5328 + 9976 O0 vari. 


Il y a donc deux racines de x entre 2 et 3, savoir x —2,4.....et 
2,7....O0n poussera l'approximation plus loin, en partant des équ. 
(Het (7), et cherchant d'abord les centièmes, puis les millièmes... 
on trouvera x — 2,414.... et 2,782.... 

Pour les racines qu'on présume exister entre O0 et — 1, on pren- 
dra l'équ. (0) après avoir changé x en — x, et comme par accident, 
cette équ. est la même que (3), et conduit aux transformées ci-des- 
sus, les fractions décimales sont les mêmes, » = — 0,414,,,, et 
— 0,732... 

Poy. la note qui termine l'algèbre de M. Bourdon. 


Racines imaginaires, 


563. Les opérations algébriques faites-sur les binômes imaginaires 


RACINES IMAGINAIRES. 115 


a by —1,a — b'y/ — 1, conduisent toujours à des résultats de 
même forme. En effet : 

1° L'addition donne (a + a’) LL (b -L b')/ — 1. La soustrac- 
tion se fait en changeant a’ et b' de signe. 


2 Le produit est (aa’ — bb) -1- (ab —- a'b) y — 1. 


a by —1 (aa bb) (ab — ab)y —1 
en multipliant les deux termes par & — b'p/ — 1. 

4 Le développement de (a  b j/ — 1)” s'obtient en faisant 
(a L h}", se servant de la formule 6, p. 11, et remplaçant ensuite 
h par by/ — 1. Oril est évident que les termes alternatifs où k est 
affecté de puissances impaires sont seuls imaginaires, et tous les 
autres réels ; car en formant les puissances 1,2, 3,4... dep/ — 1, 
on trouve une période composée des seuls termes [p/ —1,— 1, 
— Le 1, 1] qui se reproduisent indéfiniment. Aïnsi le déve- 
loppement a la forme p <- qy/ — 1. 

5° Observez que si »# est entier et positif, la série est limitée, et 
p et q sont des quantités finies : le même calcul est applicable aux 
cas où » est négatif où fractionnaire : seulement p et g sont des 
développements illimités. Toujours best facteur de q. 

6° Ce cas comprend celui des extractions de racines de tous les 
degrés : comme celui des racines carrées revient fréquemment, nous 
l'examinerons à part, Pour avoirg/ (a - b y/ — 1), posons 


k=V @+bV—1)+VG—8y —1), 
I=V(Ga+by—-1)—V(e—by — 1, 
d'où k= 24 2p/ (ab), b = 24 — 9 (a+ br); 


3° Le quotient 


comme / (a? — b?) > a, on voit que £* est un nombre positif, et À 
un négatif — g*; ainsi 4 est réel, et / a la forme g y/ — !. Ainsi en 
ajoutant ou retranchant les expressions ci-dessus, on à 


M (sb dh=ns redhat g pa 


La forme du binôme n’a donc pas changé. En faisant a« = 0, et 
b — 1, on trouve 4° — 2, P — — 2, d'où 


VV —-1=:Ww2+:p2.p/-1=:p/24 +y 0. 


8* 
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7° Lorsqu'on fait #— a + b}/ — 1 dans un polynôme rationnel 
etentier 4x" —L pr"—"...., comme chaque terme se développe et a 
la forme 4 + 71/ — 1,il s'ensuit que le polynôme a aussi cette 
même forme *, 

8° Les mêmes opérations faites sur 3, #,...,. binômes imaginaires 
conduisent à une conséquence semblable. 

IL. Soit x = à + b / — 1 une racine de l’équ. fx = 0 : si l’on 
effectue les calculs, le polynôme fx prenant la forme PL Q y/ —1, 
et le résultat étant — 0, il est clair qu’on a P—0 et O = 0, puis- 
que la partie réelle ne peut détruire l’inaginaire. Or si l’on fait 
æ—a— b Dar 1 dans fx, comme © contient toutes les puissances 
impaires de b, et qu'il suffit de changer ci-dessus b en — b, le ré- 
sultat sera P — Of — 1, et par conséquent — 0; ainsi 
a — by — 1 est aussi racine de l'équation, et fx est divisible par 
(æ — a} + b°, produit des deux facteurs du 1° degré. Donc si 


une équation fx — 0 à pour racine à  b |/ — 1, elle a aussi 
a — b Dee 1 et le polynôme fx a le facteur du second degré 
x? — 2ax + a° I», 


III. Pour former les polynômes P et ©, il suffit de changer 1 en 
b y/ —1 dans l'équ. p. 42; et supprimant le facteur b qui est com- 


? 
* Pour développer (& + bf/ — 1)#, posez 
a = r cos f, =rsiné d'oùr? =a?+4-62, tang { ——., 
a 


relations qui, dans tous les cas, donnent des valeurs réelles pour r et l'angle £; r, où 
V/ (a° + 62), est ce qu'on appelle {e module de l'imaginaire à + b }/ — 1. Par un 
théorème qui sera démontré n° 572, on en tire 
ab — 1 = tr (cost sine. J/ — 5), 
@ HE by — 14 = rh (cos At Æ sin At . }/ — 1). 

Ainsi fi = han + pæn—1 + qan—*,.,,se développe sous la forme P + Q V/ — 5, 
et on a 

P = kr cosnt + pri—' cos (n — 1) € + gri—2 cos (n — ») 4... 

Q = kr sinn£ + pra—1 sin (n — 1) € +- qgrn—2 sin (n — 2) 4... 
Siæ == a b}/ —1estracine de l'équ. fx = 0,onales équ. P = o ei Q = 0, qui sont 
équivalentes, sous une autre forme, à celles du paragraphe suivant HI. Les facteurs du 


2° degré de fx sont x? — 2rx cos { + r2. 


1 ; 
Lorsque À = —, on a pour la racine se + 
(4 


PL EE. ne de AE i t NT 
Va+roV/—1= Vr (faut y er) 
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mun à tous les termes de @, les équ. P= 0, © — 0, devien- 
nent 


b? L b4 k . 
TT ais A DCE WT . fra — etc. —0, 


b4 


l? ; 
as 3.3.8 


fa gg 


11! 


. fu — etc. —0; 


et même ces équ. feront connaître les racines imaginaires de l’équ. 
quand a et b? seront commensurables ; éliminant b°, il suffira de 
traiter l’équ, finale en a par le procédé de la p. 52. 

Soit, par ex., l’équ. 
24 — 32° — 12% + 40 — 0; 
d'où af — 3a° — 124 Æ 40 — (6a — 3) b° + b4 — 0, 


ka — 6a — 12 —"4ab? = 0, 


Éliminant b', on a 1645 — Dhai — 1514 — 86 — 0 pour équ. 
finale : on obtient les racines commensurables a = -L 2 et — 2, 


d’où b—1 et 4, puisx—2+y/ -—-Llet—2+9/ — 1: la proposée 
= [(x— 2) LI] (x +42) LA] = (2 — 4x — 5) (x L ir +8). 


Soit encore œ# — 4x —L 1022 — 8x + 16 = 0, d’où 


ah — ka — 104 — Ba + 16 — b° (Ga? — 12a + 10) + bi —0, 
4a$ — 120? + 204 — 8 — b° (la — 4) —0; 


eliminant b° ; — 4a6 2 24aÿ — 6GBañL 1124 — 974? Les 34a —0, 
ainsi a — 0 et 2, d'où b — 2 et 4; ainsi la proposée revient à 
(x? 2) (22 — 4x + 8) — 0. 

Quand l’équ. finale en a'n’a pas de racine commensurable , cette 
théorie ne fait connaitre a et b que par approximation. 

564. Mais il reste à démontrer que toutes les racines imaginaires 
ont la formex —a+b}/ — 1, et même que toute équ. a une ra- 
cine, C’est à peu près ainsi qu'il suit que Legendre prouve ces théo- 
rèmes (Z'héorie des nombres, 1, p. 175). 

I. Si l'on change # en x + h dans un polynôme fr, le dévelop- 
pement est fx — hfx + 5: k, f'x....; posant ensuite 
z—aby — 1, fx prend la forme ce + dy/ — 1, expression 
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qui n'est pas nulle, parce que nous lie supposons pas que a—-bÿ/ —1 
oit racine de l'équ. fx = 0. De même, f’x, fx, prennent là 
forme c’ L dy/ — 1, etc. : seulement quelques-unes de ces der- 
nières expressions peuvent être nulles. Admettons que x soit la plus 
basse des puissances de k dont le coefficient n’est pas nul, en sorte 


que fx devienne, pour x = à +- b}/ — 1 +, 


ea 1) M Hd HR Ed)... 
d'où P—ç + oaz — c'e -timite, 2). Era 0, 
Q=d + d'azs + d'atizt, Jet nu 0 


-Nous remplacçons ici k par az, et nous supposons que . . . , . .. 
z—a+4by — 1 +- «3, soit racine de l'équ, fx = 0. Il est évi- 
dent que ces deux équ. P — 0, Q — 9, qui expriment cette condi- 
tion, reviennent à P? + Q7 — 0, puisque cette équation ne peut 
subsister sans reproduire les précédentes. Développant les carrés 
de P et Q, il vient 


Pr+Q= (ce + de) +2 (cc + dd’) wz + etc. 

Comme on peut prendre & aussi petit qu’on veut, le terme en az 
donne son signe (n° 513) à la somme de tous les termes qui suivent 
cd’ ;etprenantz = +1, ou--1, selon les cas, pour donner au 
2° terme un signe cuntraire à celui du 1e, la somme P?  Q* est 
< ec? + d. 

Ilest vrai que cc’ -—- dd’ jourrait être nul; mais alors on ferait 
s=+y — l;car PH O Le 1 deviendrait alors 


+ dy —1æ+(0 td y 1/1 ete. 
d'où P= CT d'a ete, O = d + c'a' etc., 
Pa LL Q = cd + 9 (cd — c'djr dl... 


ainsi on a encore 2? + @? << ce? +- d’, pour de petites valeurs de 
#, en prenant ici le signe contraire à celui de cd’ — c'd. 

On ne pourrait d’ailleurs avoir cd’ — c'd —0, et cc' + dd =—0; 
car la somine des carrés de ces équ. revient à (c? + d°) (ce? +d?)=0, 
ce qui supposerait, contre l'hypothèse, que c et d, où c’ et d’ sont 
nuls ensemble. 

IT. Quant à l'équ. 3 = + }, ou + y/ — 1, il est aisé de la re- 


souûre, 
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1° Pour s'= l,onas—= 1]. 

2° Pour 3*— — 1,onaz—— 1, quand ? est impair. 

Si 2 —2# est double d'un nombre impair k, 3°* = — 1; on pose 
Bt, d'où ——1, ett—— 1— 32, puisz—+}/ — 1. 

Sii—4#, 3% — 1 donnef#— — 1, puist= +) —1—32; 
donc 3 = + y/ (+ y — 1) expression qu'on sait mettre sous la 
forme & - 8 y * l (no 563, Go). 

Pour i= 8k, 35° = — 1 donne t = « 8 /— 1 = #, etex- 
trayant la racine, 3 prend la forme «’ - 8’ j/ — 1, et ainsi de 
suite. 

8° Quant aux équ. 3 = + y/ — 1, soit v l'une des racines, v&* le 
sera de 3° — — |, équation qu'on sait résoudre, et qui donne 


3— a+ 0 DA: 1 = © ; ainsi v a encore la forme æ& + 8’ pe ki 
IT, Ilest donc démontré, dans toute équ. fr = 0, même quand 
les coefficients sont imaginaires, que si l'on pose &—=aLby/ —1, 
ce qui donne c + dy/ — 1, on sait corriger l'hypothèse en faisant 
= à + b 41 — «5, de manière à obtenir un développement 
P+oQ V4 — 1, dans lequel on a PE O* << c? + d°. Partant en- 
suite de cette valeur corrigée de x, on en formera une seconde, par 
le même procédé, où P° — Q? aura diminué, et cela indéfiniment, 
Et comme ce binômeest essentiellement positif et décroissant, on le 
rendra ainsi autant qu'on voudra voisin de zéro; c’est-à-dire qu’on 
est assuré qu'il existe une valeur # — 4 + Bj/ — 1 qui donnera 
P + 0 — 1, et P: EL 0° — 0, d'où P et Q = 0. 1° L’équation 
fx — 0 « donc toujours une racine de la forme a X-by/ — 1, et par 
suite une X,a —b}/ —1, et un facteur réel du 2° degré (x — a)+-L> : 
cependant si b = 0, la racine est réelle et n’a plus sa conjuguée. 

2 Toute équ. de degré pair est décomposæble en facteurs réels du 
2° degré; il en est de même des équ. de degré impair, mais àl y a en 
outre un facieur binôme du 1° degré. 

3° Les racines imaginaires des équ. sont toujours conquguées sous la 
forme a + D EE !; et toute fonction imaginaire est réductible à 
cette forme; car en égalant cette fonction à 3, on pourra, par des 
transpositions et élévations de puissances, chasser de cette équ. 
tous les radicaux (n° 577), et arriver à une équ. fz = 0, qui a pour 
racines les valeurs de la fonction proposée, racines dont la forme 
est a E b Par 1. 
= 565. La théorie qu'on vient d'exposer, permet d'approcher des 
racines imaginaires de l’équ. fx —0; carposantsz = a EL by —1 
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où act b sont des nombres rée!s quelconques qu'il convient de 
prendre entre les limites connues des racines réelles, /x deviendra 
c + d FR l ,ete. Soit y une quantité très-petite par rapport à 
p/ (a® H b°) ; faisons x — a +b /— 1 y; nousaurons, en né- 
oligeant les puissances de y supérieures à la plus basse 2, 


fa —1+p=e+ dy —1+ ie +d y —1)+ete.(1) 
posons je+dy—1)=—m(e+ay—1), 


c+dy —1 06 — dd’ cd — c'd @ 
éedp/=1Lu c? “= d'2 cd” 


et fe = (1 —- m)(e + d y/— 1) + etc. alor deu à 


m désigne ici une fraction positive dont la valeur arbitraire sera 
telle que y soit contenu plusieurs fois dans &« + b / — 1. Le pre- 
mier terme de la valeur (8) de fx étant ainsi rendu plus petit, la 
tendance de /x vers 0 est accrue, et la marche de lapproximation est 
évidente. Le choix du nombre mm laisse beaucoup de latitude, et 
quand la racine sera suffisamment approchée, on pourra faire 
han, 

Soit, par ex. l'équation fx = 2" — 2° — 3% + 2—0 ; prenons 
&—=+(1y —1), d'où fr = 2(1— y — 1); on posera 


d'où Y—=—m ) 


my —], 


vi Hip —1--7y aveem—=l, 
d'oùaré 221 y (tee 1/1) 04 201092 0)08 A 
ainsi, # = 0,59 0,55 p/ — 1, 1'e approximation; 
ensuite, 0,0009 + 0,036 /— 1 —y (— 0,5032L- 4,047 y/ — 1) 


0,2271 — 0,0245 / —1 
16,6302 


puis,y —=— 


—— 0,0137 +-0,0015y/ — 1 


et æ—0,5763 + 0,5515 p/ — 1, et ainsi de suite. 

Ces calculs sont plus aisés en se servant de la transiormation 
indiquée daris la note p. 116; d'où l’on tire les expressions (1) et (2) : 
et ensuite, quand à — 1, ce qui est le cas le plus ordinaire, (2) est 
la valeur de la correction y. Mais quandz > 1, on doit extraire 
une racine de degré 1, ce qu’on fait, ainsi qu'il est expliqué dans la 
note citée. 
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CHAPITRE III. 


RÉSOLUTION D'ÉQUATIONS PARTICULIÈRES, 


Abaissement des Équations. 


566. On peut abaisser le degré d’une équ. {x = 0, quand on con- 
nait une relation 9 (a, b) = 0 entre deux de ses racines a et b. Car 
wettons a et b pour x dans fx, nous aurons ces trois équations 
(a, b) = 0, fa —0, fb—0 ; éliminant b entre la 1re et la 8°, on a 
un dernier diviseur F{a, b), et une équ. finale en a seul, qui doit 
coexister avec fa — 0, et avoir avec elle un commun diviseur en 
a; égalant ce diviseur à zéro , on trouve a; ensuite F (a, b) = 0 
donne b. Si ce diviseur n'existait pas, la relation donnée » (a, b) = 0 
n’existerait pas. 

Si l'on sait, par ex., que deux des racines + et a de l'équation 
a — 37 — 84, sont telles qu'on a 1 = a + 2r; éliminant a de 
a — 37a — 84, on trouve 22° — 3x° — 17x 30 — 0, qui doit 
avoir un commen diviseur avec la proposée. En effet, ce facteur 
est æ +3, d'où x ——3, puis a—=1 — 2x —7; cesont les deux 
racines ; la 8° est x — — 4, 

Soit 2% — 7x 6 — 0; si l’on donne encore 1 = « + 2x, on 
élimine a de aÿ — 7a + 6 — 0, et on a (22° — 8x — 2) 4r — 0, 
dont x — 2 est le commun diviseur avec la proposée ; donc x — 2, 
a— —3;enfinr— Îl. | 

Supposons qu'on sache que 2 est la somme de deux des racines 
de l’équ. æ4 — 23° — 92° + 22r — 22; comme d’ailleurs L 2 est 
la somme des quatre racines, les deux autres ont zéro pour somme, 
a = — x; substituant dans a# — 24... — 0, on tombe sur la pro- 
posée où les signes alternatifs sont changés æ4 + 225 —— Qx?,.., 
ajoutant et retranchant ces deux équ. en x, il vient 


gh — Yx? — 22 — 0, 27 — 29%r — 0; 
æ — 11 est facteur commun; ainsi # = + y’ 11, et par suite 
—1+y —1 


567. Les équ. réciproques sont celles dont les termes à égale dis- 
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æ 


tance des extrémes, ont même coefficient ; 
— nb 9 ” ( Q . 
fe = ha" pat HE que OR qe px Lk=0;.. . (1) 


* . 1 + 
si « est l'une des racines, — l'est aussi, parce qu’en substituant ces 
(4 


deux valeurs et chassant les dénominateurs, on obtient des résul- 
tats identiques. Les racines s’accouplent deux à deux par valeurs ré- 
ciproques ; de là, le nom qu'on donne à ces équ. On exprime analy- 
tiquement cette propriété par l’équ. 


; n I 


ler cas, degré impuir. n - 1 qui est le nombre des termes de 
l'équ. (1) est pair, et le coefficient P du terme moyen se répète : il 
est visible que x — — 1 satisfait à l'équ. Ainsi — 1 est la seule 
racine qui ne s’accouple pas avec une réciproque, parce qu'elle est 
elle-même sa réciproque. On divisera fx = 0 par # + 1 (procédé 
p. 37), et désignant le quotient par Fr —0, cette équ. d’ordre pair 
sera réciproque, puisque ses racines sont réciproques. C'est au 


Le 


reste ce qu'on démontre directement; car si l’on change x en — 
x 


dans l'équ. identique /x = (x + 1) Fx, et si l'on multiplie par +, 
on sait que le 1e membre restera fx; ainsi 


r &= G+ 1) EF () (vo Ll)aip () : 


, l ee Î . 
égalant ces deux valeurs de fx, on a Fax = 4" 1F C , Ce qui est 
T _ 
le caractère propre aux équ. réciproques. Soit 
849 — 108 227 1326 — Br — 8x4 137° etc. +3 = 0 
on a 8x8 — 1327 À 1576 — 95 — Gri— Ir etc. L 3 — 0 


2° cas, degré pair. Le coefficient moyen P ne se répète pas. Chan- 
geons x en 2» dans l'équ. (1), et divisons par x” ; puis réunissons 
les termes à coefficients égaux, 


k (aa) HE p (ai gt) Lg (a, EP = 0...(2) 


posuns 3==4%-- 4%; une fois qu'on aura formé et résolu la trans- 
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formée en 3, on aura x par 
s=}3sEp (is — 1). . . , s , (3) 
Or, pour éliminer +, nous avons visiblement 
(rt DT) (x Lea) = 2 at hais La) ; 


d’où deb des (githg()) 5 (aire La) y, 


Faisons successivement : = 9, 3, 4,..., il vient 


aan = x — 2 y, D Las 8 — 83, 

24 La 28 — 4e 2, à$ Lo $ = 25 — st EE 58, 

26 + axé = 26 — Gzé + 93: — 2, etc. 

En général, chacune de ces expressions est la somine des deux pre 
g ; 


cédentes multipliées par # et par — 1, On peut en déduire l'équ. 
générale 


VE (2 — 8) ». ii — 4) (2—5) , 
À — 7 —2 4h 10 
la : À Ont eue) ne Dune -aur de 2,8 ï 
1(i— 5) (2— 6) ( — 7) , 3 
7 à 5 3 etc . (4) 
Un terme quelconque T'se tire de celui # qui le précède par la 
fs} ” ; 

relation T = — se S, À désignant le nom- 


bre de termes antérieurs à 7. Nous ne démontrons pas cette théorie 
qui repose sur les mêmes principes que les séries de sin, et cos. 


d'arcs multiples (voy. n° 634). 
Notre ex. ci-devant traité 3x° — 137... devient 
8 (x o4) — 13 (a Has L15(a Ha) — 2(x Lx) —6—0, 
d'où Bsh— 1325 83-875 —30—0 
etz—1,2,3et — 5; puisr—1+0, :(3+4p/ 5)et—<{(5+y —11). 
L'équ. proposée du 9° degré revient donc à | 
(e H1) (x — 1) (2 — 5 H 1) (32° + 5x +38) = 0. 
L'équ. 225 — 1127-2726 — 4825 LL B0z4 — 432%, ,.,-L9 = 0 
donne 234 — 1135 193°—103=0, 
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et z—=0,5,2etl; puisx—=+p/ — 1,120, :(1+ÿ/ —3),2eti; 
doncona (x 1) (x — 1) (2 —x-+Æ1) (5 —2) (2x — 1) =0. 

De même, l’équ. 
29 + 28 — 927 He 3x6 — Br — Br + Brit... , L1—0 

donne 25 — 926 1225 — 204 + 122% — 9x LE 1 —0; 

d'où (244 x-4)—9{(a La) L12(4+ 7) — 20; 

d'où 54—132112z—0,etz—0, 1, 8 et —4, ainsir—+p/—1, 
11H 3), 2 (8H Bet - 24/8. A du 9° degré re- 


vient donc à 
1) (et 1) (a — 21) (a — 8e 1) (a do 1) = 


Equations à deux termes, racines de l'unité. 


568. nant l'équ. 4x" — B; 4 et B étant positifs. Soit 4 la 


B 
racine n° de, ft —;; mettant Ak" pour B, on a x" — k7 —0; 
faisant  — F il reste à résoudre l'équ, y* — 1 = 0, et à multi- 


plier par À toutes les valeurs de y. Tout nombre a donc n valeurs 
différentes pour sa racine n°; on les obtient en multipliant sa racine 
arithmétique par les n racines de l’unité. 

L'équ. 4x" B—0, par le même calcul se ramène à *%"=0, 
puis à y" + 1 = 0. 

Conime l'équ. y" — 1 — 0 est satisfaite par y = 1, divisons-la 
par y — 1 ; nous trouvons cette équ. réciproque, susceptible d'être 


abaissée (n° 567), 
gi gs Lys, Lybie 0 (1) 


Si x estimpair comme y" — 1 = 0 ne peut avoir de racines né- 
gatives, et que l'équ. (1) n’en a pas de positives, la proposée n'a 
qu'une racine réelle. 

Sin est pair, y" — 1 — 0 est satisfaite par y — + 1, et divisible 
par #— 1; d'oùy'?—Æy4.,, EL y 1 = 0 (n° 567). Comme 
il n'y a dans cette équation que des exposants pairs et des termes 
positifs, 1l n’y a ni racines positives, ni négatives ; la proposée n’a 
donc d’autres racines réelles que y — + 1. Soit n — 2m; on a 
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pe — 1 = (y" — 1) (y" L 1) ;et l'équ. proposée se partage en 
deux Rue 
Par ex., y — 1 = 0 donne y° + y + 1 —0; d’où 


y=l, y=—-:(i+y —3). 


De même, zf — ki — 0 donne y4 — 1—0; divisant par y — 1, 
on trouve y L 1 — 0; de là y = Æ 1, et + p/ — l;en- 
finr=+f,et tk — 1. 

569. Soit « l’une des racines de l’équ. y" — 1 = 0 ; comme 
e — 1, on a æ" — 1, quel que soit l’entier p, positif ou négatif. 
L’équ. y" — 1 —0 est done satisfaite par y = &; c'est-à-dire que 
si « est racine, «? l’est aussi. De à cette suite infinie de nombres 
qui sont tous racines : 


= —) —2 nn 1 3 q 
VIDE MU PAT NU Us te 30e (A) 


1° Si l’on prend p > n, en divisant par n, p a la forme nq - à, 
Son nat jets ae Ci diet à cause dei ke 
Ainsi dès que p dépasse n, on retombe sur les mêmes valeurs, dans 
le même ordre : de là cette période 


pr ML le Pac à de Peine Lis 


2° Si p est négatif, on a a? = 4"? = g"P— ,,,,à cause de 
a" = 1 ; l'exposant — p peut donc êétreremplacé par nk — p. D'où 
l’on voit que les exposants négatifs reproduisent encore les mêmes 
nombres que les positifs, et dans le même ordre. 

Les valeurs (2) sont donc telles, que si l’on en prend une quelconque, 
et les n — 1 qui la suivent ou la précèdent, on a une période qui se 
reproduit indéfiniment dans les deux sens. En outre, l'équ. & = «! 
est satisfaite non-seulement par p == q, mais encore par des valeurs 
de « qui supposent p et q inégaux; car, divisons par «7, il vient 
4 — 1 —=0. Il suffit donc, pour que # = 41, que « soit racine de 
l’équ. y?—3 — 1 — 0. | 

- 570. Il reste à savoir si les » termes de la période (3) sont en 
effet inégaux. Examinons s’il se pent que « = «, p et q étant °n; 
il faut que x, déjà racine de l’équ. y" — 1 — 0, le soit aussi de 
y" — 1 = 0, en faisant p — 4 — m; ce qui suppose que ces équ. 
ont un commun diviseur qui, égalé à zéro, donnera «x. Cherchons 
ce facteur par la méthode accoutumée {n° 102). On divise d’abord 
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y" — 1 par y" — 1, ce qui conduit aux restes, y" — 1, 
y"2® — 1....,enfin y — 1, à étant l'excès de # sur les multiples 
de m, qui y sont contenus. Ensuite on divise y" — 1 par ce reste 
ÿ* — 1, qui donne le reste y — 1, / étant l'excès de m sur le 
plus grand multiple de 4, ete. ; en un mot, on procède comme pour 
trouver le facteur commun entre # et m. 

1° Si n est un nombre premier, le commun diviseur entre n et m 
est 1, et celui de ÿ" — 1 et y” — 1 est y — 1 ; donc il n’y a que 

— 1 qui puisse rendre &# = «1 ; tous les termes de la période sont 
inégaux ; une seule racine imaginaire « donne, par ses puissances, 
æ, &.... æ" ou 1, toutes les autres racines. 

2° Sin est le produit de deux facteurs premiers leth, n = lh; po- 
sons les équ. y — 1 — 0, y" — 1 — 0, et soient B et > des racines 
autres que —- 1, savoir, B— 1, » — 1; d'où 8% — 91 — (6) — 1. 
Puisque L”, 9" et (B)" sont — 1, B, », et (By) sont racines de 
y" — 1—0; (8, 8.... 8) forment / nombres différents, qui se re- 
produisent périodiqueinent (n° 569) ; ainsi les # puissances de B ne 
forment que / nombres distincts, qui, dans (B, B?....8"), reviennent 
h fois. De même (>, »°.... 9") forment / périodes de À termes. 

Mais (By, By, By... B'>") sont différents et constituent la pé- 
riode des n racines cherchées. En effet, pour qu’on eût (>) —(8>}, 


où (81 — 1 —= 0, il faudrait que By fût racine commune à 
y-1— 1—=0 et.y"— 1 = 0, équ. qui ne peuvent avoir pour fac- 
teurs que y — 1 ou y* —- 1, puisque n — /h. Done on aurait 
By = 1; d'où # — 1, à cause de B/— 1 ; et comme aussi 9 — 1, 


let h auraient un facteur autre que un, contre l'hypothèse. Gon- 
cluons de là que si l’on prend 4 — £y, le période sera (x, 4°, a..,.æ), 
formée de n termes différents. | 

On peut abaisser lexposant p de B?># au-dessous de / pour 8, 
de k pour +, puisque B= 5 — 1, et l’on peut ôter de » tous Îles 
multiples de /ou À. Ainsi, B’>° représente tous les termes de la 
période, b et c étant les restes de la division de p par let . Donc, 
pour obtenir loutes les racines de y” — 1 —0, on cherchera 8 
et», c’est-à-dire l’une des racines, autre que —L 1, des équ. 
ÿ —1= 0, y — 1—0; puis on formera 8°, en prenant pour 
b et c toutes les combinaisons des nombres de 1 à / pour b, de 1 àh 
pour €, 

Lorsque / — 2, on fait 8 — 1, 

Quand # est le produit /hi de trois nombres premiers, on prouve 
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de même qu'il faut poser y — 1 — 0, y—1—=0,y — 1—=0 ; 
tirer de chacune une racine autre que + 1 ; faire le produit de ces 
racines By; enfin, en prendre les puissances, toutes comjirises dans 
la forme B'>°d%, b, e, et d étant les combinaisons des nombres 
1,2,3,.... jusqu'à /, het à; et ainsi des autres cas. 

3° Lorsque l'exposant » est ce la forme k”, k étant un nombre 
premier, on raisonnera comme dans l'ex. suivant. 

y — 1—0, où 81 — 34, Posez y — 1 — 0, et soit 4 une ra- 
cine imaginaire de cette équ.; extrayez-en les racines 1, 3, 9 et 


3 9 27 
27, savoir, 4, W/ 0, p/ 4, y 4 ; ce seront autant de solutions de la 
proposée, puisque les puissances 81‘ sont des puissances de 6, qui 


3 9 27 
= l:leproduité./8.p/9.y/ 0— « est aussi racine de y, par 


la même raison. Or, «, &, «%..,, a$t sont des quantités toules diffé- 
rentes, puisque sans cela « serait une racine commune à y#—1—0 
et y — 1—0,ce qui suppose entre ces équ. un facteur commun, 
qui ne peut être que y* — 1 — 0; ainsi « serait racine de celle-ci, 


3 
= 1l,;ou#.9.p/8. y 0— 1 ; élevant à la puissance 9, il vient 
= 1 contre l'hypothèse, Ainsi z, &, «%..,. «ft sont les 81 racines 
de la proposée. 

En général, pour résoudre y" — 1 — 0 lorsque n — h#, posez 
y} — 1— 0 ; 8 étant l'une des racines autre que - 1, extrayez de 4 
diverses racines dontles degrés? sont marqués pari h° h'h?....hE-2, 
en sorte que vous formiez les À résultats 8, 5.... désignés par 


Li 

V/ 4 ; ils seront tous des racines de y" — 1 = 0, aussi bien que leur 
produit « = Byd..., et les termes «, æ&..,. #", tous différents, 
constitueront les # racines cherchées. 

On voit de même que si n — hl', il faut résoudre y* — 1 —0 
et y — 1 —0, multiplier entre elles toutes les racines de ces équ., 
et faire ce produit — x, 

Suient Bet > des racines, autres que H 1, de chaque équ.; 
qu'on fasse 

h h h l l) 
BP=VE, L'=Ve,B"=Vl". y=yn v=Vo., 
on aura RP SK 99 PE 


Soit, par ex., y$ — 1 = 0; on traite y? — 1 — 0 et y — 1= 0, 


d'où 8=— 1, p=—21(1+y— 3); 
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puis, 


a=œi(l+y—38), w—i(—-I1+Lp—3), a——1,etc., 
et y=+El, SE —3), —:(1+y —3). 


Pour y — 1 — 0, faites y# — 1— 0 et y — 1 —0; pour la 
1'° équ., prenez — let Fes 1, leur produit — V/ — lan (rs 
est le même que ci-dessus, et l'on à 


am i(V —-1—-p/8), “=: (1—y —3), «x —y/ — 1, ete.; 
d'où y=+l, EV—1, E!(ILY —3), H!(y —I1+yS8). 


571. Puisque y — x, «?, «°,.... l’équ. (1) (n° 568) donne 


lat. ai 0, 1H Hat. a 0, 1 Lai La... =0 
on Sd Siret re 0, Sn — 1h, 


en désignant par $% la somme des puissances À de toutes les raci- 
nes, À étant entier et non divisible par n. 

572. Nous avons réduit la résolution de l’équ. y" — 1 = 0, au 
cas où » est un nombre premier. Nous nous servirons maintenant 
des lignes trigonométriques, en renvoyant pour le reste à la note 
XIV dela Résol., numér. des équ. ; 

En faisant cos x — p, on a vu, n° 861, que chacun des cosinus 
successifs des arcs 2x, 3x, 4x.... s'obtient en multipliant les deux 
précédents par 2p et — 1, puis ajoutant. Pour mettre’en évidence 
la loi que les résultats observent, faisons usage d’un artifice d'ana- 
lyse. Soit 2cos à — y + y’; il suit de la loi indiquée, que pour 
avoir cos 2%, il faut multiplier cos x ou + (y + y") par y + y", 
qui est 2 cos x, et retrancher cos 0x onu 1. On trouve 
2 cos 2x — y” + y—° ; on obtient de même 


2 cos 8r— y y *, 2cos x —yi y é, etc. 


Démontrons que les résultats suivent toujours la même loi. Sup- 
posons que cette loi soit vérifiée pour deux degrés consécutifs n—2 
et n — 1,ou 


2cos(n—2)x—y"22y tr), 2 cos(n —1)r—y"1+y tt), 


multiplions la deuxième équation par y - y-*, et retranchons la 
1; il viendra 2 cos nv — y" —- y"; ee qui prouve la proposition, 
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1 1 
On a 2 cos TIMES RS eg PS mer 


d'où *y—2ycosxL1=0, y" —2y" cosnr+1—0....(l) 


Si l’on à cos x, ces équ. donneront y, puis cos nx ; ainsi on pourri 
trouver cos #2 sans chercher successivement cos 8x, cos 4r....; 
c'est le terme général de la série des cosinus, et l'on pourrait en:- 
ployer ces équ. à la composition des tables; mais le calcul serait 
compliqué d'imaginaires. 

Si les tables de sinus sont formées, qu’on y prenne les valeurs de 
cos æet cos #+, nos deux équ. ne contenant plus que y, devront 
avoir une racine commune «; mais si l’on à y — 4, on a aussi 


y —=—, ainsi qu’on peut le reconnaitre (les équ. (1) sont récipro- 
&æ 


ques), donc elles ont deux racines communes, ou plntôt la 1° di- 
vise la 2°. Posons nx = 9; quel que soit l'arc », il faut donc que 


pp — y cos (2) + 1 divise y” — 2y" cosy L1..,, (2) 


573. Pour appliquer ce théorème, qui est dû à Moivre, au eas 
qui nous occupe, faisons o— 7, k désignant un entier quelconque, 
et 7 la demi-circonf, ; cos 9 est H 1 ou — 1, selon que & est pair 
ou impair, et le 2° trinôme devenant y” Æ 2y" + 1, ou(y 1}, 
on voit que | 


y? — 2y cos (5) il cdivisei y 1 sous(8) 
k étant un entier quelconque, pair pour y" — 1, ipair lorsqu'il 


s’agit de y" + 1. Sile 1% trinôme est un carré, on ne prendra pour 
diviseur que sa racine; ce cas exige que le cosinus soit Æ 1 ; alors 
k est 0, n, 2n...., et le facteur se réduit à y + 1. 


* En résolvant ces équ. (1), on trouve 
y = cosxHsinx. M— 71, yn = cos ne Æ sin nx . }/ — 1; 
d'où (cos & Æ sin æ . J/ — 1} = cos mx + sin nx . MW — 1. 


Cette belle propriété, dont on fait un fréquent usage dans l’'Algèbre supérieure, n'est, il 
est vrai, démontrée ici qu'autant que nest entier et positif, quoiqu'elle snbsiste dans tous 
les cas. Nous reviendrons sur ce sujet, n° 630, 

MATHÉM, PURES, T, I, Ÿ 
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Les racines de y" + 1 —0 sont donc comprises dans 


e 


kr kr 
— , mme i — . PET : e . C2 Li) 4 
y = COS (SE) æsin (=) / | (4) 


kr : 
Tant que l’entier À ne passe pas #, l'arc PT est une fraction 


croissante de la demi-circonf. ; ces arcs ont des cosinus inégaux, et 
l’on obtient des facteurs différents du 2° degré, que nous représen- 
terons par 4,B,C. . .. L,M. Comme nictn — 2 ont 2n pour 
somme , ces nombres sont ensemble pairs ou impairs, soit 


Aou Mauve ir 
k=n—+Hi, à étant € n; l'arc devient — = 7 + 7? arcs dont le 
) n 


cosinus est le même : d’où résulte que le facteur trinôme est le 
même pour À —n—iet n - 2. Après avoir donc pris pour # tous 
les nombres (pairs ou impairs) jusqu'à #, au delà on retrouve les 
mêmes facteurs de 2° degré en ordre rétrograde W,L.... C,B,4. 


, è ir 
Passé 2n, k a la forme 2qn — 1, et l'arc devient 2qr + sv" dont 


le cosinus est encore le même ; ainsi, on retombe sur les mêmes 
facteurs dans le même ordre 4,B.... L,M...., B,A. Il est, comme 
on voit, inutile de donner à k des valeurs > n. 

1° S2 n est pair, += n ÆE à sont ensemble pairs ou impairs; 


Q 


1 T îT à 
k —}:nZ# donne les arcs — — = 7 +—, dont les cosinus sont 
n n 


2 


“ 


1 . . fix :# 
égaux en signes contraires, savoir, — 2 sin (7) ; ainsi, lorsque 
n : 


n est pair, on ne fera pas k © = n, mais on prendra les cosinus avec 
le signe ++ 

2° Sin est impair, l'un de ses nombres n — : et 2 est pair et l’au- 
tre impair, puisque leur somme est impaire : ainsi, on n’est en droit 
de prendre que l’un d'eux pour valeur de k. Soit k — n — ài,t 


, kr ir ar \ 
étant + n; on à Cos [—] = cos | 7 —— |] — + cos | — } ; 
ñn n n 


c'est-à-dire que quand k dépasse + », les cos. de notre facteur tri- 
nôme (3), sont, en signe contraire, les mêmes que si l’on eût pris 
k — à, valeur exelue et <° + n. Donc on fera k = 0, 1,2,8.... sans 
aller au delà de + n, et on obtiendra des arcs + x, dont les cos. con- 
viendront au théorème (3), mais en changeant de deux en deux le 
signe du cosinus. 
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Enfin, y — - donne x? — 2ax cos (= _ + &, pour la formule 
générale des facteurs de 2”  «". 

Pour y# 1, À doit être impair; £ = 1 donne l'arc ? x ou 
45°, dont le cos est = p/ 2; pris en +, on a les deux facteurs 
PEypy/ 21; ainsi 

ah ak (x + ax /2 — a) (a? — ax /2 + a. 
Pour y5— 1, = 1 donne l'arc; 7, dont le cos est = 3, qu'on 
prendra en +; 4 — 3 donne le cos zéro ; donc 


HIGH y V8 y 8H) + D. 

Soit y° — 1; faisons À — 0 et 2 ; les cos. de zéro et? 7 sont 1 et 
+, qui, pris en +, donnent / 

—1= (y +) ++ D (y —y +1) (y — 1); 

en en Gr DD = GED (D EE 

ÿS — 1—(y# — 1) (y — 1). Ces facteurs viennent d’être dé- 
composés. 

Pour y9 — 1, il faut faire À = 0, 1,2, 8, et 1e et prendre les cos. 


de rangs pairs en signes contraires, savoir 1, — cos 20°, -L cos 40e, 
— cos 60° et E cos 80, les facteurs sont, outre y — 1 et y y L1, 


(y° + 1,879... y 1) (y — 1,532... y + 1) (y — 0,847... y 1) 
D 1 (y (+ y HD) (+ gi +1). 


Quant à y? 1, on opérera de même, en prenant avec un signe 
contraire les cos. de rangs impairs, ce qui revient à changer ci- 
dessus les signes de tous les 2° termes des facteurs, savoir : 


PTISUTUY YEN EST), 
et en effet, ilest clair qu'il suflit de changer y en — y. 
Il est facile de résoudre par rapport à l'arc #, l’équ. 


k cos mt LE p cos (m — 1) 4 Lqgcos(m— 2)4.... LP= 0, 
Car en posant 2 cos t — x + »7", on a (n° 572) 
Ra a) + pont and) gare au) de Pa 0 


équation traitée p. 122, On pourrait aussi développer les cos. d’arces 
9* 
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multiples selon les puissances ascendantes des cos. d'arcs simples , 
par les formules que nous ferons connaitre plus tard. 

874. La proposition (3) estce qu'on nomme le Théorème de Côtes : 
ce savant l’avait présentée sous une forme géométrique. Du rayon 
AR = a (fig. 24, 24 bis) soit décrit le cercle 4CHL, et le diamètre 
AH, passant en un point arbitraire © ; à partir de À partagez la 
circonférence en 2n arcs égaux 4a, aB, Bb,.... chacun est le #° de 
r; menez des rayons vecteurs du point © aux points de division. 
Celui qui va au point quelconque € forme le triangle COP, du- 
quel, en faisant l'angle CRA = «, OR = x, on tire 


CP—asina, RP —acosa, OP —=acos x — x; 
donc OC? = 2° — 2ax cos & + a = OC. OL ; et si l'arc 4C con- 
kr js + ing 
tient 4 divisions, on a « ——, Ce trinôme étant facteur de 2" & a”, 
D | 


selon que # est pair ou impair, les rayons vecteurs, menés aux 
points de divisions alternatifs, constituent tous ces facteurs, 
OAÂ— a — x, OH — a+ x, répondent aux facteurs réels du 
1er degré. 

Désignons par Z, Z”, Z’'....les rayons menés aux divisions paires, 
etpar z,7,3”.... CEUX qui vont aux impaires; on aura 


2.2.2"... —=0@"—+ 2", que O soit intérieur ou extérieur; 
2.2.2"... — a" — 3", si O estintérieur (fig. 24); 
Z.L'. 2"... —= 32" — a", si Oest extérieur (fig. 24 bis). 


Equations à trois termes. 


575. Prenons l'équ. 4x” L Bz" L C = 0, où l’un des expo- 
sants de x est double de l'autre ; en faisant #" — 3, il vient 
r A5 + B3+C—=0. 


1° Si les racines de z sont réelles, telle que f et g, on doit résou- 
dre ces équ. à deux termes à" — f, à" —g. 

Par exemple, trouver deux nombres tels, que leur produit soit 
10, et la somme des cubes 133? | 


} 


10 \° 
2 SE ) as 133, x — 133% - 1000 = 0. 


Ve 
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Faisant ° — z, 2° — ie + 1000 — 0; d'où 3 = 8 et 125; po- 
sant ensuite x° — 8 et 125, il vient x 9 et », et en outre (n° 569) 
2x, et 52, puis 5a'et ae. « étant une racine cubique imaginaire de 
l'unité. Telles sont les trois solutions du problème. 
2° Si les racines sont égales, on a B? — 44C — 0, la proposée 
est un carré exact, (az" + b} = 0, et l’on retombe sur une équ. à 
deux termes. Par ex., trouver un nombre tel, qu'en divisant son 
double par 3, et 3 par son double, 2 soit la somme des 4° puissances 
des quotients ? 


4 9 4 
(+) de (ESLX —2, d'où (1674 — 81} — 0; 
3 


et comme y#=—= 1 a pour racines Æ 1 et + = 1,onir= +27 
et+ip— 1. 

8° Enfin, quand les racines sont imaginaires, ou B° — 44C< 0, 
on fera 4x — Cy°", et la proposée, devenant 


B 
iypeotne 


sera comparable à (2) (n° 572); car le coefficient de y" est <° 2, à 
cause de B? <° 4 4C. I y a donc un arc 9 qui a la moitié de ce fac- 
teur pour cosinus, arc qu'on déterminera par log. d’après la relation 


B 


y (40 HE 


cos = — 


Notre transformée est donc divisible par y? — 2y cos (+) —1—0, 
ñ 


en prenant pour ? tous les arcs dont Je cos est donné par l'équ. (5), 

et qui sont non-seulement l'arc © 7 180°, donné par la table, mais 

encore 9 + 27, o—- 4r...., en général, 9 + 2k7, À étant un entier 

o — 2kr 
n 


quelconque : soit d — ,; tous les facteurs cherchés sont 


compris dans la forme 
VW A4— 9% (40. cosy LC — 0. - Ms Lil} 
Il est d'ailleurs inutile de prendre À © n, puisque 4 = qn —<- : donne 
s De 
— —— 


l'arc 2qr 7° et supprimant les circonf. 2gr, il reste à 
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prendre le cos de l'arc qu'on à eu pour k = à <{ n ; on retombe- 
rait donc sur les mères facteurs. 

Observez qu'ici le rayon est — 1, et que si l’on fait usage des ta- 
bles de log., il faut soustraire 10 de tous les log. des cos. qu'on 
emploie dans le calcul (voy.t. I, p. 339). 

Par ex., soit l’équ. 26 — 22% L1—=0:4—=C=1, BP= —2, 
n—= 8; on trouve cos o — 1, les ares Y = 0°, 120° et 240c; partant la 
proposée ases trois facteurs de la forme 2° — 2x cos LE 1; et comme 
cos Ÿ a pour valeurs 1, — sin 30° — — <et — cos 60°— — <,on 
trouve 2° — 2x +- 1, et x° x + 1, ce dérnier facteur étant dou- 
ble. Ainsi la proposée est lé carré de (x —- 1) (x?  & + 1), ou 
de x° — 1. * 

Soit encore x° + L 060: 4—B—1,C—=2b,n= 3, 
et cos 9 — —-—; les tables donnent, à cause du signe —, 
e —=98° 4420”, dont la moitié L est 47°8210” ; ajuutons 180°, et 


nous formerons un arc dont le cosinus est le même que le précédent 


en signe contraire. 


Substituant dans le 2° terme de la for- we 
cos Y... 1,8266074 


mule générale (6), le calcul ci-contre donne Ds, 0,5010300 — 
— 3 pour coefficient de l’un des facteurs. V5... 0,5494850 
Ainsi nos facteurs sont »° Æ 3x + 5, Due ses UINTI1288 68 
| — 3 
Enfin, pour 2x6 L 32% EL 5 — 0, on a cos 9 — ———, 
3 ...0,1771215 — | 
2  — 0,5010300 | 2... 0,5010500 — 
| 5 
V'i0 — 0,5000000 | ÿ/10... 0,1666667 
ne PONT AT 6 
cos p . . + 1367609135 — | 2/10. . . 0,4676967 — 


On trouve 9 — 61° 41’, ou plutôt 118° 19’, en prenant le supplé- 
ment, à cause du signe —, Le tiers est d — 39° 26’ 20”; ajoutant 
120° deux fois successives, et prenant les cos L, on a cos 39° 26’ 20”, 
— sin 69° 26’ 20”, et sin 9° 26’ 20”. Donc 


6 
2/10... . 0,46770 — | 0,46770 — | 0,46770 — 
co$ ÿ. à. 1,88779 : | 1,97141 — | 1,21485 
0,55549 — | 0,45911 + | 1,68253 — 
Soit fait a ——2,2672 +92,7486 — 0,48148, 


. 3 3 
et nos trois facteurs sont de la forime x° 2 + ax + /'5. 
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Racines des expressions compliquées de Radicaux. 


576. Admettons que a y b soit un carré, et cherchons-en la 
racine, qui doit avoir la forme p/ # + p/ y ; si elle était fiv y, 


on aurait + — f*. Posons donc 


V'a+VD=y/r + y d'où x +y+2y/ (ay) =a +58, 
puis, cLy=a, 2 (xy) =V b, 
en séparant l’équ. en deux, comme p. 115. Pour tirer x et y de ces 
équ., formez les carrés et retranchez, vous aurez 


2 — Dry Hp = (x — y} = a — b, 
Comme x et y sont supposés rationnels, 4° -— b doit être un carré 


exact connu, que nous ferons = #; x — y—#k,etxLy—a 
donnent la solution cherchée 


=; (a), y = :;:(a —hb), k = (a — b), 

Soit y. (4-2/ 3); onaa—4, b— 12; d'où & — b—=k—4, 
puis À — 2, x — 3 et y — 1; la racine demandée est +(1 + y 3). 
Celle de 4 — 21/3 est + (1 — y 38). 

Pourp/(—1+2}/—92),a—b—=9,k4—=3,2—=1,y—— 9, 
et l’on a + (1 + /— 2) pour racines, 

Sia— y/ best un cube exact, on pose 


a+ =(+ynys 


3 étant une indéterminée dont on dispose à volonté pour faciliter le 
calcul. En élevant au cube et comparant les termes rationnels, on 
trouve 


’ 


a = 3 (a+ Say), Vb= 3 y (82 + y); 


carrant ces équ. et retranchant, on a 


— b = 2° [(2° + 8xy) — PAR ETA 
Or, le facteur de z° est la différence de deux carrés ; et revient 
visiblement à (x + y} X (æ — y y}, ou (x — y}; donc 


a — 


_ 


b . ’ . . . 
— (2 y}. Mais + et y sont supposés rationnels ; ainsi le 
3? | 


\, 
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ler membre doit étre un cube exact; et il sera toujours facile de 
déterminer 3 de manière à remplir cette condition, ne fût-ce qu’en 
posant 3 — (a — b} : si a? — best un cube, on fera 3 — 1. En 
général, on décomposera @ — ben facteurs premiers, et l'on dis- 
tinguera bientôt quels facteurs doivent être introduits où suppri- 
miés, pour avoir un cube exact. Ainsi, z et À seront connus dans les 
relations 


3 | 
= \/ (—): PT RÉ 23 EE (SP SUR 
2? 


d'où y—=2 — À, za — hrs = 4. 


_ 


Cette dernière équ. donne x, en se contentant des seules racines 
rationnelles ; la précédente fait connaitre y, et l’on a la racine de- 
mandée. | 

Pour 10 L 6/3 onaa—10, b — 108, a° — b—— 8; ainsi 
3=—1,etk — — 2. Donc 4° 6x = 10, d'oùxz = 1, puis 


y =3; enfin, (1046 //8)= 1+ y 8. 
Soit encore 8 + 44ÿ/ 5; on aa? — b =-— 16 ; on fera 3 = 4, 
k—= — 1; d'où 4x E 8x — 2, et x = :, y — À; enfin, 


45 
2 . (14 y 8) est racine cubique de 8 L 4 5. 
En posant / (« | /b) = (x + / y) 3, 


et raisonnant de même, on déterminerait +, y et z, dans le cas où 
a — V/ best une puissance »° exacte. 

577. Dans toute autre formule, il ne suffit pas de substituer, pour 
les radicaux qui s’y trouvent, leur valeur approchée, parce qu’on 
néglige ainsi toutes valeurs imaginaires dont ces radicaux sont 


pl 


susceptibles. On doit remplacer. J/_4, par & y 4, æy/ 4...(n0869), 


en prenant 1, «, «’.... pour les racines de l'équ. y" — 1 = 0. 
Si l’on a x — a V9 + b V'g + © V9 —-..., il suffit de poser 
f=g, 2 = dy + by + of... 


et d'éliminer y entre ces deux équ. ; toutes les racines de l’équ. 
finale en + seront les valeurs cherchées de x. 


2 mm 
Quand on a une fonct. fx compliquée de radicaux, V4, y 5... 
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pour obtenir toutes les valeurs de fr, posez y" = 4,1" = B, et 
introduisez pour vos radicaux, les n valeurs de y, les m de t...., 
combinées entre elles de tontes les manières possibles, 

Quand des radicaux fonctions de + entrent dans une équ. on l’en 
dégage en représentant chaque radical par une nouvelle inconnue , 
qu'on élimine ensuite par les procédés ordinaires. Ainsi pour l’équ. 


5—/z—9Y (+ 1} = 0, on pose x = »°,,2  L= 9, 


d'où  æ — 3 — 2y—= 0 : éliminant y, il vient 
4x + 4 = 2° — Qr3 + 2, avec 33 — x —0. 
Enfin, éliminant z, on obtient l’équ. finale 
26 — 1229 EE S4rt LE 8x — 167%? — 192r — 64 — 0; 


on trouve d'abord x = 8 et — 1, qui sont les solutions réelles de- 
mandées ; quant aux quatre autres racines, elles se rapportent aux 
combinaisons des valeurs des racines imaginaires desradicaux carré 
et cubique de la proposée. 


Equations du troisième degré. 


578. Pour résoudre l’équ. kx° L ax?  bx + c — 0, chassons le 
2° terme et le coeficient du premier, en posant (page #3) 
| gd — à 

8k ? 
d'ou, 23 3x (3kb — a°) - 2a$ — IJabk + 27ch — 0. 


+ / DE —— 


Ainsi toute équ. du 3° degré est réductible à 


Lpr EE q—=0. . . . . 
Posons 2 = y + 5; d'où, = 8yz (y + 3) Ly+ si; 
ainsi la proposée devient 


sp es 


3 3 L- 
(Sys + p) (y +2) + y ++ g = 0. 

Or, le partage de x en deux nombres y et z peut se faire d'une 
infinité de manières, et l’on a le droit de se donner leur produit, 
ou leur différence, ou leur rapport, etc... Posons donc que le 
1e facteur est nul, ou 


M in LEE ge 
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Le cube de la re équ. y%3 = — (2p) montre que 4° et z° ont — q 
pour somme, et —(:p} pour produit, c'est-à-dire que Îles incon- 
nues y° et 3° sont les racines f et #’ de l’équ. du 2° degré (n° 137, 5°) 


pile gr EL pe ps CARPE ENT 


qu'on nomme la Réduite. Connaissant # et #”, on aÿ =t, = 1; 
1, «, æ, étant les trois racines cubiques de l'unité {n° 569), on a 
donc 


y=Vtayt, “Vt sepltral/t, ce? +. 


Mais ilne faut pas, pourobtenir + = y—-3, ajouter toutes ces valeurs 
deux à deux, puisqu'on aurait 9 racines au lieu de 8. Comme, au 
lieu de l'équ. y5 — — °p, on en a employé le cube, on a triplé le 
nombre des racines ; il ne faut donc ajouter que celles de cés valeurs 
3 
de y et de z dont le produit est — :p, ou p/(#), puisque le 
2° membre de l’équ. (2) étant — — #.#, la racine cubique est 
— -p. Il est facile de voir, à cause de «= 1, que des 9 combinai- 


| 3 3 
sons, on ne doit admettre, avec x =y/ t + p/t', que 


3 3 3 3 À 
ray i+keptr,. et pi ka /#. 


Substituant pour & et «° leurs valeurs — :(1 + p// — 3), n° 568, et 
faisant, pour abréger, 


s=Vityr, aepiyrl. . @ 


on à Las, VE A SE IS) 


Donc, pour résoudre l’équ. du 8° degré (1), il faut d’abord ré- 
soudre la réduité (2); et connaissant # et #’, on introduira leurs va- 
leurs dans les formules (3).. 

Par ex., 4° LL 6x — 7 donne p = 6, q — — 7, et la réduite 
B—7t—8; d'oùt—1l+2,éi—8,# — — 1; les racines cubi- 
ques sont 2 et — 1 ; doné, | | 


s—1l,d=38,æ—1,et—1(1+ 3.p/—8). 


Soit y — 3y° + 12y— 4; on pose y — x —- 1 pour chasser le 
2° terme, et l'on a 3 L 9x L6—0,p— 9, q = 6, et la réduite 
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P + Ge = 27 ; donc t=—8, td — — 9,et 


s—1/ 3 —j/9 — —0,637835 — x, d=—3,822893, 

puis, y—0,362165, et 1,318918 + 1,761167 p/ — 8. 

L'équ. 23 — 8x — 18 donne # — 1841 —0,1—9+4/8; 
la racine cubique est (p. 136)? + :p/ 8; ainsis =3,d=p/8; 
enfiÿ ass, ét 22 (81 — 15). 
23 — 97x84 —0 donne # -L 54-729 — 0, ou (6 27} = 0, 

t— — 97 : ainsi x — — 6 et 3 (racine double). 

On peut résoudre l’équ. du 3° degré à l’aide des tables de log., 
en se servant du procédé décrit t. [, p. 851, pour obtenir les ra- 
cines # et ?’ de la réduite. 


193 
Sip est positif, on pose tang 9 = À 
pes y Gp} 
: de Ft L RQ AN ARS Lo 
d'oùt—#}y (:p} tang +», t ang g" 
3 3 3 (= E 
puis ÿ4=V Ep) X Vtangin re VC, 
V tang + 
Si p est négatif, on pose | sin air - 
3 3 3 E 
d'où Wi=—y/(ip) XV/tangis = Ven. 
V’ tang +6 


Une fois qu'on a trouvé les racines cubiques de t# et #, on en tire 
les valeurs de s et de d, et par suite celles de x, 

Par ex., pour l’équ. 4° E 9x + 6 —0 de la p. 138, on a p = 9, 
q = + 6; c'est le 1e cas ci-dessus ; 


+ HOT TM 0.5010300 
. ie A 0.4771213 
di Fox dièr2 D 0.2385606 . . . . 0.2385606, . . . . . 0.2385606 — 
s w. à 
EE — 0.7781515 V/tang. 1.9204798, . . . . . — 1.9204798 


Tang». ... 0.2585606 1er, , 0.1590404 2e, ., 0.3180808 — 


9 —600, +p=—5300 log taf — 1.7614394 
1er terme. . . . 1,442250 
Led /e0008 dE = 2,080083 


s == à = — (0.667833, d = 3,522535 
æ = + 0,518916 E 1,761166 . V/—3 
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De même, pour 2ÿ — 2x — 5 — 0 (page 81), onap=2, 
g——5;on est dans le 2° cas, eton a 


D 2 rt der 0.30103500 
ar 1.8259087 
Le ve 19119543... +... ", 19149543— . . . .1.9119545— 
! 3 0 eZ F 
5... . —0.6989700— V7. . 1.6807114— . .. —1.6807114— 


Sinp.....  1.5579230—, Mer, , . 1.5926657+, 2e, , , 0.2512499-4- 
e = — 190 54 53/18, L © — — 60 17/ 16/ 59 log tang — 1.0421343 
Ter terme, . . . + 0,391441 
2m VE W705111 
s = à = + 2,094559 d — 1,311670 
x = — 1.047276 Æ 0,655835 . V/— 3 


579. Tant que les deux racines t et t’ de la réduite sont réelles, 


%4 é, VE le sont, ainsi que s et d'; il suit des formules (3) que la 
proposée n’a qu'une racine réelle. Cependant, site tome == 0 
et les trois valeurs de x sont réelles, deux étant égales à la moitié 
de la 8° en signe contraire. C’est ce qu'on voit dans l'exemple p.139. 

Mais si la réduite a ses racines imaginaires, c'est-à-dire si 
27 q° +- 4p5 < 0, ce qui emporte la condition que p soit négatif, 
les expressions (8) restant compliquées d'iinaginaires , il semble 
qu'aucune des trois racines ne soit réelle, contre ce qu'on sait 
d’ailleurs (n° 533, Il). Cette circonstance , qui n'arrive que quand 
précisément les trois racines sont réelles, a beaucoup embarrassé les 
algébristes, qui ne savaient pas trouver ces racines, et ils l'ont nom- 
mée cas trréductible. Ce cas se rencontre quand p est négatif, et que 
4p° © 27q°, relations qu: nous avons exprimées en une seule con- 
dition. 

Les valeurs de # et #’ étant représentées par « + by — 1, la 
racine cubique, ou la puissance +, se développe (page 15) en série. 
Sans exécuter ce calcul, il est visible qu’on n’y peut trouver d’ima- 
ginaires que dans les termes où bj/ — 1 est affecté d’exposants 
impairs ; et comme l'une de ces séries se déduit de l’autre en chan- 
geant ben — b, ilest clair qu'elles sont toutes deux comprises dans 
la forme P + O1 — 1, dont la somme est s —2P, et la difé- 
rence d — 20 y — 1. Ainsi, les formules (3) se réduisent à ces 
expressions réelles, 


3—2P,et P+HQ/8. . . .(4) 
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Nos racines sont donc réelles, précisément lorsque les équ. (3) les 
donnent sous forme imaginaire. Ce cas singulier vient de ce qu’en 
posant x = y + 3, et ys = — = p, rien n’exprime que y et z 
soient en effet réels; et notre calenl prouve même qu’ils sont ima- 
ginaires quand les trois racines sont réelles. Pour les obtenir, on 
développera la puissance + de a + b p/ — 1 sous la forme 
P + Qy—1;et Pet © seront connus dansles équ. (4). 

Ce procédé ne serait guère propre à faire connaitre les trois ra- 
cines ; les snivants sont préférables. 

Lorsqu'on connait l’une @ des racines de x, pour obtenir les deux 
autres , on divise la proposée par > — a; le reste aÿ ap + q est 
nul par hypothèse, et le quotient du 2° degré &° + ax a? L p, 
égalé à zéro, donne 


s= 20 Ve p— Nes: r À. 00 (8) 


Si la 1"° racine a est réelle ; pour que les deux autres le soient aussi, 
il est nécessaire et il suffit que p soit négatif et © + a. Changeons 
donc p en — p, et désignons par d la différ. positive d = p — £ a?, 
Pour examiner le cas dont il s'agit, éliminons a entre cette équ. et 
q = — a —+ ap, afin de rendre la comparaison de p à g exempte 
de a. L’équ. finale peut s’écrire sous la forme 


4p$ — 279 = 4d (49 — 8p} ; 


et comme d'a le signe + dans le cas actuel, on voit que les racines 
ne sont réelles qu’autant que p est négatif, et que 4p* © 27q°, ce qui 
rend imaginaires les racines de la réduite, et s'accorde avec ce qu’on 
vient de dire. 

Pour obtenir les racines dans ce cas, on réduira d’abord à — 1 le 
coefficient du 2 terme de l’équ. (1) en posant + = + p; on 
doit préférer ici le signe négatif. En divisant par p/ p#, la transfor- 
mée est 


= 0, 


Seimge 2 e 
V’p 

Or la supposition que 4p © 27q°, ou — 2 FL 

2 das. 

Va? PÆ prouve que si l'on fait z — 4 le résultat est po- 

sitif : il a le signe —, pour z = 1 ; il y a donc une racine de 3 entre 

let y — 1,1547. Faisons 3 = 1 + v, vo sera << 0,1547, 


ou enfin 
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et on pourra négliger v*, pour une 1° approximation; savoir, 


q 
Do 802 == 
+ VF 


; résolvant cette équ. on a z, et, par suite, 


| 


secs LU (a+y/ +38). ac DE 


On donne à cette valeur approchée de x un signe contraire à celui 
du dernier terme g; on procède ensuite à une approximation ulté- 
rieure par les procédés ordinaires (n° 538) ; l’expression (5), qui 


revient à #æ—— + a + }/d, donne ensuite les deux autres racines. 
Ainsi pour l'équation 4° — 5x + 8=0, onarx=—:y/5; 
d'où 25 — 3—= -———; d'où 
5y/ 5? 


a=—>V s(2411/ Lg) = —1/6.8,848=— 2,102; 


puis par suite, æ=——2,490862, 1,834245 et 0,6566166. 

580. Mais si Pon veut recourir aux logarithmes , on préfère se 
servir du procédé suivant. Il suit du théorème (2), n° 572, en faisant 
n — 3, que le rayon étant un, 


y — 2y cos = p + 1 divise y$ — 2 cos ? L 1. . 


Soit fait à — m (y + y—*), dans a — px + q — 0; nous mettons 
— p, parce que nous ne traitons ici que le cas où 27q? + 4p* est 
négatif ; 


d'où, m9 (y y) + (Bm — pm) y + y) +g= 0, 
On chasse le RUE terme en posant 3m? =— p ; d’où, m— Ep. 
Donc ÿ + — Te PE + 1 = 0. Mais dans le cas que nous traitons , 


t est imaginaire ie l'équ. (2), ou (2q} < (:p)° : on peut donc 
trouver un arc 9 dont le cos soit la moitié du facteur de y, puisque 
cette moitié est <° 1 ; 


COS 9 —= : < . . 
he ERA. 


alors la proposée , se trouvant réduite à notre 2° trinôme , est divi- 
sible par y — 2y cos + ® — 1 — 0; divisant par y, on a 
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yLy = 2 cos +9; et comme x —=m (y y '),ona 


2 = 2H (5h) :.CO8 Para Hohue + © (8) 


L’arc sera donné par un caleul logarithmique : on en prendra le 
tiers, auquel on ajoutera 120° et 240°, parce qu'on peut prendre, 
outre l’arc trouvé dans la table, les ares 9 + 2x, 9 47, qui ont 
le même cosinus. L’équ. (8), où cos + © prend trois valeurs, déter- 
minera les trois racines réelles. 


Soit, par ex., 2 — x — 3 — 0; un 5...  0,6989700 
é 8 3 3... — 0,4771213 
ap=— D, q —=— 9, COS 9 — 9 5 V/ 5! AULE 0,2218487 


" MOD pr 0,1109243 
2 


213 
Le calcul ci-contre donne o — 45°48' 9" 2...  0,3010300 


dont le tiers est 15° 16’ 3”. On y ajoutera dén.. . . — 0,6338030 
120° et 240°, et l’on prendra les cosinus, dape 27 MT TA 


qui fre coke... 1.8433183 


“= 


cos 150 16/ 3// — sin 430 16/ 5//, — cos 750 16’ 3/’, 


On prend ci-contre, 


2V/5 . . . 0,4119543 0,4119543 0,4119543 
cos Lo .. . . 1,9843955 1,8515032— 1,4055576— 
x... . 0,3963498, 0,2634575—, 1,8175119—, 

x — 2,490862 —1,834245 —0,6566166 


Pour l’équ. 2° — 5x EL 3 — 0, il suffit de changer + en — x, et 
l'on retombe sur l’équ. précédente ; on a donc les mêmes racines 
- en signes contraires. Au reste, en traitant directement cet ex.; 
l'équ. (5) donnant cos # négatif, l'arc o est © 90°, et le supplément 
du précédent : le calcul se continue de même. 


Soit l'équ. 2° — 4x + 1 — 0 : d’où cos » — Le cal- 


— ] 
25V 3 
cul donne » — 108° 57’ 3”,5, et l’on obtient enfin. . . ....., 
æ = 1,860807 . . . . — 2,114907 . . . . 0,254099 . . , . 


Equatons du quatrième degré. 


581. Soit proposée l’équ, æi— pa’ - qx Hr = 0; pour Ja ré- 


soudre , employons la même marche que pour le 3° degré; regar- 
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dons + comme formé de deux parties y et z, x —=y +3; d'où 


Yi (6e p) + (6 pe Lost 
+4 y (si + 2ps + q) y —0. 
Mais nous pouvons poser une relation à volonté entre y et z : 


égalant à zéro la 2° ligne qui renferme les puissances impaires de y, 
nous avons 


La transformée devient, en éliminant #, 


cts : ; FX SE 
a pet + eg = 0, 
, ss . . . 
équ. qui n'a que des puissances paires de z. Faisons donc, pour 
simplifier, 3° = + é, ct nous anrons 


BL 2pe L(p—4rht—g—0 . . . (4) 


C’est la réduite qui est du 3° degré, et a nécessairement au moins 
une racine réelle et positive * : désignons par # cette racine ; nou 
avons z—= + - Let où le signe est arbitraire. Substituant dan: 
æ — y + set dans (1), il vient 


Vu? » 1 2 
AA OA eu 


On trouve enfin, en ayant égard à la correspondance des signes, et 
éliminant y, 


. | 


x =iyt+ 29 


(2 
ii) 


Ainsi l’on résoudra la réduite (4) ; et prenant une racine positive 
t, on la substituera dans les formules (B), qui donneront les quatre 
valeurs de x. 

Soit, par ex., 2v4 — 1971 Q4r—2; p—— 2, q— 192, etc. ; 


Die 


… 64 à A) 
z=—!yt+ 


xfm 


’ # > I LR : 
* Il faut dégager cette équ. de son 2° terme, en posant £ = = (u — 2p) :; d'où 
gag q P 3 P, 


u3 — Ju (p* + 12) + 127 —- 2p$ — 259? = 0, 
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la réduite est # — 19 L 964 — 144. L'une des racines t — 3 
donne 


=; VB8EV (41-238) et —ip/8+y(4+2V8); 
et comme (p. 135) / (4+9p/3 = 1+1/8, 
on a r=l+ip/8, z——1+2p/8. 


L'équation æ4 — 2bx° + 607 — 36 — 0 a pour réduite, 
& — 508 — 769 — 3600; prenons { — 9, et nous aurons 
æ —= 8, 9, 1 et — 6. 

Pour xä —- 5 1—0,on a 8 —4— 1; d'où 4 — 9,114907.... 
(voy. p. 144); on entire 


æ — — 0,7271360 + 0,934099 p/ — 1, 
æ = ++ 0,727136 + 0,4300139 p — 1, 
Enfia, l'équation #4 — 32° — 42» — 40 donne 
8 — GP 1694 := 1764; 
d'où , #—9;puisz—4, — 1 eti(3 +p/— 31). 
582. Si l’on mettait pour #, dans les équ. B, toute autre racine 
de la réduite, on n’obtiendrait pas des valeurs différentes pour x, 
et l'on ne préfère la racine positive é aux deux autres # et #”, que 


pour la commodité des calculs. En effet, exprimons ces valeurs 2 
en fonction des trois racines, On a 


té = —92p, 1.8 =; 
la 1°° donne LE = — 2p —t, 
la 2° VE r)= SR. POUR CITES PTE 
d’où c=iVtEVGrHEU ir “y, 
ou bien DV rEVr Er) 4) 


de même x=i(—Vit+yr+yr) UE ME 


Ces équ. ne conviennent qu'autant que q est positif ; car il faut 
observer que la réduite ne contenant pas q, mais g’, convient à la 
proposée quel que soit le signe de q, bien que les racines + soient 
différentes pour —- q et pour — q. Mais dans les équ. 2, comme o1 
doit substituer la valeur de g avec son signe, cette circonstance ré- 

MATHÉN, PURES. T, II. 10 
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tablit les données telles qu’elles sont. Il n’en est pas de même dans 
les équ. (4) où g n'entre plus ; aussi faut-il avoir égard au signe de 
q dans l'équ. (3), et prendre|/ ten — , quand gq est négatif, pour 
que les deux membres y aient le même signe ; les radicaux des deux 
parts, devant recevoir le Æ. Ainsi, quand q sera négatif, il faudra 


poser V (#7) = — 


, Ce qui donne aux valeurs PB la forme 


+ 


æ 


l | 


Dim D] 


x 


RE ur 208, —(8 
—Vi£eyrry#) 


Or remarquons que, dans l’un ou l’autre de ces deux cas, les 
équ. 4 et 5 sont symétriques en #, #’ et #”, c’est-à-dire que les ex- 
pressions donnent les quatre mêmes valeurs, lorsqu'on change l’une 
de ces lettres en l’autre. Ainsi ces équ. 4 et 5 étant les mêmes que 
B sous une autre forme, les équ. B ne donnent que 4 racines. 

Les formes 4 et 5 sont d’ailleurs propres à faire reconnaître la 
nature des racines de x : car 

19 S2 la réduite a ses trois racines réelles, il ne peut arriver que 
deux cas; comme leur produit #.#.#/ — 9° est positif, ou deux 
sont négatives, ou aucune ne l’est. Dans ce dernier cas, /#, WF, 
y/ #” sont réels, et nos quatre racines de x sont réelles. Dans l’autre 
cas, au contraire, J/ #’ et p/ 4” sont imaginaires, et les quatre valeurs 
de x le sont aussi. Donc, quand la réduite tombe dans le cas irréduc- 
tible, la proposée a ses quatre racines ensemble réelles ow imaginaires, 
selon que t a trois valeurs positives ou une seule: On en a vu des exem- 
ples ci-dessus. 

Cependant s’il arrive, dans ce 2° cas, que # — +”, comme deux 
de nos valeurs de z contiennent la différence des radicaux PE 
’ #”, les imaginaires s’entre-détruisent, et la proposée a deux ra- 
cines réelles et égales, et deux imaginaires. 

2° Si la réduite n’a qu’une seule racine réelle t, comme t est alors 
positif, j # est réelle, D'ailleurs, désignons # et #” par a+by/ —1, 


d'où ‘ 
VÉEVE = (HV 1) + (a—0ÿ — 1); 
le carré est VTÆEY 8} —2%a+92y (0 + b?). 


Ce dernier radical est visiblement réel et > a; ainsi, notre carré a 
deux valeurs réelles, l’une positive, l’autre négative : en extrayant 
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la racine, quiest W/# +p/#”,ona donc une quantité réelle y 4 
d’une part, et une imaginaire W/ — B de l’autre. Remontant aux 
valeurs précédentes de x, on voit clairement que st la réduite n’a 


qu'une seule racine réelle t, celle-ci est positive, et la proposée a deux 
racines réelles et deux imaginaires. 


CHAPITRE IV. 


FONCTIONS SYMÉTRIQUES. 
Puissances des racines des Equations. 


583. On dit qu'une fonction est symétrique ou invariable, quand 
elle n'éprouve aucune altération, en y échangeant toutes les lettres 
qui s’y trouvent l’une en l’autre : telles sont a? + b, ya + y b, 
a b—+ sin a .sin b, etc., qui demeurent les mêmes lorsqu'on met 
b pour a, et a pour b. Les coefhicients des divers termes d'une équ. 
fz —= 0 sont des fonctions symétriques des racines a, b, c.... 
(ne 809). | 

Nous représenterons à l'avenir, par [a bË c?. ...|, la fonction sy- 


métrique dont a* bc’... est un terme, et dont on obtient les autres 
termes en échangeant chaque lettre a, b, c....en toutes les autres 
successivement : par $, la somme des puissances » de ces racines, 
ou S, = a” + b" — c”..., Or, sans connaitre ces racines, prou- 
vons qu’on peut toujours trouver les quantités $,, et La“ b£ c7... J' 


quels que soient les entiers #», «, B, »...., en fonction des coefli- 
cients p, g.... de la proposée, 


fe = 2" + pat L'or"... Lits + u = 0. 


f# est identique avec (x — a) . (x—b) . (x —c)....,etl'on a vu 
(n° 520, 2°) que la dérivée f’x est 


mai + (m1) pat, pt = (ab) (x—c).., + (&—a) («—c).…. etc. 


En divisant par fx, on trouve 


ma: (m—1)pa"-2,, . , + À 1 dr 1 “ 1 
MEME pat CE QU cou EU æ 0 LAS 
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En développant (x — a)", on a (page 15, I) 
1 


1 a 
T ( JF 


T 


Changeant a en b, c....3; et prenant la somme de tous ces résultats, 
notre second membre est 


m 


5; 
ge spé pet 


Multipliant donc l'équ. par 2° + pr" qu ras. 


mat 4 (mm — 1) pr"—2 + (m — 2) gai, . ., Hi = 


MaN—1 + S,|x—2 + S,'æ"—3 + Slam—h...etc.|... + SL'am—lr1,.. 
+Mp il DS, la. rh PO ere ie 

+-mg +98; se QT se 

| AU TR Lt bre HT se 


Le 1% membre a m» termes; le second va à l'infini, chaque ligne 
ayant son 1° terme reculé d’un rang de plus à droite que dans la 
ligne qui précède; il ya m— 1 lignes. En comparant les coefficients 
des mêmes puissances de x dans cette identité, on obtient une in- 
finité d’équ. Les # 1res équ. ont chacune un terme de plus que la 
précédente ; elles sont (en supprimant mp, mq...., aux deux mem- 


bres) 
S, —p—=0, 2 —pS; + 2q —0, S,LpS, Las. L3r—0. .., 
Se pi, + qSr-, —rSi-, .….. —. ko == 0! . + + (4) 
k étant un entier <° m, et v le coefficient de x”*—* dans fx. Au delà 
de ces » équ., le 17 membre ne donne plus de terme à comparer 
avec ceux du 2°, et l’on trouve 
5} + pSi., + qi, rSL, sens -|- US mn == 0, ie ee (B) 


l étant un entier © ou=m.OnaS$, = a LL b,.,,— m. 
584. Ces équ. sont dues à Newton : en voici l'usage. 


La 1re donne $, = — p, valeur qui, introduite dans la 2, donne 
S:; on a ensuite $,.... 


S—=—p, S,—=—pS;—2q, S,——pS,—qS,—3r....; 


et ainsi de proche en proche, En général, la valeur de S$ conduit 
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à cette règle. Sous les » termes qui, dans la série des $, précèdent 
celui 5, qu'on vent calculer, écrivez les coefficients de fx en ordre 
inverse, avec des signes contraires ; multipliez chaque terme par 
celui qui est au-dessous, ajoutez, et vous aurez le terme suivant $!: 


—, — a RE PE re LM 
Soit, par ex., l’équ. 2° — 32? + 2x — 1 = 0, où p — — 38, g—12, 
r—= — 1; les facteurs seront 1, — 2 et 3. Ainsi, on trouve d’abord 


S, = 3, 9, = 8, 8; — 5; la série des S'se continue comme il suit, 
chaque terme étant formé du produit des trois qui le précèdent, 
multipliés respectivement par 1, —2et3, 


8,3,5, 12, 29, 68, 188, 367, 853, 1983, 4610, 10717, 24914, 87918. 


Pour 2° — 3x? + 12x — 4, les facteurs sont 4, — 12 et 3, et l’on 
obtient | 


Os 150 69 718, 798, 2078: __ 9B17/E29083b%.. 


Enfin, pour 2. 2x — 5, les multiplicateurs sont 5, 2 et 0; on 


trouve 3, 0, 4, 15, 8, 50, 91, 140, 432. ..… 
En appliquant ce théorème à 2” — 1 — 0, on trouve, comme 
page 128, 


NS 5 — 0, Vn = Sin... = M, 


Il est donc facile d'obtenir la somme de toutes les puissances en- 
tières des racines d’une équ. sans connaitre ces racines. S'il s’agis- 


| 1 
sait des puissances négatives, on changerait x en PL et l’on appli- 


querait nos formules à la transformée en y ; on aurait les sommes 
demandées. Pour l’équ. 23 — 3x? 2x — 1, on aurait les fac- 
teurs 1, — 3 et 2 de la transformée; d’où les sommes des puissances 
positives, qui sont les négatives demandées, 


9, 2, — 2, — 7, rt G, ge 25, 28, — 22, SRE 08. sde 
885. Cherchons à exprimer toute fonction symètrique [at es, 


à l’aide de S, S, $,...., lenombre des racines @, b, c....comprises 
dans chaque terme étant #. Cette fonction s’obtiendrait en permu- 
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tant les #» lettres a, b, ce... . de toutes les manières possibles, n à »; 
donnant à la 1"° lettre l’exposant &, B à la 2...,3; le nombre des 
termes sera [mPn]. Cependant, s'il arrivait que deux exposants 
fussent égaux, « — B, comme les initiales ab, ba n'apporteraient 
aucune modification au terme résultant a°, le nombre des termes ne 


serait que la moitié du précédent : il serait le 6° dans le cas de trois 
exposants égaux, etc. (voy. n° 493). 


Pour obtenir la valeur de [a* b°], dont les termes ne contiennent 


ue deux des m racines (a) érons les éermutations comme n° 492 
, 9 ; 
en multipliant 


IS, = a* + be ct, par S3= af + BP E c°.... 


Si les facteurs partiels contiennent la même racine, le produit par- 
tiel a la forme a*+TÉ; sinon ce produit est tel que «“bf. Ainsi le ré- 
sultat sera SL 2 + [ a° bé]; donc 


Le D] = SX Sa— + pe . . . +. (C) 


De même, pour la fonction [ a* b£ c?| , multiplions [a pÊ] par , ; 
(C) deviendra = 5, K S3 XS, — 5,43 X 5, Formons le 
produit 


(at B6 at ce LE Be cl LUN (a LE 07... ). 

1° Si les facteurs partiels n’ont pas de racine commune, le pro- 
duit partiel est tel que a*bÉc?; ces résultats réunis forment la fonc- 
tion [axbhc | dont on cherche la valeur. 

2° Si les facteurs partiels comprennent une racine commune, le 
terme est tel, que a“+7 bË, ou a«bf T7, suivant que cette racine est 
le 1° facteur ou le 2. De là résultent les fonctions [a*+/hf|, 
[a“b£+Y], dont l'équ. C donne les valeurs : 


DA X 5 3 iv) Se ++) Se X Sex, +4 Se+8+y ; 


on a d0n0,RN Se LAS EST PAT, LA, RE UC 


Lat/ ec ]=S, + Ses, Sa + 88, — Su, + Se — Sp Su + Set a+ 


L'esprit de ce genre de calcul est facile à saisir, et l'on peut l’ap- 
pliquer aux fonctions symétriques formées de quatre facteurs et au 
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delà. On sait donc évaluer ces fonctions à l’aide des seuls coefficients 
de la proposée, puisque les :S sont connues par ce qu’on a exposé 
précédemment. 

Observez que si la fonction symétrique proposée était fraction- 
naire, en la réduisant au même dénominateur, elle formerait une 
fraction dont chaque terme serait une fonction invariable. C’est 
ainsi que 


a œ b a c b c "4 [ab] 
5] MP Ea Eu noie oO RE ROLE a Y'A 


Appliquons ces préceptes généraux. 


Résolution numérique des Equations. 


586. Plus a sera grand par rapport aux autres racines b, c...., 
plus $% approchera d'être égal à son 1°" terme a”, et Si, à ax, : ces 
S sont d’ailleurs connues d'avance. Donc, en divisant, on trouve 
a= Sy : $x_,. Ainsi, après avoir formé la série des nombres $,, $;', 
S,...., le quotient de chaque terme par celui qui le précède, ap- 
prochera de plus en plus de la racine supérieure 4, à mesure que 
l’indice de S sera plus élevé. On pourrait de même obtenir la 
moindre racine (n° 507, 2°). 

Les imaginaires peuvent modifier notre proposition; car soit 

— x BV — 1: faisons a — À cos v, B — À sin ?, ce qui est tou- 
jours permis, puisqu'il en résulte 

= LL, tangp— fs ; 


4 


équ. d’où l’on peut conclure à et l'arc © dans tous les cas. On a 
xæ = À (coso + sin». Dir 1) ; d’où (note, page 129) 


(a BY — 1} = (cos ko E sin kp./ — 1). 


Nos deux racines imaginaires supposées, introduisent donc dans 8; le 
terme 24 cos ke. Il faut donc que à, oup/ (a? 8°) soit moindre que 
la plus grande racine a, pour que le théorème précédent soit vé- 
rifié. 


Pour le 1er ex, de la page 148, on a S,, — 57918, 9,, — 24914; 
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le quotient 5725 — 2,3247177 est une valeur approchée de x. 
587. Cherchons l nr au carré des différences, 
Fz = g"  P Pz" + 022. . + + UÙU — 0 3 


où les inconnues sont P, Q.... U. Nous avons 


Go — a) = a! — lan + d'os — d'és$.. E à, 
G@ — D} — 2 — bal L A bal — Abri... 4e 


(@ = c} — 2 — lex 4’ etc. 


Ces équ. sont en nombre »; 1, 4’, A'.... sont les coefficients 
du binôme pour la puissance /. Ajoutons, le 2° membre sera 


mat — IS, + AS xt — A'S,a..,, ES. 
Changeons successivement x en &, b, c...., 
(a — BL (a — cc}... = ma — Sa: +... 2 en) 
(b— a) + (b— cc}... —= mb — IS +... HS, 
(ce — a) - ete. 


En ajoutant toutes ces équ., le 1°* membre est la somme des puis- 
sances | des différences de toutes les racines, retranchées deux à deux. 
Le 2° membre est 


MS; — 1S:S5; + AS Si, — ASS ES +... + mr. 


Or, si l'est impair, on ne peut rien tirer de cette formule, car les 
différences sont égales deux à deux en signes contraires , et leurs 
puissances / s’entre-détruisent. Le 2° membre est formé de termes 
dont ceux qui sont à égale distance des extrêmes ont mème coeffi- 
cient, mêmes indices pour À, avec des signes contraires ; ces termes 
se détruisent donc aussi : de là 0 — 0. | 

Mais si l'est pair, (a — b}, (b — a).... sont égaux deux à deux, 
et chaque terme du 1° membre est double ; d’ailleurs , les parties 
du 2e sont encore égales deux à deux, mais ont même signe : elles 
se doublent donc aussi, excepté le terme moyen, qui ne s’accouple 
avec aucun autre. Prenant la moitié des deux membres , chaque 
terme redevient simple, et il faut réduire le terme moyen à moitié. 
Ainsi, d'une part, faisant ! — 2:, le 1° membre devient la somme 
des puissances 2: des diff. des racines, ou celle des puissances ? des 
carrés de ces diff., somme que nous représenterons par /;. D’une 
autre part 25, 4’, 4”..., désignant les coefficients du binôme, pour 
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l'exposant 2: il vient (p. 5) 
| fi — MS; — 28, Sir = AS Sais) — AS SE) .. 


2 (2— 1)(%—2)....(iL1) 
FRA I MA ATE ES à 2/0 CUMNDE DS 


Les coefficients 21, 4’ 4"..,. ont pour valeurs les nombres de 
la ligne 22 dans le tableau, p. 7 ; on doit s'arrêter au terme du 
milieu dont on prend la moitié. Ces facteurs sont pour 


= 


1©| 


A 08 DE 14 1 

PT: . . l/ 4, 9 

= 0. 711300 1b;7 10 

NN 1, 68, 28, 656, 35 

de D 1, 10, 45, 120, 210, 126 

is — 6... 1, 12, 66, 220, 495, 792,:462, etc. 
D'où l’on tire 
fi=mS,—($S1)° Sa =mMSe — 88187 ve + 35(Su)° 
S'=mS;— 4883 +5(9,) SEs=MS,e — 108189 .. —126(S,)2 


Sa =mMSs — 6818: +158,84 — 10(5,)2 fs = MS, , — 1281811... H+A462(S6)2. 

Cela posé, si l’on a calculé la série S°,S,8,...., on pourra tirer 
de cette équ. les valeurs de (& — D) (a — c)...., en faisant 
i— 1; ce sera la somme /, des puissances 1 des racines de Fz— 0 ; 
i = 2 donnera de même (a — b)#—Æ (a —c)#...., ou J',, etc. En 
général, l'équ. () donnera la somme /° des puissances 2 des raci- 
ues de l’équ. au carré des différences. Or, d'après les équ. (4) 
p. 148, appliquées à cette équ., on a 


D Jon CPE) RERO PPS) ee 

Le calcul des /devra être poussé jusqu’à l'indice n = + m (m — 1), 

degré de F3, et celui des S jusqu’à un indice double, 

Pour 2° + gr + r— 0, les S,$,..., sont 
8, 0, — 2q, — 3r, 2q°, 5qr, — 2q°  3r° ; 

d'où Ji=—6q, j,—=18g, J,—— 669 — 8lr; 
Poe =07,0 R=27r -E da; 

Ce sont les coeflicients de l’équ. au carré des différences pour le 


3° degré. On trouvera les formules pour le 4° et le 5° degré dans la 
Résolution numér. de Lagrange, n° 38, 39 et note III. | 
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Equations du second degré. 


588. L'équ. 2° px + g —0 ayant a et b pour racines incon- 
nues, cherchons la valeur 3 = © — mb, in étant un nombre arbi- 
traire, Comme a 4- b = — p, ces deux équ. feront connaitre « et b, 
quand z sera obtenu. Maïs on ne peut trouver cette valeur de 
a + mb, sans obtenir aussi celle de b ma; z, ayant ces deux raci- 
nes, est donné par cette autre équ. du 2° degré 


[s — (a + mb)] X [z — (b +4 ma)] = 0. 


Il est donc impossible de tirer parti de ce calcul, tant que » de- 
meure quelconque. Mais si cette équ. en 3 est privée du ° térme, 
ce qui arrive quand # —=—1,ona 


= (a— b} = 0 + b? — 2ab —S$S, — 2; 
et comme (p. 148) S,—p° — 2q, on irouve 


z—=4—b=+y(p—4g), a+b=—p, 


d'où l’on tire enfin les deux racines a et b. 
Equations du troisième degré. 


589. Les racines de 2° Æ px + q = 0 étant a, b, 6, la quantité 
— a + mb + nc est susceptible de 6 valeurs (équ. 2 ci-après), 
ait m et n sont quelconques : et comme on ne peut trouver 
l'une de ces valeurs, sans que le calcul donne en même temps les 
5 autres, z doit être racine d’une équ. du 6° degré : il est donc 
inutile d'espérer qu’on trouvera 3 avant #. Cependant si l'on admet 
que » et n peuvent recevoir des valeurs telles, que cette équ. en z 
soit 6 L 425.2 B — 0, résoluble par le 2° d degré (n° 573, on en 

tire bientôt z, et ensuite +. En effet, posant = — w, on a 


u=—iAEV( fo PB=m. (1 


Désignant par z’ et gt les deux racines cubiques de w, et par 1, 
«, æ celles de l'unité (n° 569), les six valeurs de z doivent résulter 
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de tous les changements de place entre a, b, c, dans le trinôme 
a - mb nc : posons 


3! a — mb + ne 3" a — nb Æ mo, . « . (2) 
az’ b L mena 3 = b + nc + ma, 
C + ma — nb az” c + na + mb. 


Chaque lettre passe ici d’un rang à celui qui est à gauche, et le 
1er terme à la dernière place. Il reste donc à déterminer les arbi- 
traires » et n, de manière à ce que ces six équ. soient réalisées. 
Multiplions «x par æ ; il vient, à cause de & — 1, 


3 = &b E mac na = à + mb + nc. 


L'identité exige que les coefñcients respectifs de a, b, c, soient 
égaux, ou &@ — om, me = n,næ = 1; doncm=—= «,n —= «. En 
substituant dans les six équ. (2), on trouve qu’elles sont une con- 
séquence de 


g'=a#act ab, #—atabtuwc. . . (3) 


Ainsi, en prenant » = «, n — «, notre trinôme a six valeurs, qui 
ne forment que deux cubes différents z'3, °°; car en multipliant les 
équations (3) par « et «’, on reproduit les 6 équations (2) dont les 
1° membres n’ont visiblement pour cubes que 3° et z”3. 


Il est donc certain que les 6 valeurs de z sont racines d’une équ. 
de la forme 236 425 EL B— 0, ou 


(85 — 25) (25 —— 2/6) = 36 — (29 38)28 3328 = 0; 
il reste à déterminer 4 et B, savoir : 


A=— (2838), B=t(s .5"); 


IR 
WU 


3" 


1 


car une fois À et B connus en fonction des coefficients p et q, 
l’équ. (1) donnera les valeurs de z°, dont les racines cubiques z’ et 
z" seront connues. Les équ. (3) donneront ensuite 4, b, c, comme 
nous le montrerons. 

Développons le cube de 3’ = à +- ac + «b, en mettant 1 pour 
æ& chaque fois qu’il se rencontre, 


83—$, + Gabc +- 34 (a°c +- ba +- cb) + 8x (ab H- c'a +- b°c). 


On obtient zen changeant ici b en c; ajoutons ces deux résul- 
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tats, il vient 
— AS, — 12q 8 (a+ a) [ab] — 5S, — 19, 


à cause de abc = — q, $, = 0, a+ & —= — 1, et de la formule 
(C, p. 150) qui donne [ab] = S,S, — S, ; et comme S, — — 3q, 
on à À = 27q. 


D'un autre côté, 3°2"=—$, — (a  «°) [ab] = — 3p, 


à cause de S, = — 2p, [ab] =p, abLe—— 1, 
le cube est B — — 27p°. 
Ainsi, u—— 2 (Ep ig xp = 25, 


Comme ici les facteurs de 27 sont les racines #’ et f” de l'équation 
BE qt= (ip), ona à — 274. 
Eliminant a, b, c, entre les équ. (3) et a +- b + c — 0, qui pro- 
vient de ce que la proposée n’a pas de 2° terme, on a 
Sa— sr, Sb—az +uz”, 8c—uzs az’; 
Z4 


3 3 
et puisque 3 — 8 #, =” — 3 j/ €”, on retrouve les valeurs du 
n° 578. 


Equations du quatrième degré. 


590. Pour résoudre l'équ. 4 px? gx  r — 0, nous ne 
chercherons pas à former les Per de 3 = a + 1b L mc nd, qui 
. . , 
sont au nombre de 24 ; mais de 3 — @ +- b + m(c + d), qui n'en 
a que 6 : et même faisant m — — 1, nous poserons 


= 4 + b — c — d, 


dont les six valeurs sont égales deux à deux avec des signes con- 
traires. La racine z sera donc donnée par une équ. du 6° degré, 
telle que 25 + 434 + Bz L C — 0, qui n’a que des puissances 
paires, en sorte que ces 6 valeurs n'ont que trois carrés différents. 
Posant 3° — #, on retombera sur une équ. du 8° degré, qui don- 
nera #, par suite z, et enfin x. 

En développant le carré, on a 


(a+ b— c— dÿ = (a + b + cd) — 4 (ac + ad +- be +- bd). 
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La 1'e partie est nulle, puisque le 2° terme manque dans la pro- 
posée : ajoutant et Ôtant 4 (ab H- cd), on a 


(@Lb—c— dd) =— 4 [ab] + 4 (ab + cd). 
Changeant b en c, puis en d, comme [ab] — p, on a 
(aLe—b—d) = — 4p + 4 (ac + bd), 
(ad — 0c— D} = — kp + Had + bc); 


telles sont les valeurs de nos trois carrés z°. IL est clair que les cal- 
culs seront plus simples, si l’on prend pour inconnue . ... 
u = #2 — p, puisque les valeurs de # seront 


ab cd, ac—bd, ad bc : 
formons l’équ. qui a ces trois racines. Comme on a 
S,—=0, S,— — 2p, 53 — — 39, S, — 2p° — kr, 
S, = 5pq, 5 = — 2p° + 6pr + 397, 


on tronve, d'après la formule D, et en divisant par 2 ou 6 (p. 150), 
s’il y a lieu, que, 


1° La somme des binômes est [ab] —p ; 
2° La somme de leurs produits 2 à 2 est 


[abc] = $, —2$, —=— 4r; 
3° Le produit des trois binômes est abcd X S, + [a’b°c?], 


ou rS, LES —2S, S,HiS = — Apr Lo; 
ainsi, On a 23 — pu? — hru L- kpr — g —0, 
ou 26 8pz4 + 16z° (p° — 4r) — 649 = 0, 


en mettant + 2° p pour w. Une fois connues les trois valeurs de 
æ, puis leurs racines Æ (z, x" et z”), il faudra tirer 4, b, c, d des 
équations 


— $,—=atb+e+d—=0, aLc—b—d= 3, 
a b—c—d—=3, a+d—b—c= 3". 


Ajoutées 2 à 2, ces équ. donnent 
a b=<5s, atc—=;:, à Ld=:z", 


dont la somme a = + (5 +- #7”) : par suite, on a b, c et d, Or 
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3, z', étant prises en +, on a 8 racines au lieu de 4 : et en effet, 


l'équ. en z dépendant de g*et non de g, notre calcul laisse le signe 
de q arbitraire. Le produit des trois dernières équ, est 


2238" = a + &@ (BH © + d) + [abc] = — 9, 


à cause de — a = b + c + d. Le produit zz° z” a donc unsigne 
contraire à g, d’où suivent ces deux systèmes, comme p. 144, 


q positif, æ—};(s+z +2"), eti(—z+s 7); 
g négatif, x =%5(3 Er Hz”), eti(— 353 Hz). 


Élimination. 


591. Soient Z = 0, ou kz” EL pr—1 Lete. L » —=0, 
T'=0, ou #2" + pat DL... Lu =0; 

deux équ. en # et y. Si la 2° équ. est supposée résolue par rapport 
à æ, savoir , & — 4, b, c.... on pourra substituer ces valeurs, qui 
sont en fonction de y dans Z — 0 ;il en résultera autant d'équations 
A—0,B—0,C—0..., en y seul. Si la 1'° est resolue, les valeurs 
y—= a, a, x".... étant mises dans = a&, donneront les valeurs cor- 
respondantes x — B, B', B”....; de là les couples (x, B), (x, By... 
qui rendront Z et T'nuls. On en dira autant pour B—=0etx —b, 
C=Qelz= 0e 

En posant Île produit 4 X B X C....—0, cette équ. aura pour 
racines toutes les valeurs de y ainsi obtenues ; ce sera donc l’équa- 
tion finale en y, dégagée de toute racine étrangère, Il s'agit de com- 
poser le produit ABC... 

Mais comme ce produit ne doit pas varier quand on change a en 
b, en c...., les coefficients sont fonctions symétriques de ces 
lettres, qu’on suppose être racines de l’équ. ? = 0, résolue par 
rapport à æ. On saura donc exprimer ces coefficients en S;,,8,, 8... 
tirés de 7 — 0, c’est-à-dire, en fonction des coefficients de 7, qui 
sont en y. Dès lors le produit 4BC.... se trouvant dégagé, d’abord 
de x, et ensuite de a, b, c,.... ne contiendra que l’inconnue y. 

Donc, mettez successivement pour x dans Z — 0, les lettres a, 
b, c.... en nombre n égal au degré de x dans 7’; multipliez les po- 
lynômes résultants, les coefficients du produit seront des fonctions 
symétriques de a, b,c...,;tirez ensnite de 7 — 0 les valeurs de 
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S,, S,... en y, et exprimez vos fonctions symétriques en4,, 5, ....: 
vous aurez l'équ. finale demandée. 
Soient  æy — 3x EL 1— 0, 2(y— 1)+x—2=—=0; 
d'où (ay — 8a + 1) (by — 3b + 1) = 0, 
by LyS, — Saby S, + Jab — 85, 1 ed: 
Mais on tire de la deuxième équation proposée 


En | a 1 4 
Pa 7 NL VAN 


enfin, on obtient la même équation finale que p. 64. 

Ajoutant les exposants qui, dans chaque terme de Z, affectent x 
et y, désignons par #» la plus grande de ces sommes ; » est ce qu’on 
nomme le degré de l'équ. Z = 0 ; y ne doit entrer qu'au premier 
degré au plus dans le coeflicient p de x”—*; au 2° dans celui q de 
2", etc. Soit » le degré de T = 0 ; prouvons que le degré de l’équ. 
finale ne peut excéder le produit mn des degrés des équ. proposées. 

On sait que la valeur de $; ne contient d'autre coefficient que p’ ; 
celle de $, contient g', ete... 5,, 19,9... ont donc leur degré en 
y, exprimé par leurs indices respectifs. D'un autre côté, un terme 
du produit 4BC....,tel que y L'a*bc?. . . | , à son degré 
ÎLaLB—Loy... — mn au plus, puisque chaque terme de À est 
au plus du degré m, et qu'il y a # facteurs 4,B,C.... Il suit d’ail- 
leurs des formules du n° 585, qui expriment des fonctions inva- 
riables, que [a*bBc?.... | sera en y du degré & + B +»... Donc, 
le terme sera lui-même du degré mn au plus : C. Q.F. D. 

Voyez un Mémoire de M. Poisson, 11° Journal polytechnique. 


CHAPITRE V. 
FRACTIONS CONTINUES, 
Génération et Propriétés. 


592. Pour approcher d’une racine de l’équ. /# = 0, soit y l’entier 
immédiatement moindre, et + une nouvelle inconnue > 1, 


? 1 ° ’ 
d'où x = y + € substituant dans fx == 0, on a une transformée 
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Fx'-— 0. Soit y l’entier au-dessous de +’, on fera x’ — y ie ; 
œ 


1 : 
puis "= y" + PURE æ”, x" étant > 1; on obtiendra ainsi les 


équ. (4), et, par substitution, la valeur de x sous la forme (B) qu’on 
appelle une fraction continue. 


1 1 
—— — = — 1 
æ LE bee x “y DRE Listes 1 ; (B) 
1 "4 x À / + ms 
Er" + 7 (4) Yi + etc, 
1 
= JU HE RRlE 


Les entiers y,y,y'',y"”,.... sont les fermes de la fraction con- 
tinue, que, pour abréger, nous écrirons ainsi : 


Rhin Re AET 
BY, YIY 3 Y > Y'pseee 
L'évaluation de x en fraction ordinaire se fait par le procédé sui- 
vant. Soit, par exemple, 


1 
= 2,4,9,2,4=9+—, 1 
1 + sul 


Prenant d’abord la portion terminale 2 +, je la réduis à £ : 


l'unité divisée par ? donne #, et x devient 


SEAT Ad 
1 


A AU ar, » LB ISERE Dis 
de même 8 Li—?; puis, 1: = <,et x —9+ 


qui revient à2L1:—=2L#; enfnx <= 
calcul A BRR celle de la p. 82, t. I. Dans les ex. 
suivants, la 1"° ligne contient les termes de la fraction continue, 
et l'opération se fait ainsi : Multipliez chaque terme par le nombre 
inscrit au-dessous, et ajoutez celui qui est à la droite de ce dernier; 
placez la somme au rang à gauche. 


ii 


x= 2, 1,5,9, 4 Zi is, MAMA EMIUR 94 
1 


3 
111, 40, 31, 9, 4, 1 617, 189, 71, 40, 31, 9, 4, 


Ta 


= d'une part, et x —=£7 de l'autre, 


T84 


On a doncx = == 
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Lorsque la fraction continue va à l'infini, on l’arrête à l’un de 
ses termes, en négliseant tous les suivants; on n’a ainsi qu'une 
valeur approchée de +. Si l’on néglige x" dans les équ. (4), en 


444 


posant 2° — y”, x" est rendu trop petit; cette valeur donne 
L sim 
2" = y" — qui est trop grand : x’ est à son tour #rop petit, etc. 
\ | 


En général, suivant qu’on limite une fraction continue à un terme de 
rang pair ou impair, la valeur est © ou <[ x. En arrêtant la fraction 
successivement au 1° terme y, au 2° y’, au 8ey”,.... les résultats 
sont alternativement <° x et > x, qui est compris entre deux consé- 
cutifs. Ces résultats, qu’on nomme fractions convergentes ou réduites, 
seront représentés ici par 


a 
& 


KL? LA Te ce PRE ANA. 2P4 . . ° (C 
2 b' ? c’ 2 d' CE fra p’ 
En ppénant en ouf Tes de qe 


pour dernier terme, On a 


2 D 2e AUS 2 0 CE RON + A af a Le 
MONET D EE à yy +1 
[14 d ee: 
on voit que © RE. Pour AVOIT 7 remplacons ici y” pa 


l ’ . ! 
Yo et D —— Ys y; y" deviendra LT — Ÿ; y’, Y', y". Or le 


numérateur € devient 
; b b cy'" + b 
by" + a + rit heu PT ds 


P'LErs ! VAE 0 
) c b td € - b 
le dénominatenr d devient GR ns a d'où —— SE 7 T. 
y Cy + 


mn C d f d [4 , 
Et comparant ces valeurs de—, 7» 0n voit qué Je numérateui 
c 


d’une convergente se déduit des deux précédents multiphés respective- 
ment par Let par l’entier terminal, puis prenant la somme des produits : 
le dénominateur suit la même loi. Gette loi appartient d’ailleurs à 


tontes les convergentes (C), puisqu'elle résulte d’un caleul sembla- 
MATUÉM, PURES, T,. Il, 11 
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ble, aux accents près, pour chacune en particulier. Donc, 


Il suffit donc de former les deux 1re° convergentes, pour en déduire 
Ce b 
consécutivement toutes les autres, par ex., 
pins 2 3 11 25 11 
æ = 2, 1, 8,2, 4, donne À, F3 4 3 9 9 %o ? 


ZA 


fractions tour à tour <[ et > x dont = est la valeur exacte. Ce 


o 


procédé offre un second moyen d'obtenir cette valeur. 
593. En éliminant y’ entre les équ. (D), il vient 


pu — pn —=— (nm — nm), 


c'est-à-dire que la différence des produits en croix des termes de 
deux convergentes consécutives , est constamment la même en 


| | +: CAE 
signes contraires : et comme pour les deux premières — = —<- 
a 


1? 
b k 1 ; 
—— Yen cette différence est 1, on en conclut que 
b Rs d 1 
pr —pr=Extli, LE Hs Si Are 
p ñ pu 
on prend + quand y et£ sont de rangs pairs, Me ra--8t.#7 
P ? 
quand les rangs sont impairs *. Donc, 
* Les différences entre les convergentes successives sont 
b a I Ce b I pP I 
el PAT ETS RATE KE na ae Er SGEN 
a a'b (a bd b'e P pr 
la somme de toutes ces équ. se réduit à 
FM AS Sn ï I I LAS 
CE TER NS CT NE OP E OUEN ETS 


on obtient ainsi le développement de la valeur exacte de +, quand Le est la dernière 
P 


convergente, et une expression approchée de x lorsque la fraction continue va à l'infini. 
Dans notre ex., 


III 8 * Î I : 
= € as À lt en ms CS mms rt — , 
4e x j % 26 360 
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1° Comme tout diviseur de p et p’ devrait aussi diviser 1, p et p' 
sont premiers entre eux ; il en est de même de pet n, de p’et »’. 
Les convergentes sont irréductibles ; 

2° Si dans l’équ. (Æ), on remplace y par la valeur totale 3 de la 
fraction continue, prise depuis le terme y jusqu’à la fin, z = y, 
Yi, y... .ilest clair qu'au lieu d’avoir une convergente, on - 
aura la valeur exacte de x, savoir : 


ARTE + mn @) 
CE ete) Sith (G) 
nous appellerons (G) une fraction complète ; 
nr ñn ° 
3° Retranchons Ta, et ge de +, pour obtenir les erreurs d et d 


de chacune de ces convergentes : 


mn 21. | Jo æ 1 


4 
A ep m'(n/5 mn) n(ns Lm) T° 


(A) 

Les signes sont contraires, parce que x est compris entre Îles deux 
convergentes. Cette 2° différ. est moindre que la 1, puisque 
m < n'etz > 1, contenant la partie entière et positive y° « ainsi 


n m 
æ est plus près de 7 que de red les convergentes (C) sont de plus 


én plus approchées de x, alternativement par défaut et par excès, d'où 
résulte leur dénomination ; 
4° Lorsqu'on limite la fraction continue pour en tirer deux con- 


| : ! m n 
vergentes consécutives —, —, les erreurs d’, d'ont les valeurs (4); 
nm nn 


et comme 3 > 1, si l’on pose 3 = 1 dans la 2°, on augmente la 
fraction, d’où 


| ñ ca na à: 
€ Fri n’ < n'(n' (&) 


m') 


n M: + NC 
L'erreur de toute convergente —-est moindre que l'unité divisée par 
n 


. . » *, ! ! 
le produit de son dénominateur n° multiplié par la somme n —- m' de 
* ° ë PLAT L > L ! 
ce dénominateur et de celui de la fraction précédente. Dans l'ex: cité, 


Le 


on a les fractions et + ; celle-ci n’est pas fautivé de >, 117 étant 


9 2 

= 9(9 + 4). | 
Souvent aussi on néglise le terme m',ce qui accroit encore la 
11" 
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L 
fraction (Æ), et on a d <7 —; toute convergente est approchée de x 
n 2 


à moins de 1 divisé par le carré de son dénominateur : 2 n’est pas en 
erreur de —. 


594. Soient i. Le T des fractions croissantes quelconques : la 


différ. entre les extrêmes surpasse celle de chacune avec l’intermé- 
diaire. Supposons en outre que h, k', 1, l’ soient tels qu’on ait 
Uk! — Th — 1 ; on trouve que 


U h 1 Eh — kh RU — kr 
On nr ne DU ue 


Ces numérateurs étant entiers et positifs, sont au moins 1 ; rempla- 
cons-les par 1; il vient l'h"<7 k'k' et <° F1; donc k © l'eth', en 
supprimant les facteurs communs. £” est le plus grand des trois dé- 
nominateurs. De même, en renversant les trois fractions, on voit 
que k © het /. Ainsi la fraction intermédiaire est plus compliquée 
que les deux extrêmes. | 


m k 
Or x est entre mr et 3 pour que ja fraction + - füt plus voi- 


sine de æ que ces convergentes, il faudrait qu ae tombât entre 
elles, et par conséquent fût plus composée. Donc chaque convergente 
approche de x plus que toute autre fraction conçue en termes plus 
simples. 


, nm On . 3 
À laide de —, —, composons les deux fractions 
12 n 


hk . m+f—l\n min 


ns mms 


ENT mL(t—1)n? = m' min 


t désigne ici 1, 2, 8.... jusqu’à y’ qui est l’entier contenu dans la 
convergente suivante ; d'où 


m mn mn m GR PAU p (1) 
m° nm Ln? mn 9» " m Fran pR — PME 
l h em | 
Dr ee > quel que soit l'entier # : donc les fractions (Z) 


sont irréductibles (1°); elles approchent de x plus que toute autre 
moins composée ; leurs différ. consécutives ayant même signe, ces 
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fractions croissent de la 1"° à la dernière, et toutes sont < +, si les 
extrêmes sont de rangs impairs ; dans le cas contraire, elles descen- 


dent vers x; enfin l'erreur d de l’une d’elles est sé és puisque 


À 

x est entre les deux fractions — T° ty 

On peut donc insérer entre nos convergentes principales (C), 
y — 1 fractions qui jouissent des mêmes propriétés qu’elles. Ces 
convergentes intermédiaires se partagent en deux séries ; les unes, 
insérées entre les rangs impairs, montent vers +, et les autres sont 
ascendantes vers x : on les forme en ajoutant terme à terme y° fois 
successives , les convergentes ee , €t —. 


Dansinotre)exeona. LA 1.0.4... re 3081nug 2) 
convergentes principales . . . . SC De où er de ru 
Prenant = et ?, on en déduit +, & et —, celle-ci est la 3° conver- 
gente RrnGpals, et on a fait 3 additions, à cause du terme 8. Partant 
de “et, je trouve €, +, +, : les fractions de rangs pairs 


se traitent de même (cette série ne se limite pas), et on a 
11 36 86 hoire ! (: 11 
En Éer CES ei Pa CR 

3 14 5 136 247. 0,358: 469 

()» "#2 Ce); 49 9 89 ? r29) ST oo be VO fs 
Observons qu’on peut commencer la série des convergentes prin- 
cipales (C) par ©? et +, qui remplissent toutes les mêmes conditions 


qu’elles. 
Equations déterminées du premier degré. 


595. Pour réduire en fraction continue la valeur de x dans l'équ. 
Az B,iliaut, selon ce qu'on a dit n° 592, extraire l'entier y 


B R 1 
contenu dans # — ver, + pr + mr R étant le reste de 


la division de B par À : 


| 4 ROIS AUUT ARS 
puis x TT) NT Ho A Fe 5 5 R ? A — etc. 
1 fs 
donc z=y+ 7. | j = y, y g Ter eicr 
Ts pe 2 
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Cette opération donne pour termes de la fraction continue, les quo- 
tients successifs du calcul du commun diviseur entre 4 et B; cette 
fraction est toujours finie. 

Par ex., pour l’équ. 2645 x — 9752 ; on a 


" 2645{1817|828[|16:|23 AIT INE 
9752 | 3 [7] 2 | CN PR D= RS = 9), 1, 2, 5,7, 


On en tire les convergentes principales et intermédiaires par les 
calculs (Æ) et (£), savoir : 


o agé : 2. 3 7 TA 0 ‘29 188 , 424 
(©), ? zx 7? () ; 2 9 (=); 199 356 Q] ml * + ee + < T te 
1 3 


1 1 
(SES ee, ,, (S), ue, et. Pvc ke æ 


la fraction < est plus approchée de + que toute autre plus simple ; 
elle l’est à moins de +. 


On trouve de même pour x == 8,92, 8, 2,7, 


Cl enlrosuen su tule atad Aetoainuaulé 


on sait done résoudre cette question : Étant donnée une fraction, 
en trouver d’autres plus simples, et qui en approchent plus que toute 
fraction moins composée qu’elles. 

596. Voici quelques applications de cette doctrine : 

I. On a trouvé 7 — 8,1415926.... pour le rapport de la circon- 
férence au diamètre; la fraction continue équivalente à la partie 
décimale donne 
r — 8,7,18,1,292,1,1,1,2,1,8,1,14.... (vo. Compl. d’algèbre de 
M. Lacroix, p.288, 6° édit.) : on en tire les convergentes princi- 
pales et intermédiaires, dont les rapports d’Archimède et d’Adrien 
Métius font partie : 


) 20 MA TIC LOT 113 LI DNNTST . (22) 
re Me NP IE CE PT CS 4 DEUX La 
o T3 2 


2 6 
à, J, 4 ? , = () » (see, SEE)... br 


IL. L'année solaire tropique, ou le temps que le soleil emploie à 
revenir au même équinoxe, est de 865,2422181 jours ( voy. mon 
Astr, pratique, p. 88). En ne donnant que 865 jours à l'année ci- 
vile, l’équinoxé reviendrait à peu près un jour plus tard tous les 
quatre ans, en sorte que pour le ramener à la même date, il fau- 
drait donner 366 jours à chaque 4° année, appelée bissextile ; c'est 
du moins ainsi que cela était ordonné dans le Calendrier Julien, 
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réglé par Jules César, en supposant l’année de 3657 +. L'erreur de 
cette supposition, qui fait anticiper à son tour l’année civile sur la 
solaire, a été en partie corrigée dans le calendrier grégorien, qui 
supprime trois bissextiles séculaires sur quatre, c’est-à-dire, n’in- 
tercale que 97 jours en 400 ans. Pour apprécier ce système, trai- 
tons par notre théorie la fraction 2222, qui se développe en 


10000000 ? 


z—=0,4,7,1,8,1,1,2,....:,2, +, 22,72... 
Prenons, par ex., la fraction -, c’est-à-dire supposons l’année s6- 
laire de 565 + jours : il faudrait pour que l’année civile s’accordät 
avec cette de , intercaler 8 jours en 33 ans ; on ferait chaque 
4e année de 366 jours, en ne faisant revenir la 8° bissextile qu’au 
bout de cinq ans; puis on recommencerait une période semblable 
de 33 ans. Telle était le système des ue Perses. 

On remarquera que les fractions + et? ne se trouvent pas parmi 
les convergentes soit principales, doit intermédiaires, et que l’on 
aurait pu adopter un mode d'intercalation plus approché que celles 
qu’on suit dans les calendriers Julien et Grégorien. Mais cet incon- 
vénient est sans importance réelle (voy. mon Uranographie). 

III. Le mois lunaire synodique est de 29/,5305887 ; le mois so- 
laire de 30/,4368515 ; le rapport x de ces nombres étant converti 
en fraction continue, on en tire les convergentes 


G): (5), 5 Gi). 2, 9), (5), re >; 


si l’on regarde, par ex., + comme valeur de x, ce sera supposer 
que 235 mois lunaires s’écoulent en 228, ou 19 fois 12 mois solai- 
res ; la différence est 7; ainsi en 19 ans, il faudrait intercaler 7 
mois lunaires de plus, pour que le soleil et la lune se retrouvent 
dans les mêmes positions relatives. Gela posé, qu’on forme 19 tables 
indiquant les phases de la lune à leurs dates, et ces tables en an- 
nonceront les retours pendant toutes les périodes de 19 années, en 
prenant ces tables dans leur ordre de succession. C’est ce que Mé- 
thon avait appris aux Grecs, dont le calendrier était luni-solaire, 
et qui avaient nommé cycle solaire cette période, et nombre d’or le 
numéro qui désignait celui des 19 calendriers qui‘s’appliquait à 
chaque année. 
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Equations indéterminées du premier degré. 


597. Nous savons (n° 118) qu'il suffit de connaitre une solntion 
x — «a, y— PB, en nombres entiers de l’équ. ax + by — c, pour en 
conclure toute outre ; les valeurs de x et de y forment des équi- 
différences dont la raison est b pour x, et — a pour y, x = « — bt, 
y — 8 — at. La théorie des fractions continues donne un moyen 
très-simple de trouver les nombres « et £. 


, 


"4 a . L 1 
Résolvons en convergentes 7 » et soit L l’avant-dernière,celle 
P 


qui précède la proposée : on a vu (D, n° 592) que 
ap — bp=Æ 1, d'où ap'e — bpe = 0, 


le signe est + ou — selon que la fraction continue, prise en tota- 
lité, est formée d’un nombre pair ow impair de termes. Comparant 


ë ax —- by —= c, on voit que celle-ci atisfai 

vec L by , On voit q lle-ci est satisfaite en posant 
a = pc, B = — pc, dans le cas où les deux membres ont même 
signe, et 4 — — p'e, B — pc dans le cas contraire. 


Rien n’est donc plus facile que d'obtenir une solution en nombres 
entiers de l’équ. ax + by = c : On résout en continue la fraction 


a " 0 , r 54 
Ti forme la convergente D qui en résulte quand on néglige le der- 
Pp | 


nier terme ; on retranche ces deux fractions, et on a ap — pb—+#+l; 
on multiplie par ©, et on compare terme à terme avec ax + by —c. 


Soit, parex., l’équ. 105% — 43y— 17; 105 | 453[19) 51411 
la méthode du commun diviseur donne . È : » - 4 


+= 2,2,8,1,4; = — 2,2,8,1. 
Cette dernière fraction s'obtient en supprimant Île terme 4, et à 
l’aide du procédé exposé (n° 30) p. 31, t.[. De ©, ôtant =, on 
trouve 105.9 — 43.22—— 1 (la fraction continue ayant 5 termes, 
on doit prendre le signe — ; d’ailleurs les produits des chiffres des 
unités, prouvent que la différence est négative). On multiplie cette 
équation par — 17, et comparant à la proposée, on trouve 
= —9.17, y—22.17, d'où 


z—— 153 L 43, y —— 374 + 1054. 
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De même, pour l’équ. 424x + 115y = 539, on a 

12 — 3, 1, 2, 5, 7; supprimant 7, il vient ©; retranchant ces 
fractions, on trouve 424 . 16 — 115 . 59 — — 1 ; multipliant par 
— 539 et comparant à la proposée, il vient x — — 16.539; 
y = 59 . 539; donc > = — 8624 +- 1156, y — 31801 — 424. On 
simplifie ces équ. en observant que 424 est contenu 75 fois dans 
31801 ; on change t et # + 75, et on trouve 


a —1+ 115, y—1 — 4244. 


L'équ. 19x + 7y — 117 donne < = 2, 1,2, 2; à — 9, 1,2; 
retranchant, 19.3 — 8 . 7 — 1; multipliant par 117,on a 


= 851 — 74, y — — 936 Æ 194, ou z — 1 — 76, y—14 +19. 


On peut s'exercer sur les ex. cités p. 158-9 du t. Ier. 

Le problème de chronologie qui consiste à trouver l’année x dont 
le cycle solaire est c, et le nombre d’or n, revient à chercher l’entier 
æ qui divisé par 28 et 19, donne pour restes c — 9 et n — 1. Le 
procédé du n° 121 donne, pour cette année, 


2 = 56 (c — n) LE oc + 75 + 532.4. 


C'est tous les 532 ans que les mêmes nombres c et n reviennent pé- 
riodiquement ensemble : cette durée est ce qu’on appelle la période 
dyonisienne (voy. \ Uranographie). 

Et si l'on veut que l’année x ait en outre à pour 2ndiction, c’est- 
à-dire que x divisé par 15 donne le reste : — 3, on a la période 
julienne de 7980 ans, imaginée par Scaliger. On trouve 


x — 4845 c 14900 n — 1064 à + 3267 + 79804. 
Equations déterminées du second degré. 


598. Resolvons en fractions continues les racines de l'équ. 
Ag? — Dax — k, 


A, « et k sont entiers, 4 est positif; on suppose la racine irration- 
nelle et positive : car si # est négatif, il suffit de changer « en — x 
pour donner à cette racine le signe —. Quand le coefficient du 2° 
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terme n’est pas un nombre pair, on doit multiplier toute l’équ. par 
2.0na | 


É 2 
x HET en en faisant {= 4h,. . . . (2) 


test supposé positif et non carré. Prenons d’abord p/# avec le 
signe +- , et désignons par y le plus grand entier contenu dans 7, 
d'où | 


Soit fait LB = AY die ete in cm en be (0) 


Multiplions haut et bas la valeur de +” par j/ é + B, nous aurons 


, _A(V t+8) 0 RNA tif 
D 2 AC Mais il suit des équations (2) et (3) que 
t— LB — À (k — Ay° + 2ay), en sorte que À est facteur commun ; 
posant | | 


k se ds BEL. UE) 
éinme) D ani. not lang) 


il vient t—B— AB, x — 
Cette valeur de x’ étant de même forme que celle de x, on en ex- 


trait l’entier y’, et on procède selon la même marche de calcul qui 


donne x’ 


+ d 
== AE ALR on a ensuite 4°” — Lits; etc. Enfin 


C 
t= «+ Ak = £? + AB = ÿ + BC = d2 + CD=... (a) 
+ a + £ +7 + À 
X = LE , a = V” 8 j x"! = V c j a!" — V” D .….(b) 


R= AY — «, y—= By'— À, d = CY.— y musivi(C) 


599. Omettons tous les raisonnements, pour ne Conserver que Île 
matériel du calcul; il faut dans chaque fraction complète (b) rem- 
placer j/ # par l’entier m qui y est contenu, puis effectuer les divi- 


._ ma m m | ELU 
sions es . han G PRE qui donneront les quotients 
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entiers y, y’, y',.... et les restes r, »’, r”,.... donc 
m+a—= Ay Lr, 


m + B By + r, 
m + 9 Cy" + r’, etc. 


Or, les équ. (c) donnent 4y — à +8, By — B +7, etc. Donc, en 
substituant, 


Ù HI 


B=m—r 
9 —= M — s | : e e e (d) 
d) = MN — r”’, etc, 


Il faut en outre connaître les diviseurs B, C,.... Les équations (a) 
donnent 


AB —fB + Ah (a 48) (x — 8) LAk= Ay (a — B) + 4h, 
donc, à cause de (d).... B—k<+y(r+a—m); 
demèême, BC = £ — y + 4B = By (B—%) + 4B, 


C=Aa+y (r —7r 
D—=B<+y"(r" — r),etc. 


Le tableau suivant offre un algorithme pour les opérations : 


ones. DIVISEURS,. nié ad RESTES, DIFFÉR. 


r — R 


B=k +y (r—R) M —r 

C=A+y (n —r) | ER 

D=B+y"!(r"—7) pl pl 

E=C+y"(r" 7) niv — y! 
etc. 


* Ainsi, après avoir formé R—m — x, le quotient y et le reste r de 


ï 
Biron sed 


, on prendra les différences r — R, 2m —r, et 
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Din — 


! dé . 
——— donnera yet r’ ; puis on for- 


lon calculera Z ; la fraction Ë 


._ 2m—7r | 
mera »°— r, et 2m — r et C, et la fraction ————donnera 


C 
y'etr”, etc. 

Lorsqu'on sera conduit à retrouver l'une des fractions complètes 
précédentes, comme on en tire le quotient et le reste déjà trouvés, 
puis la même fraction subséquente, etc. ; il est clair que la fraction 
continue est périodique. 

Soit, par ex., l’équ. 9x? — 39x + 41 — 0 ; on doublera pour que 


le 2° terme ait un coefficient pair : il vient 4 — 18, « — 89, 
SY 9 En me PAR À RUN EME 

k— — 89, etr= - 1 ?, L'entier de V/ 45 est m — 6, d'où 

m—a—R=—= — 83. On ne doit pas supprimer le facteur 8 qui 


est commun aux deux termes de la fraction, Prenons le radical en 
—L, et nous aurons 


k=— 89, R=mMm—-4—=—-55 
max —45, A—18, 36, Y —=2, r —9 dif. 49 
9m —r. =, FEB % +, J=1, r =1 — 
Sn —r = 1U, = 10, ro, = 1, = 1 
2m — r” = Il, 020 VUE 6. I 


9m — r= 11, E = 10, :6*, fraction déjà obtenue. 


Donc x —2,1|1,5],ex renfermant entre deux crochets la partie qui 
revient périodiquement à l’infini. 


; : 7 15 

Prenons encore l’équ. 27° —- 14% + 17 —0, d’où x — =, 
A=Q, a—=17, k=— 17, m—=5, et 
k = — 17 Mm—a—R=- A4 

me (100 dite VU Der DE ie 
2m—r —= BE) #, y =9, r —=0, 0 
9m —rn = 6, C=2, :, =68,,r"=0, 0 
9m — r/ —= SODE=S0N x fraction déjà obtenue ; 


par conséquent + — 5 [2,5 |. 

Les équ. (d) font en outre connaitre les nombres 4, B, 3...,qui 
sont nos dividendes diminués chacun de »m; on trouve donc aussi les 
fractions complètes successives, ce qui est quelquefois utile. 
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Dans le 1°° de nos exemples ces fractions sont EE Ls sr" ——————— 12 —., 
B—.4 ë 
y 4 3 D 4 Ra <a a dsl —1—+., CALE y à, etc. 


2 
600. Quant à la racine qui répond au signe — du radical, lors- 
. ÿ . su É— x 4 
qu'elle est négative, on l'écrit x = — VE Ter et on traite cette 


fraction comme il a été dit, et si cette racine est positive, on a 


Œ— LA 1 ’ . 
x — Cri — 0 —-, v étant l’entier contenu, ou le 1° 
T 


terme de la fraction continue ; on en tire 


À : A __ A(a— Av+yVi  _Vi+g 
œ— A0 —Wt  (æ—Avÿ —t BP ? 


attendu que 4 est encore facteur commun haut et bas, ce qu’il est 
aisé de voir, comme précédemment. J fa ici le signe -, et on re- 
tombe sur le cas déjà traité. 


EN (at 39 — p/ 45 1 
Ainsi dans notre 1* ex, x — TRE À 1 -L HT 


ne 21 
. AE ae or cette fraction est la plus grande racine de 


l'équ. 223"? — 42% L 18—0, qui donne x — 91, m—6, 


k — — 18 Mm—ae— R = — 15, diff, 20 
me =, A=D, 7,7 =1,r —=5, 34 
Mn, r,.07 3 .B,= : L\yr=5, r —=1, 0 
9m —r =11, C—10, 0", 0, md, 0 
rt A Dh dre MT DRE, 0 
2m — r/ = 11, E— 10, :;.', fraction déjà trouvée 


donc la 2° racine estr —1,1,31[1,5]. 

Une fois que les deux racines sont réduites en fractions, on peut 
former les convergentes qui en sont des valeurs approchées à des 
degrés connus. Tout ce qu’on a dit p. 161 s'applique iei. 

Vt+r 
P ? 


601. Soit pris une fraction complète quelconque z — 


dont y est l’entier approché; la convergente correspondante 
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| om % al 
7 SN ÉIECCS pa oi les deux convergentes précédentes : 


f 

| nz — m \ 4 

it (p.168) qûuer =}, 

on sait (p ) que x Sp je ce 

Substituant pour z et x les fractions complètes qui les expriment, 

ra Du t n (y £ Pm A “À 
il vient 11e ef FA mr) EP, : Réduisons au même dé- 

2 nr) + Pm à 
nominateur, et égalons séparément entre eux les termes irration- 

nels, 


an = An — an — Pm',r(An — an) = Pam! — APm nt; élis 
minant r; il vient, à cause de #/n7 — mn! = + 1, 

à (4n — nf = + PAL NE, 
ou A () - 2» (5) het. ET PRES 
Ce calcul revient à éliminer »7'et m’ entre les trois équ. ci-dessus,” 
en sorte que l’équ. (f) exprime que la fraction = est une des con- 


vergentes vers x : le signe est - ou — selon qué cette fraction est de 
rang pair Ou impair. 

IL se présente ici deux cas : 

1° Siz est de rang impair, il faut préférer le signe -L- ; mais alors 


ñn ° ° , 
Fr est de rang pair et © x; substituée pour x dans 42? — dur — k, 


le résultat doit être positif, TI faut donc que P soit ün nombre po- 
sitif, ce qui prouve que éous les dénominateurs des fractions complètes . 
de rangs impairs sont positifs. | 

2° Quand le rang de z est pair, on doit préférer lé signe — : or si 


77 st Compris entre les deux racines de #, 4x? — 2ax — k devient 


négatif pour cette valeur de x, ce qui exige encore que P ait le signé 
+, Mais quand cette convergente est moindre qué les deux racines, 
Pale signe —, Les dénominateurs des fractions complètes de rang pair 
sont donc positifs. ou négatifs, selon que les convergentes de rangs tm- 
Pairs correspondantes sont entre les deux racines plus petites qu’elles. 

Ces dénominateurs ne sont donc négatifs que dans les rangs 
pairs, et éncore fant-il que les deux racines de x soient assez rap= 


| à 
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prochées l’une de l’autre pour tomber ensemble entre les deux 
convergentes successives correspondantes : alors les termes initiaux 
des deux fractions continues sont les mêmes. Mais l'approximation 
devenant de plus en plus serrée, on arrive bientôt à une conver- 
gente de rang pair qui tombe entre les racines; dès lors, on ne 
peut plus trouver de dénominateurs négatifs jusqu’à l'infini. Gomme 
chaque fraction complète est >> 1, si le dénominateur P est négatif, 
le numérateur doit aussi l'être : donc x est négatif et > J/ f, en 
Vé—r 

Rp, 

602. Soi Vt+o Vt+e Vtt. 

oU2. SA || ÉcE DRSS TUE. 0 FALL 
prises parmi celles qui n’ont pas de dénominateurs négatifs, ce qui 
a lieu dès la 1°° de toutes, quand les deux racines de x n’ont pas 
leur partie entière commune. Les équ.(a) donnent DE Æ & =t; 
donc D, E,, & sont € t} 


D, Œ; Fi. PIE à. <y1. 


sorte que cette complète a la forme 


. des fractions 


» ë Li — TE 
Supposons, s’il se peut, que l'on ait Ke, d'où EF = t—#, 


Ey" — € — y, d’après les équ. (a), etc.; la 1°° donne 


par la 2°, Ey" <'e, d'où £ < y t, et notre complète <° 1, ce qui 
est impossible. Donc, tant qu’on aura des dénominateurs négatifs, 
les parties «, B,.... peuvent bien être négatives aussi ; mais au 
delà, elles auront toutes le signe +, et dès lors £y* = 8 L 9 
donne £ < e +9, ou E <2 V/t : les dénominateurs ne peuvent 
donc atteindre le double de y/ t. 

Et puisque ces constantes &, »,..….. D, E,... sont toutes positives, 
entières et en nombre infini, qu’elles ne peuvent dépasser les limites 
assignées, on devra tôt ou tard retrouver quelque fraction complète 
déjà obtenue, et par suite les complètes subséquentes, avec les 
mêmes entiers contenus : les termes de la fraction continue re- 
viendront dans le même ordre. Donc, après un certain nombre de 
termes initiaux , la fraction continue sera périodique, ce qu’on a déjà 
remarqué dans les ex. cités. 
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Observez que si la périodeest[a, b, cg, h],on peut lui donner la 
forme a[b, c.... g, h, a, a, b[c....g, h, a, b], etc., en commencant 
par tel terme qu’on veut, pourvu qu'on rejette à la fin de la période 
les termes initiaux retranchés, La période se trouve, il est vrai, 
composée des mêmes termes ; mais ces termes observent une dis- 
position différente. 

Suivons les détails de ces calculs sur l’équ. S9u—819-481—0, 
qu'on doublera pour que le 2° coefficient soit un nombre pair. On 
obtient les résultats successifs 


UT HAS DRE RER 


"y 45-108 y 483 48 28 
M Pr À 20 KO I ri) aan 


seicC, 


Donc x — 2, 1,8 [5, 1]. Pour l’autre racine, 


__ 81945 15283 V'15—925 
DT PA OMES EU CORNE TION 


48 15 1518 ABS 
VASTE SRE léétans ns san 


ci-dessus : 


on retrouve l’une des fractions complètes de la 1"° racine, et on à 
z =, 1,1, 44[1,:61. 
L’équ. 1801 x? — 3991 x -L 2211 — 0 He 


/ 37-3991 1/37 — 389 Hart 
ET Een EE Prec tra st im 0 he 8, 


re Pi + rs VE, 


done x — 1,9, 8[1, 1, 5|. L'autre racine s'obtient de même; elle 
estz—"1,9,2,215, 1/11 

603. Supposons que la période commence au premier terme 
æ = [a, b, c, d], ce qui revient à x — a, b, c, d, x, d’où l'on tire, 
en transposant, 


A —r%—= — 


Re lie Dr CURE 
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1 Il 1 l 
a— x op nl I di), 
a+) 54 - 
1 Il 
ba. = ——, — LV — il 
ant : otre 1 
Œ — ZT 


En substituant continuellement pour — + cette même valeur dans 
a — x, on trouveenfin—x=— 0, d, 6, b, a, d,c....—0[d, c, b, a]. 
Ainsi, lorsque la période de l’une des racines commence dès le 1° terme, 
l’autre racine est comprise entre O et — 1, et sa période est forinée des 
mêmes termes écrits en ordre rétrograde. 

Réciproquement, si l’une des racines de x est © 1, et que l’autre 
soit entre O et — 1, ces racines ont les formes 


AT AR ghz 0h; ge Uc; b;'al. 


En effet, e=y++ -, avec æ > 1; d'où x”  HRRS l'une des 


z — y? 
racines de + est cons entre O0 et — 1; donc les deux valeurs 
de x’ sont dans les mêmes conditions que celles de x, savoir, l’une 


> 1, l’autre entre 0 et — 1. Il en faut dire autant de x”, x”, .... 
s 1. 1 
dans à — y 7 etc. 


Or, s’il se pouvait qu'on eût x = y{[a, b....g, h], le 1° terme y 
étant seul étranger à la période, on aurait" —[a, b....g,h}, et 
par conséquent aussi — 2 —0 [h,g....b, a|, en vertu de ce qu’on 


‘ ANR dau e 
a démontré : d'où; — | —(i+ + êto .] 3 ainsi a 2 valeur de 


1 1 
æ serait = HT den CAS me 


Pour que cette quantité fût entre O0 et — 1, ainsi qu’on le suppose, 
il faudrait qu’on eût y — h, et la l"°racine de x serait k, a, b.... g, 
en sorte que k ferait partie de la période, contre l'hypothèse, 
æ —{h, a, b....q]. On voit que la période de x ne peut commen- 
cer au 2° terme de la fraction continue. Par la même pare on ne 
peut supposer à — y'[a, b....h], d'où x = y .y [a, b....], en 
faisant commencer la période au 5° terme ; et ainsi de suite. 
MATHÉM, PURES, T, IE, 12 
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7,2-/199 43 
107! 


Par ex., l’équ. 10x° — 14x — 5 donne x = 


racines sont 7 — C1, 1, 2, 3], — x —= 0 [3, 2, 1, 1]. 
Pour 5x? — 7x — 3, on trouve x — Roue, 


2H E,2,00, L2Le-r— 0 [21942272 0, 


604. Lorsqu'il arrive que la période commence dès le 1° terme, 
et de plus est symétrique, c'est-à-dire qu’elle reste la même quand 
on la lit en sens inverse, les termes à égale distance des extrêmes sont 


1 
égaux , les deux racines Ont la même période, Alors x et — — sont 
égaux, c’est-à-dire que la proposée ne change pas quand on rem- 

1 ’ 
place x par — —; la forme de cette équ. est donc 4x? — Br = A. 
æ 


C'est ainsi que 74° — 8x — 7 a pour racinesz=—[1,1,2, 1,1] 


+ 65 
et—z—01[1, 1,2, 1,1], valeurs de x — AE 
605. Supposons que la proposée soit 2° — 2ux = k; faisant 


A = 1 dans les formules p. 170, il vient x — « + y t. Si l'entier 
m contenu dans /# se trouve être précisément — «, l’une des ra- 
cines est > 1, et la 2° entre 0 et — 1 ; ainsi ces racines ont la forme 
z—[2m, a,b....q, h], —x— 0[h,g.... a, 2m]. Retranchons 
m de x, et nous aurons pour les deux valeurs de + 


4m [a, DAT, À, 2m], —p/t=—m{h,g....b, a, 2m]. 


Mais on sait que ces deux expressions doivent être égales en signes 
contraires, d’où a — h, b — qg...., en sorte que la forme de la 
fraction MR est W/i— m [a, b....b, a, 2m]. Donc 

1° La période de p/# commence au 2e terme; 

2° Le dernier terme de cette période est double de l'initial me qui 
n’en fait pas partie ; 

3° Au dernier terme près 2», la période est symétrique, c’est-à- 
dire qu’elle est la même quand on la lit en ordre rétrograde. 


On trouve y 61 = 7 [1, 4, 8, 1, 2,2, 1,8, 4,1, 14]. 
19 — 4 [2, 1, 8, 1, 2, 8]. 


Le terme du milien 2 de p/ 61 se répète, circonstance qui n'arrive 
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pas à p/ 19; cela vient de ce que le nombre des termes de la pé- 
riode est impair dans un cas, et pair dans l’autre. 

La table I, page 184, donne les périodes des racines carrées des 
nombres entiers <7 79 : on n'y a souvent indiqué que la moitié de 
la période, en marquant le terme moyen de ” quand il se répète, et 
de ” quand on ne doit l'écrire qu’une seule fois. On à quelquefois 
supprimé l’entier initial # contenu dans p #. 


bé vies 7 5° at 
Pour trouver par approximation la valeur de ————, on mettra 


pour W/_#, l’une des convergentes qu'on tire de son développement 
en fraction continue, telle que la donne notre table I, ou qu'on 
l'obtient directement, en observant que la forme symétrique de 
cette période permet de n’en calculer que la moitié des termes 


(voy. l'Algorithme, p. 171). 


89 + y 45 
Ainsi, pour l'exemple de la page 172, x — HER SD comme 
V45— 611, 2, 2, 2, 1, 12], on trouve p45— 26, valeur 
exacte jusqu’à la 10° décimale : d’où z = ++ £p/45 — 


2,16666. ... + 0,37267799625.... Enfin 
x —= 2,53934466291, et x — 1,79398867041. 


606. Nous aurons besoin plus tard de connaître dans le dévelop- 


pement de p#, les fractions complètes dont le dénominateur est 


: t T : 
un, Savoir, 3 Hs, et P — 1. L’entier contenu dans le nu- 
| HEURE 
mérateur est m + 7, savoir, Ne Eur: (m + 7x) 5) 
. 1 t m k 
d'où 3 = ——— — Vttm Or cette fraction est précisé-" 
Vt— m ét m° | 


ment celle qui donne l’entier a initial de la période, et par suite ses 
autres termes : d’où l'on voit qu’il ne peut y avoir, dans le déve- 
loppement de J/ #, d'autre fraction complète dont le dénominateur 
PARA m =, et celle VIE am +, 
qui produit le dernier terme 2m de la période à chacun de ses re- 
tours. Comme x doit être € W/4, 7 —m est la plus grande valeur 
que cette constante puisse prendre ; 2» est aussi le plus grand 
terme de la fraction, et ne peut résulter que d’un dénominateur 


P= 1, 


soit un, que la 1re x — 


12* 
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Il est maintenant facile de déduire l’une des racines de la 
proposée de l'autre, qu’on suppose connue. Car soit donné 
æ—=p,g....u[a,b,....f,g,h];faisonss —7[a,b,....f,g,h]: 
onaen outre — 3 —= 0 [h, g, f,....b, a]; en substituant pour z 
l'une ou l’autre de ces valeurs dans 7 = p, q....u, z, on obtient 
les deux racines de +. Mais comme la 2° fraction continue est com- 
posée d’un terme 0, et de parties négatives, on l’en délivre en se 
servant des relations suivantes, qu’il est aisé de vérifier : 


(e).... 1 = 


ss. (P) 
01 FE = + 


1 


es 


o — 1 


Ainsi la 2° racine 2 = p, qg,....4, 0, — [h, g....b, a] devient 


æ=p,g...(u—h) — (teurs 


| | 1 
on chasse ensuile les signes — , en faisant y — qg + path 
eiC., 

dans l'équation (f). 


Soit, par ex, rl. 8 (8, 2, 2] = 1, 6, z, et z —[3, 2, 2]avec 


TL [2, 2, 8]; on a, pour la 2° racine, 


1 
z —1 1 1} 1 
Eu 2+s 1 TG 
3 ete.) ne LB to) 
faisant dans (f), 9 — 2 FRS il vient 
Rep ee 1 —= 1,5, 1, 1[3, 2, 2] 


La période est ici la même que pour la 1" racine; si l’on veut la 
mettre sous forme rétrograde (voy. p. 176) ,on écrira 


x — 1,8, 1,1, 8 [2, 2, 8]. 
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Prenons encore + — 1,7 [1, 1,1,3,3, 2] = 1, 7,z, en faisant 
5—1[1, 1, 1, 3, 8, 2], et par suite — 3 — 0 [2, 8,8, 1,1,1]: 


on à 


Il I 
PTT (5 1 RE ol [ l 
545) ) 


ot à] La 
RER RATES CE 810; D Tac digg ht 1 


2 Lens F0 pe NE 1 sl; 4 J'en EA ST 
Ro 
3 ete 


11 suit de là que les fractions continues qui sont racines d’une 
même équ. du 2° degré ont toujours leurs périodes formées des mêmes 
termes en ordre rétrograde. Dans le dernier exemple, il faut écrire 
1, 4, 1, 2, 3, 1, 1, 1 en avant de la période, savoir, 


607. Etant donnée une fraction continue périodique, proposons- 
nous de remonter à l'équation dont elle est racine. | 


1°" cas. La période commençant dès le 1° terme, 
z—{[a,b...,.q, h]. Cherchons les deux convergentes terminales 
* . Pie . 
de la partie périodique, 


on a (G p. 162) 


i3h  ,. 2 
ETES tm —fi—h)s=h . ,°. (D) 


Parex., 3—=[1,1,2, 1], donne = 1,1,2,et?=— 1,1,2,1;d'où 
73 + 5 


= [1,1,2,1]et— :=0[1, 2, 1,1]. 


43 — 5 — 5, qui a en eflet pour racines 


182 FRACTIONS CONTINUES. 
Quand la période n’a qu'un seul terme 3 = [p|, d'où 
l - 
==: — a z — pz — 1. Si elle n’a que deux termes 
2 PT es OA p i elle n’a que deu m 


s—|9?, glouz=p 31,00 a qz° — pgz = p;le coeffi- 


cient du 2 terme est (en —) le produit des deux coefficients extrè- 
mes ; et en effet, on lire de cette équ. gz (3 — p)= p, 


U 


7 p l 
s—p—= #2, gp Li —pl— l 
U az ? Î he Î JE > 


4 


1! 


, D 
en substituant jour gz sa valeur pq CE 
3 


1e cas. La période étant précédée d’une partie irrégulière, x — y, 
Y Yo. [a, b,.... q, h], on représentera la période par z, ce qui 
donnera l’équ. (1) : puis on aura x = y, y’, y”. 3. Calculant les 

mn nds 
deux convergentes —, —, valeurs terminales de la partie irrégu- 
mn 


lière y, y, y ..., il viendra 


. ns om ne Mm'T — M 


— 


23 . 
n'3 + mn? nr —n 


Il reste à substituer cette valeur de z dans l’équ. (1), et on aura 
l’'équ. du 2e degré en x, dont l’une des racines est la fraction con- 
tinue donnée. Ainsi toute fraction continue périodique est racine 
d’une équ. du 2° degré. 


Soi xs 1, 1,8 [1, 1, 2, 1] = 1, 1, 8,2; on a d'abord les 


; 73 9 Mie à 

convergentes + et ?, d'où #3 = ——"—- us = —————. Sub- 
4z LI’ 4x — 7 

stituant dans 4z? — 45 — 5, équation quon a trouvée pour 


3 —[1, 1, 2, 1], il vient 604? — 204x + 178 — 0. Et en effet, 
I 
la HE grande racine æ — CALE 


fraction continue proposée. La À racine est 


a pour développement la 


Mg ES ® } 
> PASSA 2 REA 
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Prenons encore l'expression æ = 1, 6 [3, 2, 2]; et posons 


5 — [3, 2, 2], d'où l’on tire les convergentes 7? et =1, puis 
Bz — 153 = 7. On a d’ailleurs x = 1, 6, z, et les convergentes 
x — ] 


Zet?, d'où 3 — — en substituant cetle valeur dans 


6x = 7 


l'équ. précédente, il vient 
5 (x — 1} 15(x — 1) (6x —7) = 7 (Gr — 7} 


ou 1572? — 383x + 233 — 0. En effet on trouve que cette équ, 
383 + / 365 
314 
montrent que si l’on prend le signe —, on a pour valeur de x la 
fraction continue proposée : en prenant — on trouve pour l’autre 


racine, x = 1, 8, 1, 1 [3, 2, 2]. 


donne x = , et les calculs précédemment exposés 


FRACTIONS CONTINUES. 


nr (2 Période. 


je TABLE des Périodes de J/# (voyez page 179). 
Lt. 


Période. 


L. 


184 


<o 
- Re 
Te ON 4 


PL ne ct 


D + A me 


ne 


do © Gt 4 


> SR 


Re A = 0 © 


nr Te St tt 


et ON GA GA GA 1O 


DN IQ 5 © I & © 
en 


page 185). 


LA 
22 


m (voye 


stes de x? 


"€ 


s des ti 


PP, 


ode 


CC 
+ © 
sIsarzs 


ŒU SH et ei ei et 19 


DSnNmeS 
GG 6 GÙ GI GA 


M dora St Eu: Ra unis me ae à 


éri 


ABLE des P 


* 


I 


AE 


. £ a > 
. ex rés 
10 a e. Kp . 
La (ei Ge :° 
2 . 
st — Es se 
2 ÉTAT 
re 10 ei 310 10 
© Lie) OÙ mi et em 
o : - + 10 . . 
Een © ‘D . nr 
. TIC RO LQ «4 
= 24 LED a: 
CO 2 GO  - «# MO 
2] GN «4 pu ex CI 
Lo] TNT 5 
= | D DE . D 4 
© + LOG 16 10 
4 te 0 0 
TS OUTILS © ee ei 
En : 1O GT eu GUY 


pres Le 

D ?S 

4 00 . 

NN ‘ ee 
ds œ 1 ; 
à NE" M Te 
1O EL D — …: 
mn mm 
NO 
LD eu Lu LO ON 
ec 1 ET share 
Fe MO RO ed es 
ON en eu em eu QG 
99 SON © 


EEE 


“. * 
d . 
RE 
CALE 

Ê a Très 
2 : ; 

a Same 

D sr 


m 
l 


-. .« 
NA :=s à 
‘Arr 
ni Qi 
RG Se meute CN 
Or 
@ + .10 10 
DORE 
CO eu GI NO 
Cri | . + . 
A © : 00 39 
10 «= y © RQ 
as He ere En 
= «4 ho 00 D K 
NRGN - . eu 
CRTC < 13 à ONE, 
COL Sr 
° 1O es) 
# Le © Q 
61 19 19 O1 19 

bi) —— . 
D + 19 vu 
. . D “+ 
Lx | =) Le: | 
F= [en] to 
# El De) 
EE TARSSE FI Le SEEN + 7 RE 
. . Pen 
[or] Le) ce) 
<= mi = 
. se ON er | 
DS IS MI CI eux 

AG : 
Come DE © + 
TT ON «= 
EL A . . 
(RE Le 
EURE: 
DOME : 19 
Qt CR ER, | 

x) Ye] 

(e)| Le] 


10.647151 
1.0’ 


4 


13 4 10 © 
SOS 
DDR RE 


om 


L1 
| 


ÉQUATIONS INDÉTERMINÉES DU SECOND DEGRÉ. 185 


Equations indéterminées du second degré. 


608. Résolvons d’abord, en nombres entiers, l'équ. my = 2° Æ a, 


‘ . 1 . , T ’ , 
c'est-à-dire rendons entière la quantité , r étant le reste né- 


” 
gatif <<! m» de la division de a par'm». Si l'on fait x = 1, 2, 3, 4...., 
æ? étant divisé par », les restes présenteront une propriété bien 
remarquable. 
Si m est pair, soit pris & = + m + «, d’où 
2 J 3 2 
æ Fm? E ma + à 


IN? À ce? 
s_iméute site 


mn nm 


x? 
les restes de —, lorsqu'on prend pour x les deux nombres = 1 Æ x, 
on 


sont donc les mêmes : ainsi, lorsqu'on passex ==+ m, jusqu’à x —m, 
on retrouve les mêmes restes en sens inverse, 


C'est ainsi que, pour le diviseur 14, on trouve les restes sui- 
vants : 


1.4.9.2.11.8.7.8.11.2.9.4.1. 


Si m est impair, les nombres + (m Æ 1) sont entiers; faisant 
s—=;(mEl)+aonaz —+(m El} +a(m El) +«; 
les + se correspondent ; divisant par #, on trouve, qu'on prenne 
le signe supérieur ou l’inférieur, que le reste de la division est le 
même que pour + (n° 1) Lx L «7 : ainsi, pour les deux valeurs 
de x, les restes de 3? divisés par » sont encore égaux ; passé 
æ — + (m— 1) on retrouve les mêmes restes en ordre rétrograde. 
Ici le terme moyen se répète. 

On trouve, par exemple, que, pour le diviseur 17, les restes 
successifs sont 


1.4:9,10:9.2.106.18.13415:2.68.16.9.#, 1. 
Quand x © m, savoir æ — tin - «, comme 


HA 


2 «>? 
—— fin + at +- —, 


1 ne 


le reste est le mème que si l’on eût pris # = «4 °° m, 
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Concluons de là que, 1° si l’on prend x = 1,2,3...., jusqu’à 
l'infini, les restes de la division de x? par m se reproduisent et forment 
une période symétrique de m termes. 

La table II donne ces périodes pour les diviseurs les plus sim- 


ples. 


r : 
On ne peut rendre un entier, qu'autant que r est un des 


termes de cette période ; et si « est le rang de ce terme, æ — 4 
donne r pour reste de la division de +? par » : on a cette infinité 
de solutions, # — tm Æ à, t étant un entier quelconque. Chaque 
fois que r entre dans la période, on a une valeur de «#, et une équ. 
semblable donnant un système de solutions. Mais il ne sera néces- 
saire d’avoir égard qu’à la demi-période, puisque le retour du reste 
rse fait aux rangsaæetm — «, également distants desextrèmes, et qu’il 
ne résulte pas de cette dernière valeur de solution nouvelle. 

Par ex., 18y — x? + 40 donne nu a ,) Où SARA = — entier. 

13 . 18 | 
Dans la demi-période du diviseur 18, le reste 12 ne se trouve qu'au 
$C rang ; ainsi # — 184 Æ 5. 


L'équ. à° = 17y +7 est impossible en HonUrEs entiers, parce : 
que 7 ne se trouve pas dans la période du diviseur 17. 
Enfin, pour 2° — 4 — 12y, comme 4 entre aux rangs 2 et 4, 


dans la demi-période du diviseur 12, on a 


= 101.50 et A. 


Observez que quand le diviseur # est un produit pp", 4° — r n’est 
divisible par  qu’autant qu'il l’est par p et par p'; on rendra donc 
HT Tr Dore 
entiers —— et ———— par des valeurs telles que x = tp Æ a, 
6 ? 
æ = lp Æ «x. 11 restera ensuite à accorder ces solutions entre elles, 
car les valeurs de t et {” doivent être choisies de manière à donner 


le mème nombre x. Ainsi, on posera (n° 123) 


Dr a —r ta x+« ; 
hs rm 0 DE =; ——— == entiers. 


P P F 


Quand p est lui-même décomposable en deux facteurs, la 1re frac- 
tion peut être remplacée par deux autres, et ainsi de suite. 
Par exemple, pour résoudre en nombres entiers l'équation 
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315y = 2° — 46, comme 315 —9.7.5, je rendrai x? — 46 divi- 
sible par 9,7 et 5; savoir, en extrayant les entiers, 
B— I 2—4k zx —1 PS 
polie NU etes | V-ceere-rales ES lers. 
9 tft Air 2h 
Les périodes de ces diviseurs donnent 4 — 1, « — 9, «’— 1 
ainsi, il faut rendre (sans dépendance mutuelle entre les +) 


; 


TE EE» EU 
ob ARUT dit UT 


— entiers. 


On trouve enfin que si À désigne l’un quelconque des quatre nom- 
bres 19, 89, 26 et 44, on a x — 315 4 + k, d’où 


+ x — 19, 26, 44, 89, 226, 271..., y — 1, 2, 6, 25, 162, 232... 


Pour résoudre en nombres entiers l'équ. my = ax? + 2bx Er, 
multiplions par a, | 


(ax + D} —(b— ac) _ 3 —D. 
Re 


nr nr 


ay = 
en faisant ax + b—=3z, Pb — ac = D, 


On cherchera les solutions 3 = mt Æ « qui rendent cette fraction 
un nombre entier : puis on devra résoudre l’équ. du 1°" degré 
ax + b = mt £ x, c.-à-d.qu’on ne prendra que les valeurs entières 
de #, qui rendront x entier. Si a et # sont premiers entre eux, 
3° — D sera multiple de «a et de m (puisqu'on a multiplié par a) ; 
ainsi on divisera le résultat par a, et l’on aura y. Quand a et m” ont 
un facteur commun 9, il doit aussi l'être de 2bx + c : on cherche 
d’abord la forme générale des valeurs de x, qui remplissent cette 
condition, æ = 4% — +, et substituant dans la proposée, 4 dis- 
parait. 

Soit 7y = 32° — 5x +- 2; on multipliera par 2, pour que le 
coeflicient de x soit pair; d’où «a —6, b——5,c— #4, D — 1. 
On rend 3° — 1 multiple de 7, en faisant 3 = 7u Æ 1, qui est ici 
3= 6% — 5; onentire 


# = 131 -L 1, et+3. 


L'équ. 11y = 82° — 5x + 6 est absurde en nombres entiers. 
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Pour 15y=— 62%? — 2% + 1, on rend d'abord 2x — 1 multiple 
du factenr 3, commun à 15 et 6, savoir, x = 8% +2, d'où 
By — 182? +- 22% + 7; extrayant les entiers, il reste à rendre 
3x"? + 22’ + 2 multiple de Bb; on trouve 3 = 5t — 8x + 1; 
donc z’—3, x = 11, puis æ — 154 + 11. 

609. Soit l'équation 


az 2bys + cÿ = M, 


qu'il s'agit de résoudre en nombres entiers. 

Ler cas, Si D? — ac — 0 ; multipliant le ie membre par a, il de- 
vient un carré exact, (az —- by} — aM; ainsi aM doit aussi 
être un carré k, sans quoi le problème serait absurde, El reste donc 
à résoudre en nombres entiers l’équ. az + by — h. On prend 3 et y 
avec le signe Æ, attendu que k doit en être affecté. 

Pour 4x — 20zy + 25y° — 49, on pose 23 — 5y = E 7, 
d'où 2rx.l, z— 061, 

2° cas. Si b? — ac << 0, la proposée revient à 


(az + by} + Dy = al, vw + Dy = aM, 


en faisant b? — ac = — D, az + by — u. Ainsi, H doit être po- 
sitif. On feraÿ —0,1,2....,et}on ne conservera que les valeurs 
qui rendent a — Dy° un carré. Ces essais sont en nombre limité, 
puisque Dy° <{ aM. Une fois y et w déterminés, on ne prentira 
que ceux de ces nombres qui rendront s entier. 


Pour 82 — 2:y + 7y° — 27, on trouve 
(33 — y) + 20y — 81, = 81 —20y ; 
avec 83 — y—u; donc Et y—0et2, + u—9 et 1, 
His 9 "el. 
8° CAS, Si b? — ac est un carré positif 4, multipliant encore par a, 
et égalant le 1° membre à zéro, pour en obtenir les facteurs, on 
trouve que la proposée revient à 
[as EL y(b+ x) ].[as y(b—%)]= a. 
Soient f et g deux facteurs produisant aA]; posons-les égaux à 


ceux du 1% membre, il viendra 


LT Re 
none LOS 
2% a 
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Ainsi, après avoir décomposé a/Z en deux facteurs detoutes les ma- 
nières possibles, on les prendra tour à tour, l’un pour /, l’autre pour 
g, et l'on ne conservera que les systèmes qui rendent entiers, d’a- 
bord y, puis z. On prend y et z en Æ, parce qu’on peut donner à f 
et g le signe L on —. Ainsi, 22° 9ys + 7y° — 38, étant doublée 
pour rendre pair le coeflicient de yz, donne a — 4, b—9, c — 14, 
k—5,aM = 304; les produisants de 804 sont 


2X 152=8 X 388 = 4 X 76— 1 X 804 — 16 X 19; 
les deux 1° systèmes conviennent seuls et donnent 
Æy—= 16. et 3, Es == 068 611: 


4° cas. Si b? — ac est positif non carré, pour comparer ce qui nous 
reste à dire avec ce qu'on à vu, nous écrirons la proposée sous la 
forme 42° — Duzy — hy° = P. Les racines de l’équ. Aa? — dur —k 
sont irrationnelles (ou {= &°  4k est positif non carré) ; dévelop- 
pons-les en fractions continues, Il suit de lP’éqn. (f) (n° 601), que 


ot ‘ t T ñn 
la convergente qui précède la fraction complète Tru est — 
: n 
quand on a cette condition 
An — ann — kn°? = EP. 


Le signe de P dépendant du rang pair ou impair de cette conver- 
gente. En comparant cette équ. à la proposée, on reconnaît que si 
le signe des 2° membres est le même, on a cette solution 
BEN, CYAN : 
Donc, pour trouver y et z, développez les racines x en fractions 


tj a t + B 
continues ; si parmi les convergentes Kisrees Re Pie il 


s’en trouve dont le dénominateur soit le second membre P de la 
proposée, on limitera la continue à l’entier donné par la complète 


précédente, puis on cherchera la convergente correspondante — ; 
n 


et l’on aura z —n, y — #'; mais il faut que cette convergente soit 
de rang pair quand le 2° membre P est positif, impair quand P est 
négatif, si le développement est celui de la plus grande racine ; et 
que le contraire ait lieu pour la plus petite racine, Chaque complète 
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qui vient en rang utile donne une solution, en sorte que si elle fait 
partie de la période, on a une infinité de valeurs pour z et y. 

Soit, par ex., 22° — 14yz + 17y° — 5 ; on a trouvé (p. 172) que 
dx? — 14x + 17 — 0 à pour moindre racine + = 1, 1, 1 (3, 2), et 
que la 2° complète a 5 pour dénominateur ; donc la convergente = 
vient en rang impair, et donne cette solution uniquez = 1, y = 1, 
parce que la période n’entre pour rien. 

Si le 2° mémbre, au lieu de 5, était 8, il n’y aurait pas de so- 
lution entière, parce que les complètes, dont 8 est le dénominateur, 
étant toutes de rangs pairs dans la grande racine #, et impairs dans 
la petite, ne sont pas en rangs utiles. 

Mais si le 2° membre est — 3, développant la grande racine 
æ — 5 (2, 8), on l’arrétera aux rangs 1, 8, 5, 7...., parce que les 
CODEN suivantes ont 3 pour ASUS de là les conver- 
gentes 5, ,<2...., qui donnent autant de solutions. La moindre 

racine 7 — 1, 1, 1, (3, 2), arrêtée aux termes 2°, 4°,6e..,., donne 


11 


de même +, —, se. ; ONG, AVEC LT Y— L; 7 55 ...., on pren- 
d'a s — 5,3 8. 299... ou 2. LL DU 

Enfin, quand le deuxième membre est 2, on trouve de même 
TU 10 120 1002: avec E 3 — 1,11, 87, 685, 5393.... 
on 1,8, 25, 197, 1551.... 

co les convergentes sont toujours irréductibles, on n'ob- 
tient ainsi que les solutions qui sont premières entre elles : suppo- 
sons que la proposée en admette qui aient un facteur commun 4, 
3 = 03", y —0ÿ : on aurait alors 


6 (az? + 2bz'y L cy° — P. 
P est donc multiple de & ; soit P’ le quotient, il reste à tirer z et 
y d’une équ. semblable à la proposée, le 2 membre étant P'; 
done, autant P aura de facteurs carrés &, autres que 1, autant on 
aura de valeurs de 6 et d’équ. à traiter, dont le 2° membre est seul 
différent, P' = P : 4 
Soit, par ex., l’équ. 3? Æ 2z:y — By? — 9, qui n’admet pas de 
solutions premières entre elles; comme 9 est — 3°, résolvons 
8% 23y — 5y°? = 1; l’équ. 2° + 2x — B donne 
2 ji ne 
RER LS AT 


J Etc.; 


æ = 1 (2,4), et les convergentes =, 5, 2£, 281 Les termes de 


us dd ah: Été sé. 
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ces fractions sont les valeurs de z’ et y ; multipliant haut et bas par 
8, on trouve enfin 


+ 5 — 3, 9, 87, 861... + y— 0, 6, 60, 894... 


La deuxième racine de > ne donne aucune solution noüvelle, 

Les dénominateurs des complètes sont <° 2 y/# (page 175). 
Quand le 2 membre P dépasse cette limite, on ne peut espérer 
que P se trouve parmi ces dénominateurs, et notre procédé ne fait 
plus connaître les solutions; mais f désignant un facteur de P, 
P = fP', n un entier quelconque, posons y — n3 + fy'; 


d’où fe 5 2y 3 (b— on) + cfy® = P’. 

Qu'on rende entier ce 1°" coefficient, par une valeur convenable de 

n (p. 185); chaque fois que b? — ac entrera dans la demi-période 

du diviseur /, on aura des valeurs de Æ #, et autant d’équ. à ré- 

soudre, telles que 42° + 2By'3 + Cy° = P', où Cet P'sont les 

mêmes (ainsi que B? — 4C). Ainsi on peut réduire P à être 

 P L9Vyt,et même jusqu'à P = +1. 

Ainsi l’équ. 663? — 18yz + y° — 34, en prenant f — 17, con- 

66 — 18n + »° 
17 


duit à rendre — entier ; d’où n — 2 et 16, puis 


y= 17y + 25 ou 162, 92° HE 14y2 + 17y° — 2. 


! L'une de ces transformées a été résolue (p. 190); l’autre n’en différe 
que par le signe de y’; on en tire donc 


1Æz=1,11,07,...8,25...avecty— 2, 56, 446,..40, 822... 
Ou avec +y—=16,142,1120,...14, 128... 


Nous supprimerons la démonstration qui établit que ce procédé 
fait obtenir toutes les solutions entières. 

610. Ces calculs s'appliquent à l'équ. 2° — #y = + 1; mais ils 
deviennent alors très- faciles. On développe y # en fraction conti- 
nue z—V/t—u(w,;u"....u,u', Zu), et l’on ne s'arrête qu'aux 
complètes dont le dénominateur est 1, en rang impair pour Æ 1, 
et pair pour — 1. Or, il est prouvé (n° 606) que les seules com- 
 plètes dont 1 est dénominateur (excepté la 1re g/ 1), sont celles qui 
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donnent le dernier entier 2v de la période, lesquelles ont la forme 


V'tLu 
1 


terme w”’ qui précède 2, si elles sont en rangs utiles, donnent donc 
Hz—n, ty", ces signes étant indépendants l’un de l'autre. 
Quand la période a un nombre pair de termes, chaque période 
donne une solution, dans le cas de - 1, et il n'y en a aucune dans 
celui de — 1. Lorsque la période a ses termes en quotité impaire, 
les retours aux périodes 1re, 8e, 5°,.,. conviennent lorsque le 
2° membre est — 1 ; s’il est L , on prend les 2°, 4°, 6°... 

Pour l'équ.  — 14yÿ =+ 1,ona(p. 184) /14=—8 (1,2,1,6); 
le terme 1, qui précède 6, ne vient jamais qu’aux rangs pairs ; ainsi, 
la proposée est absurde en nombres entiers, dans le cas de — 1. 
Dans celui de + 1, on prend les convergentes 2, 25, 112, 2Ss 


60 7% À29 rod) 359pretras 
et l’on a, les signes étant d’ailleurs quelconques, 


n Célgs x 
. Les convergentes 7» qui répondent à tous les retours du 


+s—1,15,449...., —y—0, 4, 120... 


Soit 3? — 13u? — + 1 : comme y’ 13 —"9 (1401, PIE 07e 
convergentes correspondantes au retour du terme 1 qui précède 6, 
sont =, =, 510, At  , ,: d'où 2— 1,649...., y —0, 180... 
pour EL l;ietz—18,23392....y—5,6465.... pour — I. 

Soit 3 — 3y° — 1 ; comme 3 — 1 (1, 2), toutes les conver- 
gentes +, +, +5 2e ss 228... donnent des solutions; iln’yena 
aucune, quand le 2° membre est — 1. 


L'équ. 3° — 5y° = + 1 a ses solutions dans les fractions alternes 
DONS BMIDTI 682 2889 


7147179473 3)398 1 153002," 

Étant donné un nombre impair N — 2m + 1; qu’il soit partagé 
en» et m1 1, ses deux moitiés inégales et entières, et qu’on 
décompose chaque partie en deux autres; on pourra toujours 
choisir ces parties telles que leurs produits respectifs soient égaux, 
SAVOIr : 


D» 


J 
e 


vbr=m, y+y=m4Il, zx —=4yy. 
En effet, éliminant x’ et y, il vient y? — 2° = (nm + 1)y — mr. 
On résout cette équ., comme on l’a dit, en posant 


= %;(s4m), y—=5;:(t+m+l), 
d'où — em —(m4L1) — m = m1 N. 
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Ainsi, pour trouver t et x, on décomposera } en deux parties telles 
que ce nombre soit la différence de leurs carrés. Soient « et 8, deux 
facteurs impairs produisant V, N—«8, ilviendra (4 z)(t— 3) = 48, 
ts, t — z—8; d'où 


& 
—- 
TG 
R 
| 
TD 
D 


Comme x et B sont impairs, + (« + 2) sont entiers, et il est aisé de 
voir que l’un de ces deux nombres est pair et l’autre impair : mais 
pour que x soit entier, il faut que » soit pair ou impair avec 
+ (« — B), condition qui rend y entier. 

Ainsi pour N — 105=—2.52-L1,en décomposant 105 en 35 X 3, 
oOnat—19, 3—16; m— 52, x —34,y— 36,2 — 18; y — 17: 
et en effet, 34 X 18 — 36 X 17 — 612. 


Observez qu'en prenant 8 — 1 pour l’un des facteurs de XV, et 
æ —= 2 m —+ 1 pour l’autre, on trouve t=m<+l, z—= m, 
z — y — 0 : les quatre parties de NV se réduisent donc à deux; 


alors il suit de ce qu'on vient de dire que tout nombre impair 
2m 1, est la différence des deux carrés (m + 1) — m°, ainsi qu’on 
le fait (n° 134, 2°). Cette décomposition en deux carrés peut se faire 
de plusieurs manières en nrenant pour facteurs « et B produisant 
2m — 1, des nombres tels que + (x — £) soit pair ou impair avec 
mn : mais si le nombre 2m — 1 est premier, il n’y a qu’une seule ma- 
nière de faire la décomposition. 


611. L’équation 
az — 2byz + cy° + ds Ley + f—=0, 


la plus générale du 2e degré, se ramène à la précédente, en la dé- 
gageant des termes de 1'e dimension. Soit fait 


3— hs Lau, = ly +8; 
d’où 2ax L2bB+d—0, 28c + 2xb+e—0, . . . (1) 
__ cd — be FDP ane 
DR De LOTS 
en posant b? — ac — D. Tous nos coefficients sont supposés en- 


tiers. Or, il est clair que cette transformation n’est utile qu’autant 


que z’ et y sont entiers, en même temps que z et y. Faisons donc 
MATHÉM, PURES, T, LL, 15 
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| 1 | 
les indéterminées 4 = l — Sp? Savoir; 


INT AGREE EE à ST @ 
2D F 2D 

Les valeurs cherchées de y’ et zx’ répondront à des entiers pour 3 
et y : mais la réciproque n'a pas lieu, et l’on devra rejeter les so- 
lutions entières de z’ el y, qui ne rendent pas z et y entiers. On 
aura ainsi toutes les valeurs demandées, en ne conservant pour 4° 
et y que les solutions trouvées, qui ont la forme convenable 
(n° 597). Maintenant, multiplions les équ. (1) respectivement par & 
et B, puis ajoutons ; nous avons 


ae? — 2bed + cd’ 
4 D t 


Nous désignerons le numérateur par AW : la transformée est 


az? + 2bz'y + cy° L'AD'f + ND=0;.... (3) 
équ. qu'on sait résoudre. 
Lorsque b°? — ac — 0, ce calcul ne peut plus se faire ; mais mul- 
tipliant par a, les trois premiers termes forment Le carré de az + by; 
posant ce binôme — 7’, le reste du calcul est facile. 


Soit 72? — 2zy  8y° — 303 + 10y + 8—=0; 
z! — 80 __ y + 40 
AO PTE 70 
ne sont entiers qu’autant que 40, facteur commun des constantes, 


l'est aussi de z’ et y’, qu’on peut changer en 407’ et 40y'; ainsi ce L 
facteur 40 s’en va, et l’on pose 


= +2, y—=y —1, 732 —9zy + 3y? — 27. 


_Gette équ. a été traitée (p. 188) et a donné Hs —0et2, y —=3 
et 1; doncon a 


3—4,0,2 et2, avec y—0, — 2,2 et —4. 


— (aus + 2ba5 + pr) = EEE = 


les équ. (2) deviennent z — ; mais yet = 


Des Equ. indéterminées de degré supérieur . 


612. Pour résoudre en nombres entiers l’équ. 


my = à + br + ce He... Hz", 
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observons que si x =, on a aussi æ = à —- mt, t étant un nombre 
entier quelconque, puisqu’en substituant, le 2° membre prend la 
forme a +- ba + ce... L mT, qui est visiblement divisible par 
m. Lorsque &« © m, si l’on prend pour f, l’entier contenu dans 


a 
= la valeur æ — « + mt se trouve comprise entre H © m et 


— + m. Donc s’il existe des solutions entières de la proposée, 1l y en a 
toujours une infinité, et l’une au moins des valeurs de x est <° + m, 
dans chaque système x = « + mt. 

Lorsqu'on divise par » ceux des coefficients a, b, c.... qui sont 
> mn, on extrait les parties entières, et on simplifie le problème, Du 
reste 1l suffit, pour résoudre l'équ., d'essayer pour # tour à tour, 
tous les entiers <7 + m, ce qui donnera les nembres simples 4, et 
par suite toutes les valeurs de x = à mt. 

Ainsi, pour l’équ. 7y — 17 + 9x — 3x° + 5x4, on posera 

à £ 
y=2 + x sera puis, prenant x — 0, 1, 2, 3 
et #4, tant en —L qu'en — , on reconnaitra que & = 2 et + 1 con- 
viennent seuls; ce seront les valeurs de & dans # = & + 74, qui 
comprend toutes les solutions, et permet d'en conclure les valeurs 
correspondantes de y. 

L’équ. la plus générale à deux inconnues x et y, dont lune n’est 
qu’au 1°" degré, est 


y (a br Loca....)—a + br +cx....; 
pour obtenir toutes les solutions entières, posons 
dbz toa,. im, a+ br +cor.. = m, 


d'où m'y — m. Éliminons #, puis m», entre ces trois équ. ; il viendra 
d’abord une équ. de la forme 

A Bm + Cm Dm° + Emm + Fn2.... = 0, 
puis A Bm'y + Cm + Dm +... = 0: 
et comme tout est ici divisible par »’, le 1e terme À doit aussi 
l'être, sans quoi la proposée n’admettrait aucune solution entière. 
On cherchera donc tous les diviseurs de 4, tels que «, B, ».... Ce 
seront les seules valeurs que »” puisse avoir : en faisant successi: 
vement 


a=œ a + botbeor.,.., B=a+brt+..,., p=d +... etc, 


13* 
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on prendra les racines entières de x; celles de ces racines qui 
rendront » multiple de »m' pourront seules résoudre la question ; 


ou . 66.29 4 gl 034 
- mais il faudra en outre que le quotient — —ysoitentier, afin d’a- 
m 


voir la valeur correspondante de y. 

Observez que le long calcul de l'élimination dont on a parlé ne 
servant qu'à faire connaître le nombre 4, on l’abrége beaucoup, en 
prenant #’ et m nuls, c’est-à-dire, en cherchant le commun divi- 
seur entre les polynômes 4’ b'x L....,et a br etc. ; seu- 
lement il faut avoir l’attention de ne pas supprimer les facteurs nu- 
mériques qui pourraient affecter tous les termes de l’an des restes, 
ainsi qu'on est en droit de le faire dans le calcul ordinaire. Gette 
opération donne À pour resle final, car s'il existait un commun di- 
viseur numérique, on le supprimerait dans l’équ. proposée. 

Par ex., soit y (2° — 3) — x° + 1, la recherche du commun di- 
viseur entre æ° —_ 3 et 2° + 1, conduit au reste final 10, dont les 
diviseurs sont 1, 2, 5 et 10, en + et en : prenons ces huit va- 
leurs successivement pour # dans les équ. 2° —3 =, 2° 1m, 
et nous verrons qu'on ne peut admettre que 


MUST OU = MN EE 
m — + 5, menuisier dire 


telles sont les deux seules solutions du problème. 

Nous ne traiterons pas les équ. où les deux inconnues entrent à 
des degrés supérieurs, parce qu’on n’a aucune méthode générale 
pour les résoudre; on n’y parvient dans chaque cas particulier, que 
par des procédés spéciaux. Voy. les Recherches arithm. de Gauss, 
les Mémoires de Berlin, etc. 


Résolution des Equations numériques. 


613. Soit fx — 0 une équ. qui ait été préparée de manière à 
n'avoir aucunes racines commensurables, ou égales, ou comprises 
plusieurs ensemble entre deux nombres entiers successifs (n° 542); * 
admettons qu’on connaisse pour chaque racine irrationnelle l’en- 
tier « qui est immédiatement moindre (n° 541), et procédons à: 
l'approximation ultérieure, 
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D'après la règle donnée (n° 592), soit fait x — « LE > fx = 0 


deviendra fx — 0. Or, par supposition, il y a une des valeurs de 
æ quiest > 1,etil n’y en a qu'une ; cette racine répond à la valeur 
de x dont zest la partie entière, et dont nous voulons approcher. 
Raisonnons de même pour fx" — 0, et soit 8 l'entier approché de 
z" ; on est assuré qu'il n'y a en valeur de +’ qui soit positive et 


> 1; on posera donc + = 8 ne PE æ” ayant une racine > 1, et 


une seule ; de là une transformée f,x” — 0 dont x” est l’inconnue. 
On voit donc que la racine # sera développée en fraction continue 
æ —= à, B,9%....; qu'on en tirera des convergentes de plus en plus 
approchées par excès et par défaut, Mere que l’erreur 
résultante de chacune aura une limite connue, etc... 

Quant au calcul de f, f:, il est très-facile; car soit 
fe = hat + pat + qi... Hu = 0 ; si l’on pose x = 4 + !, 


la transformée est (n° 504) 
fattfatitfa...+k= 0: 


CRE l 
mais ici ét —— ; donc, en multipliant tout par 4”, 
z' 


fa.x'Lfa. gi Lifla.a..  LRk—=0,. 


fa, f'a, fl'u.... sont les valeurs de fx et de ses dérivées, lorsqu'on 
y fait # — «. Ainsi, après avoir calculé ces coefficients (voy. p.42 *), 
il suffira de les substituer dans cette équ. 

Soit proposée l’équ. 2° — 2% — 5 —0, dont une seule racine est 
réelle et comprise entre 2 et 3 (n° 560); appliquons notre mé- 
thode. En faisant æ — 2, dans »° — 9x — 5, 3x? — 2, 8x et 1, on 
trouve — 1, 10, 6et 1, pour coefficients de l’équ. en +’. Mais z’ est 
entre 10 et 11, et l’on trouve de même pour les coefficients de l'équ. 


* Voici le calcul prescrit p. 42 pour déduire /, de f, dans l'ex. suivant : 


fix = —1+10+ 6 + 1 — 0 entier 10 
— I! oO + 6 + 61 
Facteur 10 — 1 — 10 — 9} 
— [ — 20 
d’où . . . «+ — 1 — 20 — 94 + 61 


far, à à +61 94 — 20 — 1 
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en x”, 61, — 9%, — 20, — 1; donc on obtient ces résultats, où 
l’ons’est dispensé d'écrire les puissances de x, 2", æ'', qui sont assez 
indiquées par les rangs des termes : 


Res x + 0x — 2x — 5 —= 0 entier 2, 
h=— 1+ 10+ 6+ 1—=0..,. 10, 
VE — 61 — 94 — 99 — 1—=0.. 1, 
Lane US RATS SE BE 61 0 À, 
a 71 — 195 — 187 — 54 = 0 ci 
fs = — 552 + 173 + 505 + 71 = 0 : : 
PE 195 — 407 — 8835 — 3552 = 0 5, 
TEA 


Donc æ— 9%, 10,1,1,2,1,8.,.. — H$— 92,09455....; 


valeur qui a 5 décimales exactes, puisqu'elle n’est pas en erreur de 


}. 
nie a — x — 2x + 1 —0 a ses trois racines sréelles, et 
comprises entre ! et 2,0 et 1, — 1 et — 2. Approchons d'abord 
de la Ire. < 

te GR x — x? — 9x + 1 —= 0 entier 11 

PM nie ME EN Mel LOS LOI M OUR LR. 1, 

fab. J'me s EN tas ia Æ de NAS 

DRE PE A ME ERA R AAES DAT EE AT 20, 

NE PME 181 > 391 — 40 — 1 = 0, AT 

FN RON ALAOT Ge BOB 4100 008 UE 181 a 0 À 5, 

fe 2059 — 1216 — 1205 — 197 = 0 . . . . ; 

etc. 


æ—= 1,1, 4, 20,2, 8, 1,6, 10,5, 2 — 2553 — 1 8019377858. 


Ti537: 
La racine comprise entre 0 et 1 se trouve de même; et comme 


dès la 2e opération on retombe sur la transformée (2), on doit re- 
trouver les équ. 8, 4, 5....; d'où 


x — 0, 2, 4, 20, 2, 8,1, 6, 10, 8, 2— 522682 — 0,4450418679. 


1289054 


Enfin, pour la racine négative, il faut changer x en — x; et 
comme on a alors l’équ. (1), on pose de suite 


— x — 1, 4, 20,2, 8,1,6, 10,8, 2 —1:532: — 1,9469796037. 


573683 
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Nous rencontrons ici une particularité propre à l'exemple pro- 
posé, en sorte que les trois racines se trouvant formées des mêmes 
termes, on est dispensé du calcul des deux dernières. 


Pour fr — 2x2 — 147 + 17 = 0 entier 5 
D fn 27 D AS ON © SU 2-0) RP 2 
fs AR re 2 OS, = 0 7,2 3 
fs Let ct CE TON CURE NERO 2 


On retrouve f, ; donc + = 5 [2,3] comine p. 172: 

614. Exposons maintenant les moyens d’abréger ces divers cal- 
culs, 

La fraction continue avant été poussée jusqu’à l'entier y’, 


A 


m n F 
z— a, B,%,....7, soient — et —- les deux dernières conver- 
n 


gentes ; il suit de léqu. (G, n° 593), ainsi qu'on a vu p. 182, que 
si z représente la valeur du reste de la fraction continue, on a 


LL 
mr —m m' 1 

EH ee re EE — — thérapies 
NT —n TN (nv — n)° 


en commencant la division, et à cause de m'n — mn —= Æ 1. Soit 
+ n n 
d'la différence entre x et la convergente —, où d=—— x,0na 
n ñ 
nxz —n—— nd; d’où 


m 1 


— E —,. 
n PP 


Ici x désigne, il est vrai, la racine dont on veut approcher, et 3 est 
une valeur qui en dépend; mais chacune des autres racines +’, 
7,... étant les va- 


z’.... donne une équ. semblabie ; ainsi, 3, z 


leurs de z correspondantes, on a 


! / 
mn il # 
AIMER AGREE EE, 
Z — NT d n°2? Z PRET , p/ À n? 2 etc. 


: : : l 1 
Ajoutons ces (2— 1) équ. et faisons pour abréger A = TA à res 


nous avons 
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La transformée en z étant représentée par 42° Bs'-1L,,,,—0, 


à B 
la somme des racines est 3 +- + 37.... Some retranchant 
l'équ. précédente, 
m ,. B A 
g—=—(4—1)———— 5, .. . ….. (a 
n ( ) A + n'2 ? ( ) 


1" ; . 
mais — ne tarde pas à approcher assez de x pour que d soit fort 
ñn 


petit; d', d”’...., qui sont les différences des autres racines 4, 
z”.... à notre convergente, sont à peu près égales aux différences 
de ces racines à +; et plus ces différences sont grandes, plus A est 
petit; »’ croît d’ailleurs de plus en plus : ainsi, le dernier terme de 
notre équ, est alors négligeable ; d’où 


2 Gus 1} EnEn LYS HENTAI 


n 


Non-seulement cette équ. donne lentier 7, contenu dans 3, mais 
même en résolvant en continue, par la méthode du commun divi- 
seur, on peut prendre plusieurs termes successifs, comme compo- 
sant la valeur de z et continuant celle de x; z2= 7, p, «....; d’où 
æ—=ù, B,....v, 7, p, 6.... En arrêtant la fraction z à l’un de ses 


p 


termes o, soient —, 24 les deux dernières convergentes, on a 
LNT 


(équ. G, p. 163) 


et substituant dans là transformée en 3, on passe de suite à celle qui 
répond au terme 6, en supposant, qu'en effet ce terme convienne à 
4 A 
la valeur de x. Puisque z = — _ FuoCs il suffira d’avoir deux 
nu—n 
limites rapprochées, entre lesquelles x soit compris, et de substi- 
tuer ces limites dans cette fraction, pour avoir celles de z : ces 
dernières résolues en continues, leurs termes communs le seront 
aussi à z, et continueront x. 

Pour la 1° racine du dernier ex., partons de la transformée /, ;° 
les convergentes sont ? — 1, 1, 4; — 1, 1, 4, 20; d’où l’on 
tre z—= 2 Hi Hi — 2,8, 1, 6....; on remarque que 
les quatre 1°" fermes continuent la valeur de x, laquelle acquiert 
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de suite 8 termes. On en tire les convergentes ? et +; d’où 
__ 6lu Glu- 9 . r . 
, et par suite la transformée /,, en substituant dans 
— Ju du + 4 4 
fa; et ainsi de suite. 
Juand la racine + est commensurable, la fraction continue se 
Q ; 
termine ; sans cela elle va à l'infini. Si la proposée admet quelque 
facteur rationnel du 2e degré, on obtient une période, et le retour 
des mêmes termes annonce cette circonstance. Ainsi l'équation 
24 — 22% — 9x? EL 22» — 22 — 0, lorsqu'on veut poursuivre la 
racine qui est entre 3 et 4, donne 


= — 10 + 29 + 97 + 10 + 1 — 0 entier 3, 

fs = 58 — 314 — 515 — 98 — 10 — 0 .... 6, 

fa = — 4594 + 192322 + 6561 + 1078 + 58 = 0 . .. . 3, elc. 
Cette dernière équ. conduit à 2 = + ie = it 3, 6... 


Le retour des chiffres (3, 6) fait présumer une période : en suppo- 
sant qu'elle existe, on trouve que #° — 11 doit être diviseur de la 
proposée (n° 607) ; on essaye cette division, qui donne le quotient 
exact z° — 27 + 2. 

La résolution de l’équ. + — 4, ou l'extraction des racines, 
rentre dans cette méthode. Ainsi 2° — 17 donne 


2 


x —92,1,1,8,138— 21%; 


et formant la valeur de 3, on arrive à 3 — 1, 3, 2. ...; d’où 


x = 2521 — 9,8719818. 


615. L’équation 10* — 29 se traite de la même manière. On 
trouve d’abord que x est entre 1 et 2; savoir, 


CE SEUR irè 
r=1+—, 10 ”— 99; 10 X 107 — 29; 10 — (2, 9)”. 


On voit ensuite que x’ est entre 2 et 3 ; 


Î — 1000 \2// 
2 =92+ 7, 10—=(2,9.(2,9)7, (He) = 2, 9; 


ainsi de suite, Donc 


2=1,9,6,6,1,2,1,9:.,, 02) 


®je Le 


2 = 1,4623960. 
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Cette valeur > x est approchée à moins de (+), avec six chiffres 


décimaux exacts. 


10° — 93 donne æ — 1, 2, 1, 3, 4, 17,92 — 7% — 1,38617278. 


1667 


insi, on sait résoudre, par approximation, l’équ. 10° = b, et 
comme on peut prendre au lieu de 10, toute autre base, on sait cal- 
culer le logarithme d’un nombre dans tout système. 


CHAPITRE VI. 


MÉTHODE DES COEFFICIENTS INDÉTERMINÉS, 


Décomposition des Fractions rationnelles. 


616. F et o étant des fonctions de x identiques, c'est-à-dire qui 
n’ont qu'une simple dissemblance provenue de la manière dont elles 
sont exprimées algébriquement, l'équ. F = 9 n’a pas besoin pour 
se vérifier qu’on attribue à x des valeurs convenables, et doit sub- 
sister, quel que soit le nombre qu’on juge à propos de mettre pour 
æ. Supposons que, par des artifices d'analyse, on parvienne à or- 
donner F'et » par rapport à x, sous la même forme 


a + bx À cx° + dañ.... = À + Br + Cx° + Dai... ; 


puisqu'il n’y avait entre F'et + qu'une différence apparente due 
aux formes sous lesquelles ces fonctions étaient exprimées, cette 
différence de formes n’existant plus, on doit précisément trouver 
dans un membre tout ce qui entre dans l’autre ; donc 


d = 4) hi Ve CC... 


Et en effet, puisque l'équ, doit subsister pour toute valeur de x, 
si l’on prend #3 — 0, on a a — 4. Ges deux constantes n’ont pas été 
rendues égales par cette sunposition ; elles l’étaient sans cela, et 
l'hypothèse n’a été ici qu'un moyen de mettre cette vérité en évi- 
dence. Dès lors, quel que soit x, on a encore 


bros = Pa Gras 


_ 
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divisant par x, 


b—+ ex —Æ etc. — B + Cr....; 
le même raisonnement prouve que b= B, puisc = C.... 

Ainsi, étant donnée une fonction F, après s'être assuré directe- 
ment qu'elle est susceptible d’être exprimée sous une forme dési- 
gnée ?, contenant des coefficients constants 4, B, C. ...,ilest aisé 
de trouver ces nombres, 1° On écrira l'identité F = 9, F étant la 
fonction proposée, et # sa valeur mise sous une autre forme recon- 
nue convenable, et contenant les coefficients indéterminés À, B,C....; 
2° par des calculs appropriés, on ordonnera les deux membres F'et 
e selon les puissances de x ; 3° on égalera entre eux les termes af- 
fectés des mêmes puissances de x; 4° enfin, on éliminera entre ces 
équ. pour en tirer les valeurs des constantes inconnues 4, B, C.... 

Appliquons ce principe à divers exemples. 

617. étant le numérateur d’une fraction rationnelle, D le dé- 
nominateur, proposons-nous de la décomposer en d’autres dont elle 
suit la somme, Par la division, on peut toujours abaisser le degré 
du polynôme NW, par rapport à #, au-dessous de D ; c’est dans cet 
état que nous prenons la fraction. Suit D — P X Q, P et Q étant 
des polynèmes premiers entre eux, des degrés p et q, posons 


UN dat. + Rate. sit L E A'aPri + B'aP2, .,, LCL 
— — P : 


Pour réduire au même dénominateur D — P X ©, multiplions 
Aa... par P, et d'a... par Q; ces produits seront de 
degré p + q — 1, c'est-à-dire formeront un polynôme complet d'un 
degré moindre de 1 que D ; et comme AN est au plus de ce même 
degré, en comparant chauue terme de NV à ceux des produits ci- 
dessus, on en tirera pq équations entre les coefficients inconnus 
À, 4’, B, B’...., dont ie nombre est visiblement p + q, puisque nos 
numérateurs ont q et p termes; ces inconnues ne seront qu'au 1° 
degré, et le calcul conduira hientôt à les trouver. Il est donc prouvé 
que la décomposition indiquée est légitime, et le calcul donne ac- 
tuellement les valeurs de toutes les parties composantes. 

Et si Pet Q sont eux-mêmes décomposables en d’autres facteurs 
premiers entre eux, sans chercher à déterminer 4, 4’, B...., on 
remplacera chaque fraction par d'autres formées selon le même 
principe; c'est-à-dire que, pour décomposer la fraction rationnelle 
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proposée, il faut trouver les facteurs premiers entre eux de son déno- 
minateur, et égaler cette fraction à une suite d’autres qui aient ces fac- 
teurs pour dénominateurs, et dont les numérateurs soient des poly- 
nômes respectivement d’un degré moindre d’une unité. 

On égalera donc D à zéro pour le résoudre en ses facteurs sim- 
ples ; et il se présentera deux cas, selon que D n’aura que des 
facteurs inégaux, ou en aura d’égaux. Examinons ces deux cas sé- 
parément. 


1% cas. Si D = (x — a) (x — Re (x — ; +.) ON posera 


N A 
Re UE 
et il s'agira de déterminer 4, B, C.... par le procédé qu'on vient 
d'exposer. 
Par exemple, soit D —(x— a) (x —b);ona 


LEE EC 


kx —- l A Je D 
Ga) D), æ—a x —b? 
d’où kx += À (x — b) + B (x — a) 
— (4 + B) x — Ab — Ba. 
Ainsi k— A+LB, —1l= Ab + Ba; 
k kb 1 
et enfin À = — Hit) D sh, 
b — a° b— a 
Pour ARS et _— É j'égale le dénominateur à zéro pour en ob- 


tenir les facteurs binômes ; 4° — x = 2 donne x — 2 et — 1 ; ce 


sont les valeurs de bet a. On ak = — 4, | — 2; ainsi 
2— 4x  _ —2 2 
gt —5—2 x+I RES 
l 1 l 
De mé = ——— © + ——. 
A men — 2a(a + x) a 2a(a— x) 
1 C 
Soit ENCOrE | ——— np : 
oit encore PTE + DER 


on trouve 1 = 4a° + ax (BH C)+ x (C — 4—B); 
donc 1= 44, B+LC=0, C—4—B—=0, 
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Éliminant, on a 4, B, C puis 


205 


+ 1 
2a(a — x) 
Lorsque D a des facteurs binômes imaginaires, la même méthode 


A 4 
? 
peut s'appliquer, mais on préfère souvent ne décomposer D qu’en 


Ax + B 
————, C'est ainsi que pour 
pr hg CU TRE 


facteurs trinômes réels, tels que æ° + px  q, et la proposée, 
qu'en fractions de la forme 


ax +1  __ A4x+B C 
c+F0e+1— 


) æ+1 AU) E 
on trouve Cm y Bd is, 
ne z Ax + B C 
De même ENT E je + Fat 
donne —A= B—=C—=;:. 


2° cas. Chaque facteur ne D, de la forme a — a), donne lieu à 
ps . bre, ; 
une composante telle qu Ce) -; mais comme celle-ci 


est elle-même décomposable, on pose de suite, au lieu de cette 
fraction, la somme équivalente 


A B C 
(æ 2e a) “e (æ s 5} + 


+— 
(x Fa 7) om CHR x nr a 
Et en effet, il est visible qu’en réduisant au même dénominateur, 


le numérateur a la même forme que ci-devant, et un égal nombre 
de constantes inconnues 


a RE RE. 


_ A 
æ(T — 1) 


B C D E 
Ce NE EE) EE LUE ES 


T — | 
2 . : 1 à 
donne AMIE DE ALT aan dis STE 
On trouvera de même 
1 ent Il 
mx + l} (a Lx +) > 


2 x 
(x + 1) "l'as l din Are 1 
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Si les facteurs égaux du dénominateur étaient imaginaires, 
quoique le méme procédé puisse être appliqué, il sera préférable 
de les réunir en facteurs réels du 2 degré, sous la forme 
(a? + pr + q) ; le numérateur est alors A1 L Br ..., ou 
plutôt on prend les fractions composantes 


Aù + B Éta Cx + D 1e ‘y AFREL 
CREME EE PME Be PTT OL ER REC RE E EAN 
Par exemple, on fera 

Il 
(ee 1) & (x 2) (e° + 1) 
D TRE BB, C, Dr+tÆE , Fr G Hz LT 
NME Riu 1 FL DRE: LE a +1 


Le calcul donnera 


CT fem ne EN 
H — — — =: 


618. L'usage fréquent qu’on fait de la décomposition des frac- 
tions rationnelles, rend très-utile la méthode suivante, qui abrége 
les calculs. 

1% cas. Facteurs inégaux. Soit D — (x — a) S$, S'étant un produit 
de facteurs tout différents de x — a. La dérivée est 


D'—S$S + (x — a) S’; on pose * 


LE d’où N— AS + P(x — a). 


A 
Biiimacho dé 


où 

* Si Je facteur a la forme px + q, au lieu de x — &, la fraction composante est 
A! 

se >» \A= AP; 


I 
PRES Ps LR ES 
P F 


ee 


N “ . r à 
on fera donc x = — LA dans T° mais pour avoir le numérateur À de la fraction, on 
P 


» 


devra multiplier le résultat par le coefficient p de x. Ainsi pour 
6 + 23x A B 
2 — x — 6x? 1 — 2X 3x + 2 
N 6 + 23x ‘ PAT 
il faut substituer æ = + — et — = UT PRE Me Dies À. ; mais on multipliera 
à — I — 12% 
les résultats par — 2 et + “# : d’où ul 25, B=—14. 


FRACTIONS RATIONNELLES. 207 


Ii s'agit de déterminer la constante 4, sans connaitre le polynôme 
P. Si l’on fait # — «a, et qu'on désigne par n, s et d ce que devien- 
nent V, Set D, par cette hypothèse (nous ferons usage, dans ce 
qui suit, de cette Pt , nous avons d’' = s et n — As; par- 


tant, 4 —— = Donc remplacez le dénominateur D de la frac- 
s 

lion proposée par sa dérivée D’; puis changez x en a; vous aurez le 

numérateur À de la fraction composante dont x a est le dénomina- 


s N | 
teur. On devra de même faire # — b, c.... dans > Pour avoir 
B C 
les numérateurs de ———, ———,,,,, en supposant 
æ —b" æ— 0 


D'le-h) ler le an onUV: 


— 52° — 5x + 6 N — Da? — br + 6 
Po a ———— —— —— — se —— TT DL e l'a 0 
Fi w4 == 93 — x + 97° HUE D' 42 — Gr? — 9x +2? 


or, vous avez D — (x — 1) (x + 1) (x — 2) x ; faites doncæ = 1, 
— 1,2%et 0, et vous aurez 2, — 1, — 4et 3 pour résultats ; la pro- 


2 ! 4 3 
posée revient à À" 224 LRU à ART Mn + —., 


\ 1 N 
Soit la fraction proc NU 


36—1—(:L1)(2—-1)(2—-3+l)(2 +341). 


Pour les deux 1°* facteurs, on fait z = + 1,et l'on a +; le 
facteur suivant donne z — £(1 + y/ — 3); d’où l'on tire 


25 32 _1+y —3 
GUEp/—3ÿ  6(16 + 16 y —3) 1 ordi 
les deux fractions composantes sont faciles à trouver ; réduites en 
une seule, on a +. PR . Enfin, le 4° facteur de D indique 
2 — 531 


qu’il suffit de changer z en — z dans ce dernier résultat. Done, 


ARE | 1 *e 3 — À s + 2 ): 
DOC T pis.) ET z° FO TIAE QUE 3 + s LI 
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2° cas. Facteurs égaux. Soit D — (x — a)’, si l'on change x en 


a —- h dans À et D, ces polynômes deviennent (n° 504) 
N=n + n'h + En"h + En" + ..., et D—h. 
En divisant, et mettant x — «a pour h, on trouve 


N ñn n' n! | 
D GS". ee 


Ainsi la proposée se décompose en i fractions , dont les numérateurs 
sont ce que deviennent N, N’, + N'°”....en faisant x — a. 

82? — 7x +6 
NCES) 
rivées 6x — 7 et 6, en faisant x — 1, on obtient 2, — let 3 pour 
numérateurs des fractions composantes, savoir, 


(& — a)" 


Par exemple, ; comme le numérateur a pour dé- 


Mais si le dénominateur contient d’autres facteurs avec ë — à), 
et qu’on ait D — (x — a). 8, $ étant connu et non divisible par 
æ — a, on pose 


N F A 
Der NE no) + 5° AR RE En à 
d’où N=P(x— a) + FS. 
Changeons » en a y dans cette équ. identique, et développons 
(n° 504) ; 
nny-haing = sys P+Py+ AE 
rat Aa par Lay. ….).(s + sy +s"y 


en conservant la notation au ci-dessus pour 7, e CRE 
Comparant des deux parts les coefficients des mêmes puissances de 
y (n° 616), nous avons 


nf, n=fetf, nf + f, 
nO = 8f0 ls f CN) LU 180)... + fs. 
l désigne ici un entier quelconque < 2. Ainsi, ces équ. donnent 
ff; ['...., et par conséquent le développement de la première 
partie, 
F : Lo 
CD CET AN CRETE Dee 


RE LS 
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précisément comme si la fraction proposée n'eût eu que (x — a) au 
dénominateur. On tire de cette équ. 


F=f+tf ad + fe — 0 + 2, (8 


Fest donc connu; et l’on à dans l’équ. (1) 


ANRT, (eV TS 


M MDP Ur LE +10) @ 


Cette identité exige que (x — a) soit facteur de N -— FS; il faut 
effectuer la division pour obtenir le quotient P: la 2° partie de 
notre fraction proposée est connue, et il faut la décomposer à son 
tour. 


4 — 1325 - 14r — 5, 3 
Soit, par ex., --— Sat be clin Barr à 


D,  (e—1ÿ(e LD À 
faites x — 1 dans S= 2° 5 — 2, S = 2x L1—38, S” — 2, 
CN= bri — 182 +....—=4, N'—120%....—4, N'— 10. 
Donc, 4—92f, 4—2f +3, 10—2f" + 6f +2/f; 
puis, f=%, f—=—1, :f"—=3, 


F—92—(r—1)+L8(z— 1)? = 3 2° -— 7x +6. 
Le produit FS, retranché de , donne 
2x4 — 9x L 1527 — 11r +3, 


qui, divisé par (x — 1)*, donne P — 2x — 8. 
Il reste à décomposer, par le premier procédé, 


RATES | FOR eur Rent JA 

S zx? ù S" 2x1? 
faisant + — — 1 et 0, il vient 5 et — 3; puis 
N 2 I 3 5 3 
re + - 


z + 1 
Observez que, dans cet ex., il eût été plus court de déterminer 
d’abord les deux dernières fractions, en faisant 3 — — 1 et 0 dans 
N et D'; d’où 


D'OR RE PU Nr D 1 


MATHÉM, PURES, T, I, 14 
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Transposant ces deux dernières fractionsetréduisant, on trouve aisé- 
È F Bai —754+6N, d 

ment la premiere mL De D qui rentre dans ce 
qu'on a vu ci-devant, et est très-facile à décomposer. 
a — 6x 4x — 1 

De mèême;.pour 2" = meer SCOR 
GE D mé — 8x8 — 8x? L 7x L 6” 
D=(r+1) (x — 2) (x — 3), on fera x —2et 8 dans Wet D'; 


comme 


1 
— ————; retranchant de la pro- 


on aura les fractions à 
T — 4 Z — 8 


posce, on a E qu'il s'agit de décomposer. Mais on trouve 


HA) 
(& + 1 
=— 1, f—=1; doncil vient enfin, en réunissant ces parties, 
ANS PAU 1 1 k 1 

D— 2 x—8 (Li +1 


©l'= 


Sur la convergence des Séries. 


619.On ne peut prendre la somme des n premiers termes d'une 
série pour valeur approchée de sa totalité, qu’autant que cette série 
est convergente, c'est-à-dire, que celte somme approche de plus en plus 
d’une limite, à mesure qu’on prend » plus grand : cette limite est la 
somme de toute la série. 

Il est aisé de reconnaître si les termes vont en décroissant , quand 
on a le ferme général, expression analytique du terme du rang n : 
mais les termes peuvent décroitre, sans pour cela que la série soit 
convergente. C’est ainsi que IL +++... est une série di- 


vtag 7. 
vergente, quoique le terme général — montre que les termes dimi- 
n 


nuent sans cesse. En effet prenons n termes à partir du »°, 
1 1 1 1 
ET S LS Ne UN) Pan 


de 1 1 
Chacun est visiblement > CPL et la somme > n X gn1 QU 2: 


de même, la somme des 2n termes qui suivent ceux-ci est aussi 
> +, ete, ; en sorte que la somme totale suirpasse + X © : il n'y a 
pas de limite, 
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1° Quand x <° 1, la progression géométrique a L ax + az1, .….. 


est convergente, car outre que ses termes décroissent, les sommes 
prises à partir du terme de rang # sont 


at a (+2) = 2 (9) 


1 — 
gant LL gts = (= , etc. 
On voit que, x étant 7 1, à mesure que »r augmente, ces sommes 
sont de plus en plus petites, et tendent vers zéro. | 
2° Si l'on connaît le terme général #, d’une série u, Lu; Lu, 
On changera n en n + 1,et on aura le terme de rang n + 1, et 


Un 
le quotient # — Past 


sera le facteur qui multipliant un terme 


ln 
produira le suivant. Or si tous les termes sont positifs et si, pour de 
grandes valeurs de x, F tend vers une limite L, la série est conver- 
gente ou divergente, selon que cette limite F est ou > 1. 

En effet, supposons d’abord Z <° 1, et prenons un nombre quel- 
conque / intermédiaire à Let 1, en sorte que L <° 1 <° 1, Puisque 
F converge vers L à mesure que n s'accroît, il s'ensuit qu’à partir 
d'un rang n suffisamment grand, le facteur F apnrochera autant 
qu'on voudra de Z, et deviendra par conséquent <7 / ; d'où 


Ur 
La FR ss Fe Un-+x 44 lu, , Unp € Eure fe Un e. lu, 1 ‘NN M3 à | 
ñn 


D IOPRENEE 10: M CU, Unis PUR. 


Ces termes consécutifs étant moindres que ceux de la progression 
géométrique w,({ + l LL $ ...), qui est convergente, il s'ensuit 
que la série proposée l'est aussi. 

On prouve de mème que si ZL > 1, les termes #n4r, Up, yes 
sont plus grands que ceux d’une progression géométrique dont la 
raison / étant > 1, on arrive à des termes aussi grands qu'on veut, 
ce qui montre que la série est divergente. 

Ainsi pour (x a)", il suit ie valeur(7), p. 11,et de la relation 


m—n 
(4),p.5,queF=——- REIN 


Ja limite — , que ce facteur atteint pour n = © : donc la formule 


Fi © ; plus n croit, et plus F approche de 


14* 


L 
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du binôme est convergente ou divergente selon que x < ou > a. 
Au reste, les deux transformations suivantes sont propres à 
augmenter la convergence de cette série 


æ 2a 
SN eg == 


nr PA 
(c + a)" — 3" (1 ne =) amy £ ne En 
ea = a 14 0 (—) ET l 


) ne (EE ich 


nATaT 1+ m Ce 
+ 
Voy. p. 14 pour la loi des coefficients. 


Prenons la série 1 EL — + D _ RL heat + pete: 


le terme pénérales eur donne F— ——, qui a zéro pour 
1:21, n n + 1 


limite quind n —c ; cetle série est donc convergente. 

8° Observez que quand une série renferme des termes négatifs, 
sien changeant les — en +, on trouve qu'il y a convergence, cette 
propriété a lieu aussi pour la proposée : car les termes négatifs 
devant être retranchés des positifs, ne font que diminuer la somme 
totale, ettendent par conséquent à augmenter la convergence. 

T x , 47 
2.5 À 2.8.1.8 dit 
les termes positifs, on a pour terme général 


Pour x — etc., en rendant tous 


Pr æg?"—1 + b nr g2-+1 da æ? 
DAC TE DO SLR EE D ON AIN ET Te 


comme #7 —< donne F— 0, la série est convergente : d’ailleurs 
posant F <°1, on trouve 3°? <! 4n? L 2n; si l’on prend 4n? © »?, 
oun > 2r, on voit qu'à partir du rang 2x les termes vont en dé- 
croissant, 

4° Toute série dont les termes ont des signes alternatifs et —, est 
convergente, quand ces termes décroissent sans bornes vers la limite 
, &éro. Car soit a — b—c— d+....; comme chaque terme négatif 
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pent être retranché du positif qui le précède, on n’a que des binô- 
mes positifs, et la somme prend le signe — : d’un autre côté on 
peut écrire a — (b —c) —(d— e)....; et a doit surpasser toutes 
les parties soustractives. Or on peut prendre pour a un terme assez 
éloigné dans la série pour qu'il soit aussi petit qu'on voudra; donc 
à fortiori la somme totale depuis a jusqu’à l'infini est dans le même 
cas. 

C'est ainsi que la série 1 — EL i—7+....est convergente, 
quoique elle ne le soit pas quand tous les signes sont 

Voy. le Cours d’analyse de M. Cauchy, p. 123. 


Séries récurrentes. 


620. Toute fraction rationnelle, ordonnée selon les puissances 
croissantes de +, dont le numérateur À est d’un degré moins 
élevé que le dénominateur D, peut se développer en une série 
infinie À — Bx + Cr? EL Dax....; cela résulte de la division 
actuelle de par D, puisque le quotient ne peut jamais donner de 
puissance négative ni fractionnaire de +. Cette division pourrait 
faire connaitre les coefficients 4, B, C....; mais on préfère le 
calcul suivant, qui met en évidence la loi de la série. On pose 


2 2—1 

LES Dore "Ars Cx° + Dr. SU 
D 1 + ar Br... + 67! 

On réduit au même dénominateur ; puis comparant les termes où x 
portedes exposants égaux, l’équ. se partage en d’autres, quiservent à 
déterminer 4, B, C....{(n° 616); le dénominateur a 1 pour terme 
constant, ce qui n'ôte rien à la généralité, parce qu’on peut diviser 
N et D par ce premier terme, quel qu'il soit. 


Soit = —— = À + Ba Cr Det... ; 


1 + «x 
ona a—A+Bl|xr+cC PRE RN ES 
Hadal +Ba Ci +.... 


D'où a A, BARON CE Bee 0 : 15 30 


La 1r° de ces équ. donne 4, la 2e B, la 3e C. . . . Enfin Met N 
étant deux coefficients successifs de notre série, on a N Æ Mx=0; 
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d'où N=— — Ma : donc un terme quelconque est le produit du pré- 
cédent par — ax, c'est-à-dire que la série est une progression par 
quotient, dont la raison est — «ax. On forme tous les termes de 


proche en proche, à partir du 1°, 4 = à, qu'on obtient en faisant 
æ — 0 dans la fraction proposée. 


a 
——— —= [1 — ar + ea — eat... (— ax). 2]. 
1 + ax 

Le terme général T , ou le terme qui en a n avant lui, et le terme 


sommatoire >, ou la somme des n 1°" termes (n° 144), sont 


1— (— 7) 
1 + ax 


Réciproquement, si l’on donne la série et la loi qui la gouverne, 
on en tire bientôt la fraction génératrice; car le 1°* terme a est le 
numérateur, et le dénominateur est 1 — la raison de la progression. 


T=a(—"tt); T4 


x 


Par CPE meme ps men uvre PAUL E divisant haut et bas par 6) 


3 
donne cette série, dont le premier terme est +et la raison & x, 


3 (1H 58 + Sat +...) : enfin, on trouve 


T un 9n—1 a" a 1 re (x) 
ne ; 2 EU are 
Et si l'on donne cette série et sa loi, on retrouve la fraction généra- 
trice en divisant le 1° terme = par 1 — le facteur x. 


a + bx à: . 4 
Bd ao M ia de + Dx y 


on a abri A+ B |z+C|x+D|a.... 
+ Aa | — Ba + Ca . + + 
4Bl LB .:.. 

puis A0, BL 4x=b, CL Ba + 4B—=0 ....4: 


Ces équ. donnent successivement 4, B, C....; la 1°° 4 — a peut 
encore se tirer de l’équ. supposée, en y faisant x —0. 

Soient M, N, P, trois coefficients indéterminés consécutifs du 
développement ; ilsuit dé notre calcul qu'on a P + Na+ MB—0; 
d'où P = — Na — MB : donc, un terme quelconque de la série $e 


SÉRIES RÉCURRENTES. 215 


tire des deux précédents multipliés, l’un par — ax, l’autre par — Bx?. 
On observe que ces facteurs, retranchés de 1, donnent le dénomi- 
nateur de la fraction proposée. Pour la développer, il faut d'abord 
trouver les deux 1% termes À —- Bx, soit par la division, soil à 
l'aide des équ. 4 — a, B — b — ax; puis à l'aide des facteurs 
— ax et — Bx°, on compose les termes suivants, de proche en proche. 
Réciproquement , si la série et sa loi sont données, on remonte 
à la fraction génératrice, qui est la somme totale de cette série jusqu’à 
l'infini, par un calcul simple; 1 moins les deux facteurs, forme le 
trinôme dénominatenr 1 + 4x Br°. Quant au numérateur a br, 
onaa— À, b—B" A. 
rue “de TE es , en divisant haut et bas 
2? — x — 1 + 5x — 2 
par — 2; les facteurs sont donc — +; et + =x° : d’ailleurs, on 
trouve — 1 —- 5x pour les deux 1°® termes ; de là cette série 
— 1 5r— Far HE La —.... Etréciproquement, si la série est 
connue, d'est 2difé si l’on a les deux premiers termes et les fac- 
teurs — =v, — <x°, ceux-ci, retranchés de 1, donnent de suite le 
dénominateur de la fraction génératrice ; on a enfin a = — 1, 


b — 2 ; d’où résulte le numérateur. 
a + bx + cz? 


que les trois premiers termes de la série donnent 


A=a, B+Au—=b, C++ Ba+ A8 = 


Par ex;, 


En raisonnant de même pour 


équ. d’où l’on tire les valeurs de 4, B et C. Les termes suivants 
s'en déduisent, comme ci-dessus, et quatre coeflicients successifs 
sont liés par cette équ. Q — — Pa — NB — My, en sorte qu'un 
terme quelconque se tire des trois précédents, en les multipliant par 
— ax, — Pr’, — »2. Et réciproquement, on peut remonter de la 
série à la fraction génératrice qui en exprime la somme totale. 
Cette loi s'étend à toutes les fractions rationnelles, 

621. On nomme Aécurrente toute série dont chaque terme est 
déduit de ceux qui le précèdent, en les multipliant par des quan- 
tités invariables : ces facteurs s'appellent l' Échelle de relation. C'est 
ainsi que les sinus et cosinus d’ares équidifférents (n° 361, 572), les 
sommes des puissances des racines des équ. (n° 583), forment des 
séries récurrentes. Nous dirons donc que toute fraction rationnelle 
dont le dénominateur est 1 +- 4x —L Ba..,,l- 8x, se développe en 
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une série récurrente , dont l'échelle de relation est formée des # 
facteurs — av, — Bx°,....— 6x" ; on cherche d'abord les 2 pre- 
miers termes, soit par la division, soit par les coefficients indéter- 
minés; les termes suivants s'en déduisent ensuite de proche en 
proche. Par ex., 


ai + 5x2 — 107 +2 r 9 49 73 
DR RES NN TNT TON TEST N TE LOUE. —— — 1 + — TX + = LT? —< — 23 f—— x + .. 
ah — 523 + 2x2 + 5x — 92 2 4 8 16 


On trouve aisément les quatre premiers termes ; et comme en divi- 
sant la proposée, haut et bas, par — 2, on obtient pour les quatre 
facteurs x, 24°, — £x* et <x4, cette échelle de relation sert à pro- 
longer la série tant qu’on veut. 

Ilest inutile d’ailleurs de rappeler que si les termes de la série 
vont en décroissant, on approche d’autant plus de la valeur totale, 
qu'on prend un plus grand nombre de termes; mais qu’il n’en est 
pas ainsi quand la série est divergente, et qu'il faut la prendre dans 
sa totalité pour qu’elle représente la fraction dont elle est le déve- 
loppement (voy. n° 99 et 619). 

622. Cherchons Île terme général T des séries récurrentes. La 
fraction proposée F étant développée, on a 


8 be ca... ét ; ; 


on connaît les & premiers coefficients 4, B, C.... et la loi de la 
série. Pour décomposer F'en fractions de 1°" degré, on cherchera les 
QUE 1 ; 
facteurs du dénominateur ; à cet effet changeons x en —, et éga- 
y 


lons à zéro, nous aurons à résoudre une équ. dont nous supposons 


d’abord que les racines 4, 4”, k”,.... sont inégales, savoir, 


PH ap + By HO (y — À) (y — #7) (y — #7)... 
Ces racines sont d’ailleurs réelles ou imaginaires, rationnelles ou 
irrationnelles, positives, négatives ou zéro. Remettons ici pour y, 
et nous aurons 

1H ax L Bar... Lox = (1 — ko) (1 — ho) (1 — Kx) .….. 


pn nl K K K7 
NET Leke À DUR RSS 
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Nous avons donné p. 206 le moyen de déterminer les constantes 
K, K', K”,....qui par conséquent sont connues, ainsi que 
7 4 TIRER 

Or chacune de ces fractions se développe en une progression 
géométrique ; la série (1) est la somme terme par terme de ces à 
progressions : le terme général T'est donc la somme de leurs termes 
généraux. Ainsi on a 


T — (KR" -- K’k" —- K"k"" —- etc.) L”, e 0 ° (3) 


Donc pour trouver le terme général T de la série récurrente proposée, 
et décomposer celte série en progressions géométriques dont elle soit la 


somme , il faut égaler à zéro le dénominateur de la fraction ; y chan- 
1 . r . 

ger x en —, chercher les racines k, k', K”.... de cette équation 
y 


y + aÿf—-1 +. ...—0; ces racines seront (en signes contraires) 
les facteurs de > dans les dénom. de fractions composantes (2), et 
les raisons des progressions seront kx, k'x, . ... les coefficients 
K, K', K'...., numér. de ces fractions, étant déterminés, le 
terme général T sera connu (3). 

Dans notre ex. du 2° degré p. 215, on égale à zéro le dénomi- 


nateur, etc., et on a y? + <y — 5 = 0, d'oùy = :;,et= —]l; 
done 
2% — 1 K K 1 2 


CE Nurtene lee 
les deux progressions composantes sont donc 


1 iris. ..(Er), et — 2 {l—r<ae....(— 2) . 

En ajoutant les termes de même rang, on retrouve la série 

1 + 5x — Ta... dont leterme général est T —=((;)" — 2(— 1)")r". 
1 

1 — 4x + 37° 


De même, la fraction donne l’équ. 


y — hy + 3 = 0, y— 8, et — 1; et on retrouve les fractions 
3 he 
13 1—72 


composantes , et les progressions 


3 (1H Sr + 87... . 8"2") et—+(l+r La... 4} 


le terme général est 7° = 2" (31 — 1). 
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2 + x + x° 
PTS en A aREUS Al 


1 + x + 1° 2 + î 
LE au 1 SF 


I ta a Wu 
1 — 5x — à + x 1 — 2 


+ x Ï 


devient 


, Li - , n z n 
Les termes généraux des progressions sont 22", £(— x} et 


— # (2x) : donc la série 1 4 x L 2x? L it, : , . dont l'échélle 


3 
de relation est ‘x, 4° et — <a, a pour terme général 


Ty" (6 + 1 — (}—). 


Comme le terme sommatoire » de li série récurrente est la somme 
des termes sommatoires des progressions composantes, on trouvera 
aisément cette quantité E, 

Quand l’équ. y ay—1 +,..,. — 0 a des racines égales, c'est- 
à-dire un facteur (y — r}}, il faut introduire dans l’équ. (2), outre 
les fractions correspondantes aux facteurs inégaux, d’autres fractions 


de la forme (voy. p. 205) 


17 T'es vÿ 
re (1 — rx} tr (1 — IT i A pt ar para 
14 formule du binôme donne (p. 14) 

l +2 
SEE ro nn Le rixs... 


(n 1) (4-2) (n +3)... ns np. (8) 
RTE NNE ARC SONO RENTE 

pour avoir le terme général T de la somme de toutes les frac- 

tions (4), il faut faire successivement / = 1, 2, 8, ... . et ajouter; 

ce qui donne 


terme général — 


n+HIQ On+5 
+ Liw(n+i) 3 Ta 


ñn +2 
r=) L'+L'(n+1)+L"(n+1) 


Les fractions n’engendrent plus de progressions géométriques (la 
1'e exceptée). 

Dans l'exemple du 4° degré p. 216, les fractions composantes 
sont 


we 


ä 
TES TE N Dir L 
d'où T= (— À 2) Æ ibn + 2}x 
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x 4r Lr 6 
De même, ET APR + 


T={(n 41) (n4-2) (n43) —3(n LD (n +2) + (n+41)=(n41) ; 
la série est 15 + 2x L 3x? ge 428, (nn + 1)z" 


Enfin prenons la fraction 


ne dti air 29 9 in e3, 175p6 
LE 28 HN. VE ut 3 Di Ad tnt D a 


On divise haut et bas par 8, et on égale le dénom. à zéro, en y chan- 


geant x en _ REA y# EE = — 2y.... —= 0 revient à 


(y 2) (y — =} = 0 ; ainsi on décompose la fraction proposée 


1 3 
ji SR EN EN CRE 
Pour la 1re, Je terme général est (-— 2x)" : pour les trois autres, 
on fera 7 = 3, 2, et 1 dans l'équ. (5), avec L = 8, — 2 et 1 respec- 
tivement. Ainsi on a 


OLOOTT) , ao, — an 1) . (a), et1 . (as 


réunissant ces quatre résultats, on trouve pour le terme général de 
la série proposée T = x" ( ( — 2} + ei) ; 
 inph de 

623. On peut obtenir les facteurs constants X, Æ', K”.... sans 
recourir à la décomposition en fractions; et même les numérateurs 
de celles-ci peuvent être obtenus par le calcul direct de ces facteurs. 
Puisqu'on connait les termes initiaux 4 +- Bx — Cr? .... de la 
série (1), ainsi que les racines #, £’, k”,.... on fera successivement 
n—0, 1,2, 3... dans l'expression (3) de 7, qui devra reproduire 
ces termes ET AT savoir, 


A=KTRK LEA"... B—KÈLRE...., Ü—KkL AE... 


En posant un nombre à de ces équ., on en tirera les valeurs des à 
constäntes À, X’, X/”’.... qui ne sont qu'au 1e degré. 
Reprénons l’équ. du 2° degré p. 215, où l’on a trouvé k —*, 
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k'= — 1, et par suite 7 —=[(A(2)" + AX'(— 1)°)] 2”. Faisons n — 0 


et — 1; comme les deux 1%* termes de la série sont — 1 HE £ x, 

on aura les équ. À LL K' = — 1,1% — K = +, d'où À — 1, 

K'— — %, comme ci-devant. On en tire même les fractions compo- 
santes RUE —+ REALOR 
L — -x l+ zx 

L’ex. du 8e degré p. 218, où 4 = 1, k = — 1,” — +, donne 


T=[K+X(— 1) + KA") ]r". Faisant n = 0, 1 et 2, et com- 
parant aux termes respectifs de la série 1 4 x — 2:°.,.,,0ona 
les équ. 

K+K+K=1l, K—K+iK"=l, A+KA+SKA"—2, 
d'où l’on tire À — 2, K'— ©, K"——#+,etla même valeur de 
T' que précédemment. 

Quand le dénominateur de Fa des facteurs égaux (1 — rx), outre 
les termes K4", X°k".... correspondants aux facteurs inégaux, il 
en existe d’autres dont la forme est comprise dans l'équ. (5), où 
l= 1,2,8....il est évident que ces derniers termes se trouvent 
réunis sous l'expression 


(a+ bn on + d'ni.... + fn)ra, 


a’, b',.... f” étant des nombres inconnus, qu'on pourra obtenir en 
suivant le mode de calcul précédent, et formant autant d’équ. 
qu'on a d'indéterminées. 


6(2 — 2x — x°) 
à RAR ES ER 6 KT 2 ce. 
D Sao ana ON AS LUEUR US 


Par ex., 


donne l'équ. y — 3y° + y —i—=0— (y — 2) (y — 5}. La 


: donnant le terme 
15, > donnant le 
K . 2x". Celles qui répondent à (y —:) donnent (a + b'n) (x); 


ainsi 


fraction provenue du facteur y — 2, est 


T= | 2'K (La + bn) } 2". Or, n — 0, 1, 2, donnent 
8—K+a, 6—2K+ia Ib, N=IKL Ga HET; 


donc = 2, «a = 1, b’—8, et T — {art + À &—) 
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De même, dans l'ex. du 4° degré p. 219, on a k=—2,r—;, 


1= 8, puis T — a" | (— 2)"K (La + bn + c'n°) À; faisant 
n = 0, 1, 2, 3, on a les équ. 


8—K+a, 1—=—2KLia+ib+ico, = etc., 


, 


d’où l'ontire K= 1, a —92, b—>5,0c 
de 7 que précédemment. 

Voyez, n° 619, ce qui a été dit sur la convergence des séries, 
théorie applicable à toutes les parties du sujet traité dans ce 
chapitre. 


— + et la même valeur 


Séries exponentielles et logarithmiques. 


624. La 1'e fonction transcendante que nous allons développer 
en série, est l’exponentielle a°. Faisons a = 1 — y, la formule du 
binôme donne 


æ—1 a(x—1)(x—2)....(x—-n1+1 

y) = 1 Haye 79. + po AE TEE M ED AR 
2 B...on 

Ordonnons par rapport à x. Le seul terme sans x est 1. Il n’y a pour 

æ que des exposants entiers et positifs; ainsi, 


= 1 + kr + Ar + Bas... . L Pr LE Or". . . . (1) 


Pour obtenir le terme kr, consultons notre terme général : il est 
visible que, pour y prendre le terme du produit où + n'est qu'au 
1* degré, il ne faut conserver que les 2° termes des facteurs bi- 
0 es VO LP AC TD 4e 
+ si n est impair. La réunion de tous ces produits est kr, savoir, 


y" 
nômes, ou = E —, en prenant 
n 


Li 2 > { ï y” é @ 
kE=y— :7 Hip—iyt... LÙ, sv ‘ee (2) 
y est a — 1; ainsi k est connu. Il s’agit de trouver 4, B, C.... 


Ces constantes restent toujours les mêmes quand on change x en z; 


x 


d'où 


= 1 hs A2 + Be + Czi..., + Oz... 
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Retranchons (1), et faisons 3 = x + 6, 


Œ—a—a@.—a — ax (#— 1) 
a (a —1)—=(2— 2) [4 LA (3x) + B (2 Lzr La)... 
 Q (2 Lo Hat)... .] 


Comme a — 1 — ki + 4ÿ...., d'après l'équ. (1), les deux mem- 
bres sont divisibles par à = z — x; donc 


a (hdi...) = RL A (547) B (2 ar La)... 


Cela posé, faisons l'arbitraire 2 = 0, ou 3 = x, et remplaçons a” 
par sa valeur (1); nous trouvons 


(1+ kr + Aa? + Bat. + Par...) RE [k4+ 244 + 5Ba?,... + nQ2"—1]; 
d'où ._24—F%, 3B—kA, 1C—RB,."... KP = n0Q.... 


L'équ. 4P — nQ prouve qu'un coefficient quelconque Q est le pro- 
duit de celui qui le précède multiplié par k et divisé par son rang n. 
Enfin 


CRE k2g3. , kr k'x" 
a = 1 + kr + c] gag a te ss (4) | 
625. L'équ. (2) donne k en fonction de y ou a ; pour trouver au 
contraire a, lorsque est connu, on fait 3 = 1 dans (4); d'où 
a—=l+Lk Li rx L..., Cette série et (2) sontles dévelop- 
pements de l'équ. qui exprime, en ter- ss 
mes finis, la liaison de aetk:cherchons 3eterme 016666 66666 66 
cette relation. Faisons ici ne 1 et nom- pi Nue tee, + de 
mons e la valeur que prend alorsla base 6e ,... 0,00138 88888 88 
AA te Pr ACT vol RU DEV du 
cul de ce nowbre est facile à faire, tel 8e. , .. 0,00000 27557 52 
qu'on le voit ci-contre ; chaque termese 
tirant du précédent, divisé par 8,4,5..., FA TAlAS AURA 58 
ainsi qu il suit de la nature de cette série. Mais d'un autre côté, à 
cause de l'arbitraire x,on peut poser kx — 1 dans (4), le 2° membre 
devient — e. 


D'où aË — e, À — a. Telle est l'équation finie qui lie 4 et a ; k est 
le logarithme de à, pris dans le système dont la base est e. On préfère 
celte base e dans les calculs algébriques, parce qu’ils en sont plus 
simples, ainsi qu’on sera à portée d’en juger, On appelle logarithmes 
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népériens, Ceux qui sont pris dans ce système ; nous les désignerons 
à l'avenir par le signe 1, en continuant, comme n° 146, d'exprimer 
par Log que la base est un nombre arbitraire b, et par log que cette 
base est 10. Donc on a 


k =] a — logar. népérien de à, la base étant e. . . . (3), 


23 


‘ 4 4 
a — 1 + aa + ba + Pa + ns (4) 


x? a x 
lite tistassz .'» + (B) 


Prenant les log. des deux membres de l'équ. e* = a, dans un 
système dont la base est un nombre arbitraire b, 

Lo (47 

DSL. 

Log e 


Log a — k Log e, et a—= 1 + y, l'équ. (2) devient 
Log (1+y)=Loge(y—2y+3y—3yt...)... (0) 


Ajoutons aux deux membres Log h; et posons hy — 3, nous 
avons, k et z étant des nombres quelconques, aussi bien que la 
base b du système de log., 


... la base b étant quelconque. Puisque 


Z 


Rs) — Log À RTE de 
Log (k+z)=— Log + Log e Fe TE + + RIT (D) 


Lorsqu'il s'agit de log. népériens, Log e se change en le = 1, 
puisque ce facteur est le log. de la base même du système qu’on 
considère (n° 146, 1°) ; l’équ. (C) devient 


1H y=g-i hs Vi à es ve 
d'où Log (1 Ly) = Loge X 1 (1 + y). 


Ainsi on change tous les log. népériens en log. pris dans un système 
quelconque b, en multipliant les premiers par Log e (n° 148) ; ce 
facteur constant Log e — M est ce qu'on nomme le mopvce ; c’est le 
log. de la base népérienne e pris dans le système D, ou, si l’on veut, 
c’est un divisé par le log. népérien de la base b. Pour chaque système, 
le module ÆZ a une valeur particulière, parce que le nombre e res- 
tant le même — 2,71828,,., le log. de ce nombre change avec la 
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base b. Si l'on prend @ pour base, 
Log a = 1, et l’équ. (4) devient 4 Log e = 1, d'où 


| 1 1 
UE OM==Loôre M EE q Pie (5) 


les deux facteurs #7 et k sont variables avec la base du système, 
mais leur produit est constant et — 1. Nous saurons bientôt cal- 
culer le module Æ pour toute base donnée a. 

626. Pour appliquer l’équ. (C) au calcul du log. d'un nombre 
donné, il faut rendre Ia série convergente. L’équ. (C) donue, en 
changeant y en — y, 


Log (1 — y) = — M(y + iy + +....); 


retranchant de (C), il vient 


1 +2 , ; : 
Log (TEE) = an (+ rt y une -. (£) 


1Ly g sas ob, 1 
1—y z—]1? Fe ARC RE pe 


Posons 
Le premier membre devient A — Log z — Leg (3 — 1), c'est-à-dire 
la différence des log. consécutifs de 3 et z — 1. Ainsi, 


1 1 1 
a me fe 


Lorsque le module sera connu, on calculera aisément, et de 
proche en proche, les log. des nombres entiers 2, 3, 4, 5...., 
puisque cette valeur de la différence A entre ces log. est très-con- 
vergente, et le devient d'autant plus que le nombre 3 est plus élevé. 
Et même s’il s’agit de former des log. népériens, Æ ou Log e, de- 
vient le = 1, il est très-aisé de calculer A; ainsi on peut composer 
une table de los. népériens. 

Quant à la valeur de 47 exprimée par l’équ. (5), elle résulte du 
calcul de Ï a, ou du logar. népérien de la base a. 


Si, par exemple, a —= 10 : on fe 
d H SE | l F M l ve 12 — 0,69514 718056 
ans l’équation (F), M = 1, puis 14 — 1.586290 436112 
3— 2; on aura À = 12 (à cause de Aprz=—5....0,22514 555151 
11—0); le double de 12 est | 4 : ensuite 15 — 1,60945 dd 

2 — 0.69514 7180 

3 — D donnera 15, et enfin on aura 14 hi ae 
110 — 2,50258 509299 


110. Ce calcul est exécuté ci-contre. 
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On divise ensuite 1 par 1 10 : c’est ainsi qu’on trouve 
M = 0,43429 41819 03251 82765, 

on a log M — 1,63778 43113 00536 77817. 
Compl. — 0,36221 56886 99463 22183 

e — 2,71828 18284 59045 23536. 


Si 3 eût été la base du système, après avoir obtenu 12, on eût fait 
£ — 3, et l’on aurait eu 13 — 1,09861229 ; enfin, 


M = L': 18 — 0,9102392. 
De même, pour la base 5, 
M = 1:15 — 0,6213349. 


Il est maintenant aisé de former la table des log. de Briggs et de 
Callet. La base a — 10 ; la valeur de ÆZ accroit la convergence de 
la série (F) ; quand 3 passe 100, le 2e terme est négligeable, et le 
1° suffit pour donner A avec 8 décimales. Il faut d’ailleurs calculer 
2 où 3 chiffres au delà de ceux qu'on veut conserver, afin d'éviter 
l'accumulation des erreurs ; il convient en outre de ne partir que 
de 3 — 10000, parce que les log. inférieurs se déduisent aisément 
des autres; dès que z passe 1200 on peut négliger 1 devant 2 et 


poser À — 2 


Par exemple, z — 10001, donne A — 0,000043425; d'où 
log 10001 —4,000043425. Pour z—99857, on a A—0,000004349, 
quantité qu'il faut ajouter à los 99856 — 4,9993742, pour avoir 


log 99857 — 4,9993785. 


On observe d’ailleurs que les log. consécutifs conservent une 
même différence dans une certaine étendue de la table (1° vol., 
p. 108) ; il n'est donc nécessaire de calculer les valeurs de A que de 
distance à autre. On remarque que 3 — 99840 donne le même 
notubre A (la valeur ci-dessus) que pour z = 99860; donc, dans 
l'intervalle de ces deux nombres z, A est constant, en se bornant à 
9 décimales. 

MATHÉM, PURES, T, !1, 15 
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La série Æ est peu convergente pour les petits nombres 2, 8, 5... 
Voici l'usage qu’en fait Borda (Tableau de log. décimales) : 


; 1+y m h Mm—Nn 
NOR SEP d'où dE et 


m (mn , [m—n\ , (m—n\S 

Re ae l m sg Q (M) TE (Re) A E 

Telle est la différence entre les log. de deux nombres » et n, 
éxprimée par une série très-convergente, surtout quand mt » sont 
grands et peu différents. Ainsi, pour »m — 101 et » — 100, le 
1er chiffre significatif du 2° terme n’est que du 8° ordre décimal, et 
dès le nombre 100, on peut se contenter du 1er terme, lorsqu'on ne 
calcule les log. qu'avec 7 chiffres décimaux, et on obtient la différ. 
entre deux log. successifs. 

Pour les petits nombres, Borda pose 


m=(p— 1) (p+92), #=(p+1) (p—2); 
iltrouvem—n—4, mLn—2p — Gp, et les log. népériens 
21(p—1)+1(p+2) —21(p+1) —1(p +2) = 
2 L 2 Lori ds 2 ñ 
rtf) Pt ve r} sie 


qu'on fasse successivement p = 5, 6, 7 et 8, on aura 


DID BIS CUT 0 Vel LC TER 
DUB RULES Te 17e 8 A OL (fe Ti ) 
DURE VA Dai Th Di end eul dus A AN ASS 
ARE TD ES DB PAST PS Cr) Ne 


Ces séries rapidement convergentes, sont faciles à calculer, et on 
tire ensuite les log. de 2, 8, 5 et 7 par l'élimination entre ces 
quatre équ. du 1°" degré. Haros a imaginé de poser 


m= pt (pH 5) (p —5), n—=(p+48) (p — 8) (p+ 4) (p— 4). 


Il obtient ainsi une série procédant selon les puissances impaires de 
72 

Pipe , qui est tellement convergente, que dès p — 12, le 

2° terme a son 1* chiffre significatif au 9° ordre de décimales. Il 

obtient ainsi le log. de p +5, lorsqu'il connaît lés log. de p L 4, 

P + 8, p, p — 3 et p — b. 
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Séries circulaires. 


627. Proposons-nous de développer en séries sin + et cos æselon 
les puissances croissantes de l’are æ. D'abord ces séries ne peuvent 


avoir de termes où # ait un exposant négatif, ou fractionnaire : car 
k 


1° si l’on y admettait Pr — P . p/ x", on aurait à valeurs pour 
chaque arc, et l’on sait que le sinus et le cosinus n’en ont chacun 


. sn 4 
qu’une seule ; 2° si l’on suppose un terme tel que Pr — —, la 
2 a? ? 


série deviendrait infinie pour # = 0, tandis que le sin. devient 0 et 
le cos. un. Cela prouve en outre que sin x n’a que des termes dont 


æ est facteur, et que le terme constant de cos x est — 1. Posons 
donc 
sin æ—axLbr cr. ..., cos x = 1—Laxt ba LL... 
sin æ 


On voit d’abord que — & L bx....; or on sait (n° 862) que 


la limite du rapport du sinus à l’arc est — 1; ainsi en faisant 
æ — 0, on trouve a — I. 

Lorsque x devient négatif, le sin. et le cos. conservent leurs 
grandeurs, mais le sinus prend le signe —. Or, quand on remplacé 
æ par — x dans nos développements, les signes des puissances 
paires changent seuls ; il faut donc que le développement de sin x 
n'ait que des termes à exposants impairs, et celui de cos x des expo- 
sants pairs. Ainsi on à 


cos = 1 42? L Br L Cré. ... L Nr... 
sin = 4 + d'a L B'as +... Mat N'ate., 


en désignant par ? les rangs des termes. Il s’agit de déterminer les 
coefficients numériques 4, 4”, B, B',.... 

Chängeons + en #  } dans le binôme P cos x + Q sin x, et 
développons selon les puissances de k. On peut exécuter ce calcul 
de deux manières, qui doivent conduire au même résultat : soit en 
développant d’abord le binôme selon x, et changeant ensuite + en 
æ + h; soiten remplaçant x par # + h, et mettant ensuite pour 
sin k et cos k leurs valeurs développées selon h, En représentant les 

. 15* 


228 MÉTHODE DES COEFFICIENTS INDÉTERMINÉS. 
résultats par & L 6h + oh... = x + £6h+oyh.... on entire 
a—«@, B—6f,.... nous n'aurons besoin ici que des coefficients 
de la première puissance de k, c'est-à-dire de l'équ. B= 8. 
1° Pcosx LOsinr = 
P(1L Ada Br... + Na) LO(x+ d'a + Bas... N'at+s) ; 
il s’agit de remplacer x par x  k, et de conserver le coefficient de 
k'; c’est-à-dire qu'il faut prendre la dérivée ; donc 
B= P(24x+ 4Br....2iNx%1) LH QT1 LH 347? + 5B'x4. 
(2i + 1) Nr]; | 
2 P cos x + Osin x devient P cos (rh) Q sin (x Lh) = 
P (cos x cos k — sin x sin h) EL © (sin x cos À + cos s sin), 
remplaçons cos » par 1 + 4h°...., et sin k par hL 4'h5.... 3 il 


est clair que les termes où entre cos À, n’en produisent aucun qui 
soit affecté de k!', et que sin À ne donne que À ; en sorte que 


= — Psinx + Q cos z. 


L’équ. identique 8 — £” est formée de termes qni ont pour fac- 
teurs respectifs P et Q ; et comme ces fonctions sont arbitraires, il 
faut que l'équ. se partage en deux autres, en égalant leurs coeffi- 
cients. Donc, en remplaçant cos x et sin x par leurs développe- 
ments, on a les équ. identiques 


24 x + 4Br L 6Cr5... 2iNa = x — Aa — Bas... — Mar, 
148 d'a LBB'rt... (25 LI) Na 11 Aa LBré.. L Nr. 


D'où, en égalant terme à terme, 


24 —=— 1, 4B—— 4, 6C — — B' etc. ZN =— M, 
SA NUAT MODE BP, 10= Cetc. (ÉD NN CN; 
puis A=—= —*, A=— 7, B——, B'=-———) C——=, etc. 


Substituant ces valeurs de 4, 4’, B, B',.... ona enfin 


À a? x a1 Fn 
OST MIE T TC EU CET je 2e x TU 
a 4 6 2è 
cos x — 1 — © : f (ie m2 


27381 2." +3 2 (4) 
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gt, , 7e M' N 
Les termes généraux résultent de N — Tai» N Ti à 


équations qui indiquent comment chaque coefficient se déduit de 
celui qui a même rang dans l'autre série. On prend + où — dans 
ces termes, selon que 2 est de la forme 29 ou 23 + 1. 

628. On a ainsi les grandeurs du sin. et du cos, d'un are dont la 
longueur est x, le rayon du cercle était un. Soit 27 la circonférence 
(n° 631),ona 7 : x :: 160° : nombre t de degrés de l'arc x; sub- 
rt t 
180° — Fr (F”. p.326, t.I, la valeur de x), 
nos séries deviennent, z désignant le nombre de degrés d’un arc x, 


sin At — BE CS... cos vd — 1 — 4’ + Bi4.... 


stituant pour x sa valeur - 


le calcul des coefhcients donne 


log À — 2,924187 756759 log C — 11,15020559 log Æ — 22 61715 
log B — 7,94748 0852— log D — 17,990711— [log F —27,05950— 
log À — 4.182792 47595— [log C’ — 14,595952— |log £’—95.85901— 
log B' — 9,58729 825 log D' = 19,529498  |log F'=50,02219 


629. Mais il importe moins de calculer les sinus et cosinus que 
leurs log. Suit d'la différence constante des arcs de la table qu’on 
veut former ; un are quelconque t est = nd ; d’où 


sin z—nd (1 — + #°9%....), cos se 1 — = n°207 Lu, 


n°d°? nid'4 n°d'? nid'4 


FAISONS ME ae gr ge «des + FRONT GUN DIT SAP 


nous avons sin æ# = nd (1 — y), cos x = 1 — z; prenant les log. 
dans un système quelconque, dont le module est Æ (n° 626), on 
trouve 


Log sin x — Log nd — My +=y +:y....), 
Log cosx = — M(z+Liz Hi. ...); 
enfin, remettant pour y et z leurs valeurs, 


Mo? Mo k M5 


2 


Log sin z = Log (nd) 93 à H En OS ñn M 


Ma,  Meé  , _ Mas 
Log cos x = Ent) 


250 MÉTHODE DES COEFFICIENTS INDÉTERMINÉS. 


Si la base des log. est 10, et que les arcs de la table procèdent de 
10” en 10”, comme cela a lieu dans les tables de Callet, d est la 
longueur de l'arc de 10”, ou le 64800c de la demi-circonférence 
7. D’après les valeurs de 7 et de A (n°s 631, 626), on trouve, tout 
calcul fait, que 

log sin x —=log dlogn—4{n—Bni.…., logcose=— 4'n°— B'ni... 


1 


log d — 5,68557 48668 23541 

log À — 10,25078 27994 564 log B — 20,12481 12735 
log 4’ — Es 790 40492 84 log B — 19,30090 25326 
log C — 50,29868 045 log D — 40,54489 2 

log C’ — 25,09802 100 log D’ — 58,95143 2 


Par ex., pour l’arc de 4° + ou 16200”, on a n — 1620. 


20,1248113 


log d = 5,68557487 log À — 10,2507828 log B — 
— 6,4190500 log n4 — 12,8580600 


log n — 5,20951501 log 2 


— 0,00044649 4,6498128 ‘8,9628715 
— 0,00000009 On retranche les nombres correspondants. 


2,89464350 — log sin 40 50’ 


log 4’ — 10,7079041 log B’ — 19,5009025  — 0,00135947 
log n? — 6,4190500 log n4 — 12 2,8580600  — 0,00000158 
5,1269341 76,1589625  — 0,00134085 
coraplément — log cos 40 30/ —"1,99865915 


Si l'on veut avoir log R — 10, on ajoutera 10 aux caractéristiques 
(voy. n° 862). Les log. des tang. et cot. s'obtiennent par de simples 
soustractions. 

Comme » croît de plus en plus, nos séries ne peuvent guère ser- 
vir au delà de 12°, parce qu’elles deviennent trop peu convergentes. 
On ne les emploie même que jusqu’à 5 ; au delà, on recourt au 
procédé suivant. 


On sin (æ —- à) __ sin æ cos —+ sin d cos x 
sin æ sin # et 


cos d' Æ sin d'cot x — cos d'(1  tang d. cot æ) ; 


prenant les log., le 1° membre est la différence A entre les log. des 
sinus des arcs æ + d'et x, savoir, 


A = log cos d + M (tang d. cot > — : tang d'cot:r ++...) 
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En raisonnant de même pour cos (x + d), on trouve que la dif- 
férence entre les log. consécutifs des cosinus est 


A’ — log cos d — M (tang d'tang x Etang’ à. tang? x +...) 


Lorsqu'on se borne à 9 décimales, et qu'on prend 9 de 10”, le 
1 terme de ces séries donne seul des chiffres significatifs, 


A = M tang d'cot æ, A'—= — Mtang d'. tang x, 
et l’on a log (M tang 9) — 5,32335 91788. 


— 


Quand d'est l’,ona log (M tang d) — 4,10151 045. 


Ainsi, en partant de l'arc + — 5°, dont on connait le sin., le cos., 
la tang. et la cot., on peut, de proche en proche, calculer tous les 
sinus et cosinus par leurs différences successives A, A’, soit de 
10” en 10”, soit de 1’ en 1’; par suite on conclura la tang. et la cot. 
Soit, par exemple, 


æ = 10° 10 30”; log cot x — 0.7459888 | log tang « = 1.2840112 


constante — 8.322259 | | 5.3233592 
‘4.0693480 | "6.3773704 
Diff. logarithm. A — 0,00011731 | A’ — — 0,000003779 


On remarquera ici, comme p. 225, que les quantité A et A” sont 
constantes dans une certaine étendue de la table. Pour éviter l'ac- 
cumulation des erreurs, on calculera d'avance des termes de dis- 
tance en distance, lesquels serviront de point de départ. 

L’équ. sin 2x — 2 sin x cos », qui donne 


log sin 2x —= log 2 + log sin + + log cos r, 


servira à cet usage. Comme sin 45°— <y/ 2,tang45°=—cot45=—1, 
on pourra partir de cet arc et calculer sin 45° + 10”; ces deux 
ares complémentaires ont réciproquement le sin. de l'un pour cos. 
de l’autre ; d’où l’on tire leurs tang. et cot., de là on passera à: 


45H20”, 45° 80”, etc. 
630. En comparant les séries (G) et (4) à l'équ. (B),on voit que 


leur somme est e”, au signe près des termes de 2 en 2 rangs ; or, 
si l'on change x en +x}/ — 1, dans le développement (B) de e*, 


8 
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comme ÿ/ — 1 a pour puissances W/ — 1, — 1,—p/ — 1,11, 


lesquelles se reproduisent périodiquement à l'infini, les signes des 
termes se trouvent être les mêmes que dans les séries G et A; d'où 


Et = cos x E/— 1 .sinrs. 1.173 


En ajoutant et retranchant ces deux équations 


CAPELNORRATRR NU C1 mm din. 
COST = —", SNnT—= —  —; .... (A) 
2 2 — 1 
d’où 
RE got Pit ex #11 
tang æ = 


en multipliant haut et bas par e*”—", On ne doit regarder ces ex- 
pressions que comme des résultats analytiques, où les imaginaires 


ne sont qu'apparentes, attendu qu'elles doivent disparaitre par le 
calcul même. 


Enfin, changeant x en nx dans (7), on a 
CEA ons EL sinincs Je MR 


mais le 1% membre est la puissance n° de l’équ. (7); donc on a, 
quel que soit n, 


cos nx + —1. sin nr —(cos x Ep —1.sin x)". (M) 


Ces formules sont très-usitées. Nous nous bornerons ici à les ap- 
pliquer à la résolution des triangles. Faisons 


self, AT or 
d'où cos C—;(z3+7), sinC.p—1=;:(z— 53). 


Soient 4, B, C, les trois angles d’un triangle, a, b, c, les côtés re- 
spectivement opposés ; On à 


a sin B = b sin 4 = b sin (B + C); 


d'oi sin B pie bsinC 
tr RU nt PCT aS Broii 
BP 1]  b(s—5) a — bz’ 


@Bf-1 1  2a—b(zt7)" a—bz 
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enfin, 2By/ — 1 —1(a — bz')— 1 (a — bz) 


(é u D) —— b (z Shi b° 2 "2 Los 
cqu. TE LME 7-- À Lien 1e nc Fete 


Mais la formule (£) donne 


s"—cosmC—1Ly/ —1.sinmC, z"=—cos mC— //—1.sinmC; 
d'où 3 — g%—9}/ —1,.sin mC. 
En substituant et supprimant le facteur commun 2}/ — 1, il vient 


CRE 0 RAT VE 
gx Sin TT gos sin 3C +... 


B = sin C 


L'équ. «= a? — 2ab cos C + = a — ab(z +- 3) + b?, se rés 
duit à c? = (a — bz) (a — bz'), à cause de 33° — 1. Prenant les 
log., on obtient 


2og 6 = 2log a — M | (x + +) —- _ (2 Lz2)... |: 


et comme 3” + 3°” — 2cos mC, on a 


b 
2a° 


b b° 
log c — log a — M Ç cos C + cos 20 + 5 cos 30... ‘ 
Ces deux séries servent à résoudre un triangle, où b est très-petit 
par rapport à a, connaissant les deux côlés a et b et l’angle com- 
pris C. 
631. L’équ. (7) donne, en prenant les log. népériens, 


Er —1—Il(cosr+y/—1. sin æ) : 
retranchant ces deux équ. l’une de l’autre, 


SP NL UT IN ue el Es, 


cosz—/ —1.sinx 1—y/—1l.tangz 


à cause de sin > — cos x tang x. Or, la formule (Æ) p. 224 donne 
le développement de ce log.; et supprimant le facteur commun 
2// — 1, on a cette expression de l'arc x, lorsqu'on connait sa tan- 
gente, 


z = tang x — + tang* x <tang$ x — > tang7 x... (NW) 
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L’arc x dont la tang. est #, le rayon étant r, est (n° 822) 
US t {7 
‘ = t ns De 2 Ù (MR tt... 
* Sr? + br4 7r6 d à 


Cette formule sert à trouver le rapport + de la circonférence au 
diumètre. Deux arcs x et 3’, dont les tang. sont + et =, ont pour 


2 


tang. de leur somme, tang (x x’) — ex — 1; cette somme 
NA) 
est donc x + x" — 45°. Faisons dans (/V) tang x —+, tang x —+, 


et ajoutons ; nous aurons la longueur de l'arc de 45°, qui est le quart 
de la demi-circonférence 7 du cercle dont le rayon est 1 : 


CE OST OL OIEE 


On obtient des séries plus convergentes par le procédé de Ma- 
chin. Prenons l'arc x dont la tang. est +, d’où (Z, n° 359) 


2 tang x | 2.— 
tang 2x = ——"—— — 5%, (ang 4 = © —= <= ; 
ü 1 — tang x es ü 1 — (=) DE 
cêt arc 4x diffère donc très-peu de 45° ; v étant l'excès de 4x sur 
| tang 4x — 1 
45°, ou o = 4x — 45°, on à tang o ==; Par 
1 + tang 4x 
conséquent, si l’on fait tang 4 — +, et qu'on répète 4 fois la série 
NN, on aura l'arc 4x; de même, tang v — -—— donne l’arc v; et re- 


tranchant, on obtient l’arc de 45°, ou 

17 —= LE dm ve be rer AO Fi y ES) 2m 
Nous avons donné (n° 248) le résultat de ces calculs avec 20 déci- 
males. r —= 9,14159 26555 69795, 

log 7 — 0,49714 98726 94, I17—1,14472 96858 494. 


632. Faisons x — k7 dans l’équ. (2), Æ désignant un entier quel- 
conque ; on a sin &æ = 0, cos x — + 1, selon que k est pair ou 
impair, 

eÉRP-IS ET, IE=ERY —=1; 
multipliant par le module 4Z, et ajoutant la valeur numérique 4 de 
Log. a, 
Log (+ a) = 4 + kMr y —1, 
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k étant un nombre quelconque pair, s’il s’agit de log (- a), et im- 
pair pour log (— a). Donc tout nombre a une infinité de log. dans le 
même système ; ces log. sont tous imaginaires si ce nombre est négatif ; 
s’il est positif, un seul est réel *, 

633. Développons maintenant sin 3 et cos z selon les sinus et co- 
sinus des arcs z, 2z, 8z.... Posons 


coss y —1.sinz—=7Y, cosz—W/—1.sns—0; 


d'où yo = 1, 2 cos z —y Lo; l,u, 4’, 4”.... étant les coeff- 
cients de la puissance #, on a, quel que soit «, 


2" cos" 3 — y" uw y"  Ad'yré E A'y | 
L’équ. (M) donne y* = cos kz L-p/ — 1. sin Az. 
Donc 


2" cos" z = cos uz + w cos (uw — 2) x + 4’ cos (x — 4)z, .... (P) 
Ep — 1 [sin wz Lu sin(u—2)z+ 4'sin (u—4)s ....] 


Le + provient ici de Fées 1, qui admet toujours ce double signe, 
Quand # est entier, cos“z ne peut avoir qu’une seule valeur; ces 
deux expressions doivent donc être égales, et la série se réduit à la 
1"° ligne (P) : en effet, on peut démontrer que les termes imagi- 
naires se détruisent deux à deux. Mais si w est fractionnaire, il n'en 
est plus ainsi, parce que cet exposant indique une racine qui a plu- 
sieurs valeurs. Nous ne prendrons ici que le cas où # est entier, le 
seul qui offre de l’intérèt. 

L’arc qui, dans l’équ. (P), en à + avant lui est — (u — 2x)z; 
celui qui en à æ après lui, en ayant uw — x avant, est = — (u—2x)z : 
les cosinus de ces deux arcs sont les mêmes ; leurs coefficients sont 
aussi égaux, par la propriété de la formule du binôme ; ces termes 


* De a? = (— a}, on tire 2 log a = 2 log (— a); il ne faut pas en conclure avec 
d’Alembert, que + & et — a ont les mêmes log.; car, # et { étant pairs, on a 


log a = A + kMr | — 1, et = 4 + Mr V/ — 1, 


et ajoutant, 2 log a = 24 + (4 + !) Mr JW — 1. De même, #' et L' étant im- 
pairs, on trouve 2 log (— a) = 24 Æ (# + l) Mr J/ — 1. Or, il est visible 
que cette dernière expression est comprise dans la première, parce que #' + [' est 
un nombre pair, sans que 2 log (— a) soit en général = 2 log a : pour que log a 
soit réel, il faut que # = / = o, et k', l', étant impairs ne peuvent être = 0; 
ainsi l’on ne peut avoir en nombres réels log & = log — a. D'Alembert devait donc 
conclure seulement que, parmi les log. imaginaires de + a et — a, il en est qui, 
ajoutés deux à deux, donnent des sommes égales. ‘ 


256 MÉTHODE DES COEFFICIENTS INDÉTERMINÉS. 


sont donc remplacés par le double de l’un, de sorte qu’en divisant 
l’équ. par 2, et en désignant par w, 4”, 4”....,les coefficients p. 7 
du déveluppement de la puissance du binôme ; on a 

PP ; 


21 cos"z — cos us — w cos (uw — 2)z 4’ cos (u — 4)3.... (Q) 


_ 


en n'étendant la série qu'aux arcs positifs; seulement 17 faut, 
quand n est pair, prendre la moitié du dernier terme constant, qui ne 
s'est réuni avec aucun autre. Ÿ. p. 6 la valeur de ce nombre. 

Changeons dans cette équation 3 en + 7 — 3; le 1 membre 
deviendra 2*-1 sin" : quant au 2° membre, un arc de rang x élant 
(u — 2x)z — hz, devient = 7h — hz, ou 17u == 7x — hz : on peut 
ajouter 7x à cet arc sans changer son cos., qui devient 


cos (27 — hz) — eos + ru cos hz + sin : ru sin hz ; 


1° Siu est un nombre pair, cos + ru = Æ 1, selon que w a la 


forme 4n ou 4n 2; sin + ru — 0 ; ainsi le cosinus se réduit à 
+ cos kz = Æ cos (uw — 2x). Donc 
HE 2-1 sin"z — cosusz — w cos (4 —2)5—L 4’ cos(u — 4)z.... (R); 


il ne faut pousser le développement que jusqu'au terme moyen (qui 
est constant), dont on prendra la moitié. On prend le signe —- quand 
u est de la forme 4n, et le — si w = An + 2. 

2° Si u est impair, cos + ru = 0, sin +7u = —Æ 1 selon que wa la 
forme 4n — 1 ou 4n +3, et on trouve 


Æ 2-1 sin"s = sin wz — wsin (u — 2)s L 4’ sin (u — 4)z.... (S). 


On ne poussera le développement que jusqu’au terme moyen (qui 
contient sin 4, et dont on ne prend plus la moitié); le signe L a 
lieu quand u = 4n — 1,le — quand uw = 4n + 3. 


On entire aisément les équations suivantes : 


2 cosz — cos 23 —- 1, 

4 cos — cos 83 + 3 cos z, 

8 cosiz — cos 4z Æ 4 cos 23 + 8, 

16 cos®zs = cos 53 — 5 cos 83 + 10 cos z, 

82 cos6z — cos 6z + 6 cos 4s — 15 cos 22 + 10, etc. 
— 2 sinz — cos 23 — ]; | 
— À sinÿs — sin 33 — 8 sin 3, 

8 sinéz — cos 4#z — #4 cos 2: E 3, 

16 sinfzs — sin 53 — 5 sin 83 — 10 sin 3, 


s 4z —L 15 cos 23 — 10, etc. 


| 
[ep] 
[e] 
© 
a 


— 92 sin°z cos 6z 
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634. Réciproquement , développons les sinus et cosinus d’arcs 
multiples, selon les puissances de sin 3 = 5, cos 3 — c. Le 2° mem- 
bre de l'équation (4, p. 232) est (c Ly/ — 1 . s)" : en le déve- 
loppant par la formule du binôme, on arrive à une équation de la 
forme 


cosnzLy/—1.sinns = P+ Qy —1; 


et puisque les imaginaires doivent se détruire entre elles, l'équation 
se partage en deux autres, cos n3 — P, sin n3 — Q,'la l°° conte- 
nant tous les termes où s }/ — 1 porte des exposants pairs; ainsi, 
ñ étant entier ou fractionnaire, positif ou négatif, on a 


; n—1 n(n—1)(n—2) (n —53) 
cosn3 = C—n- D GE —_——— © ———————° CA 8 ,, 
08 73 C n = C RE mi CNE 
n (n —1){(n—2) n(n—1)...(n—4 
sin n3 bone ni (ri 1) (nr Php dé AO (er 9) (hall LA Er 
2.5 240 1419 


Ainsi, s étant — sin 3, et c—Ccosz, on a 


cos 23 — €? — s?, sin 23 — 2cs, 
COS 32 — c° — Bcs’, sin 33 — 30°s — s?, 
cos Âz—ci— Gc°s" — 54, sin 43 — 4cŸs — 4csÿ, 
cos 53— 0° — 10c°s2L 5osé, sin 53 = 5cÂs— 10 c’53-Lss, 
cos 63—0c6— 15cis2L 1502s4— 56, sin 62= Gcÿs — 20053 -L Ges5, 
etc. etc. 


635. Dans ces formules, les sinus sont mélés avec les cosinus; on 
peut en trouver d’autres en fonction du seul sinus, ou du cosinus. 
Puisque les arcs z, 22, 33... font une équidifférence, les sinus et 
cosinus forment une série récurrente (n° 361), dont les facteurs 
sont 2 cos z et 


1. De même, si les arcs procèdent de 2 en 2, 
savoir, 3, 9%, 92..+., OU bien Oz, 23, 4z....; les facteurs sont 
2 cos 2z et — 1; or, 


2 cos 23 — 2(c — s°) — 2 — 4s. 


Ainsi, partant de cos 3 = 1, sin 03 = 0, cos s = c, sin 3 —s, 
il est bien aisé de former les séries récurrentes qui suivent, dont 
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on a les deux 1°° termes et la loi (n° 621). 


sin 23—5s( 2c), cos 23 2c— 1, 
sin 3z—5s( 4° — 1), cos 3z— 4 — 30, 
sin 4z— s( 8c°— 4c), coshz— 8ci— 8c + 1, 


sin 53—s(16c4— 120 1), cos 5z— 160 — 200$ + 5c, 
sin 63 — 5(820° — 325 Gc), cos 63 — 3206 — 48ch + 180 — 1, 
. sin72—5(64c6 — 80c4— 240 — 1), etc. 


Voici les formules générales (XI° lecon, Cal. des fonctions, La- 
grange) * : 
sin nz— 5 {! (2c)"-1— (0 — 9) (2c)—3 LE L(n — 3) (n — 4) (20) 


n—5 n—6 


— (Ro) 7m — 5) 


NC tn 8 
bee ECREEE RE RS — - Of Je ne vol p. rev pres 
CRE Pare È 


2 cosnz—=(2c)"— n(2c)"—2+ 5 (n—5) (2c)—-4— En(n— 4)(n—5)(2c) 5... 


Venons-en maintenant aux séries ascendantes selon s. 


sin2z— c(25s), sin 33 — 3s — 4s?, 

sin z— c(4s — 8s), sin 53 — 5s — 205 16°, 

sin6z—0c(6s —32s +328), sin 73— 7s — 56s5L 11255 — Ghs7, 

sin 82—0c(8s— 805% 19255 —128s7), etc. 

cos2z—1— 25, cos 33—C(1—4s°), 

coskz— 1— 85 6s4, cos 83 =—0(1—1252—+ 1654), 

COS 63— 1— 185 4854—3256, cos 7z—0c(1—24s 1 8054-6456), 
etc. etc. 


* Voici les valeurs du ferme général T, ic terme de ces équ., et du facteur F qui mul- 
tipliant le ie terme produit le terme suivant (7. p. 2): 


sinnz. . .. T = (— 1)—t (2c)r—iipu s X [(n — à) C (i—1)], 
Ne VERRE RE (a — 2i+ 1) (n — 2i) 
RE 4e? NET i(n — à) FE 


. us . . . 
lyazn,ou: (7 + 1) termes, selon que n est pair ou impair; le der- 
nier terme est E nes dans le rer cas, et E s dans le 2e, 


ASE. MARS ñn ant” Tee 
cosnz. .. + To (— 1-1 (ac) 22 ne rue pre Le à C(i—x)}, 
F — I (R—s2i+2)(n—2iti) 

ÿ 4e? i (n — i) À 


p T . e . . 
la série 4 3 n + 1,ou + (n-+ 1) termes, selon que » est pair ou impair ; le dernier 
terme est =E 2 dans le rer cas, et = 2nc dans le 2e, 
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1° Quand n est pair, on peut poser * 


mn? — 2? n? — 9? n? — L? 
are 3 Jr n—1 
sinns — cn ns ae UE UN MT ya Eu (2s) | 


non—2 , nn—2 n—4, 


cosns—1— "es À — PE EE TO en en PT ———— 56..,:(2s)"; 


2° Et quand # est impair, 


n? — l° n— 1? n° — 3 
SINNs NS —N 


rs 00 OR" RES OI ETS ... 
Pam ma ss TE BUY PU» 


n° — 1° nm —1 n—3 
a nt te 2 À RE ET DEL 25 =. RS Eé ë Ners L] 
cos ns — 0 | 1 [> s? SC Mie: LP ts (25) | 


Méthode inverse, ou retour des Séries. 
636. Étant donnée l’équation y = ex, où gx est une série, il 


* Le ie terme T est le facteur F qui multipliant le ie terme produit le terme suivant, 
dans ces équ., ont pour valeurs 


LA 


npair, sinnz, T=(—i)i te (os) [GG n+i— x) C(oi—1)], 


R2 — 32 
F= — s PAR 
22(2è + 1) 
il y a 3 x termes; le dernier = Æ € (2s)7—+". 
i—1 ( }?é 2 ee Le 
cos nz = (— 1jé—i (25)2— ee 
à ( ) 92142 


n? ARE, 


2i(2 — 1) é 


[En + à — à) Ca (G — 1)], 
F=—sY%x 
ilyazn-1 1 termes; le dernier = = 27—1 sn, 

n'impair, sin nz, T = (— 1)i—-1{(2s)i-t, —— [+ î) C(ai — | 


n? — (ai — 1)? 


Pen — PR 
MSP DBI-E 0 


il ya > (n + 1) termes; le dernier =  27—1 sn, 
« , n — 3 
Cosnz, T= (— 1)i—1c (25)t—2 LE +?) Ca(i— | 
2 


as n3— (oi) 


2è(2i — 1) 


ilya x (n +1) termes; le dernier = Æ € (as}n—1, 
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s'agit de trouver æ — Fy en série ordonnée selon y. Si cette der- 
nière a une forme connue, telle que, par exemple, 


æ = Ay + By + Cyÿ + Dyi...…, 
il ne s’agit que de déterminer les coeflicients 4, B, C.... On substi- 
tuera dans la proposée y = ox, cette série et ses puissances, pour 
æ, +’, a°, et l’on aura une équ. identique, qu'on partagera en d'au- 
tres, par la comparaison des termes où y a la même puissance : ces 
équations feront connaître les constantes 4, B, C, D... 


Soit y = Mc — 1x ir —irt..); 


qu'on se soit assuré que la série ci-dessus convient pour x (cela suit 
de ce que y est le log. de 1 >, ou a’ — 1 H x: voyez n° 625); 
substituant donc pour x la série Ay —- By°..…., il vient 


D = 4y + By + Cy + Dyi.... pourz, 
— + Ay — AByÿ — (5 BL AC) y... —<2x, 
+ 2 438 + AByh.... Lx, 


— Aiyh — x rh, 
d'où AM!) Be A CAB LD NS 


RE | 
$ 1 A° A A# 
puis A — B M9 C — 3.3? D 9.3.4? étos 
‘ A°y? Aÿ Ay# 
Enfin, = Ay + —— ARTS & ST. . 
De même, Lu DR 


se renverse ainsi æ=— y} Lys L y4.. 


Mais il est rare qu’on connaisse d'avance la forme de la série 
cherchée x — Fy; on indique alors les puissances de y par des 
lettres, à — Ay*—L By L- Cy’,.... et il s’agit de déterminer les 
coefficients et les exposants, en considérant qu'après la substitution 
dans y = #t, il faut que chaque terme soit détruit par d'autres où 
y à la même puissance. 


Soit y—= sa ia LririL... 
supposons x = Ays + Byf + Cyr +. .,., 
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a, By .... étant des nombres croissants. Nous ne mettons pas de 


terme sans y, parce que z = 0 répond à y = 0. En substituant pour 
æ sa valeur, nous voyons que, 


1° Les exposants 2, 3, 4 ..,.. qu'avait x, formant une équi- 
différence, «, B,>.... doivent en former également une, puisqu'en 
développant, les puissances 2°, 2°... . jouiront visiblement de la 
mème propriété, 

2° Si l’on trouve & et B, », d....s’ensuivront. 

3° Le terme où y aura le plus petit exposant est 2 4#°y'*; il doit 
s’ordonner avec le 1°° membre y, d'où 24 — 1, +4 — 1; ainsi, 


a dé 1/40 


4° Les termes qui ensuite ont le moindre exposant étant 4 By*+TÆ 


eti 4y*, pour HU ensemble, ils doivent avoir & L 8 — 33, 
OU = ;; ainsi y—2?, d—+.... savoir, 


L à ns 
x Ay + By + Cy* <-etc.; 
en refaisant le calcul, on trouve bientôt # HG NE UN 


2 A le LE Es Er 4 A Te CAE 


C'est ainsi que 


se renverse sous la forme x — Ay + By + Cyÿ.... 
On trouve, tout calcul fait (voy. n° 840), 


3° ESS 1.3.53.7.y9 
e—y+5 one ae 4. Re SELÈE HS HNTPITÈT 


Pour x = ay +- by® + cyÿ ...., on obtient 


x bx? 2b— ac , Babct = -ad' 4 5h? 
Y = —— EUR L T 2 —— AL. 
a a a a 
La série z — ay + by + cy5 LL dy7.... donne 
x bx SD? — ac Babc — ad — 12b5 , 
Yy—= — — + ns  ——————  — 7... 
a ai a‘ PAC 
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TE . 3 5 7 
| Fe c ; 
Enfin, Pr. t° LE ;: ? arh4 3 À RS A 128 2° HN LÉ Je | 
donne x = Ay°  By-4 L Cy$. 


ét par suite, 
EN mn Tr re 


Si la proposée était y — a —- bx —- ex°...., pour la commodité 
du calcul, il serait bon de transposer 4, et de faire 


y — a AR C ane 
— 5, OÙ 12e Lea + — g ——....: 
ts He the es 
on développerait ensuite + en 3. Au reste, voyez n° 636, où nous 
avons traité la question du retour des suites de la manièré la plus 
générale. 


Des Equations de condition. 


637. Lorsque la loi qui régit un phénomène physique est connue 
et traduite en équ. o (x, y... a, b....) — 0, il arrive souvent que 
les constantes a, b, ce... sont inconnues, æ, y... étant des gran- 
deurs variables avec les circonstances du phénomène. On consulte 
alors l'expérience pour déterminer a, b, c:...; en mesurant des 
valeurs simultanées de +, y, z,....et les substituant dans l’équ. 
o — 0 : puis répétant l'expérience, on observe d'autres valeurs 
pour #, y, 3....,Ce qui donne d’autres équations de condition entre 
les constantes inconnues 4, b, c.... que l'élimination fait ensuite 
connaitre. 

Mais les valeurs tirées de l'observation n’étant jamais exactes, 
les nombres a’, b’, c’...., qu'on obtient ainsi pour a, b, c....,ne 
peuvent être regardés que comme approchés : on doit donc poser, 
danso—=0,a—= «+ 4, b—b LL B....et déterminer les erreurs 
À, B...., dont a, b.... sont affectés; et comme 4, B..,. sont 
de très-petites quantités, on est autorisé à en négliger les puissances 
supérieures : ainsi l'équ. 9 — 0 ne contient plus les inconnues 
A, B.... qu'au 1e degré, par ex., sous la forme 


O2 Ay EL Bs+ CE , . . .., (1) 
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On supplée alors à l'imperfection des mesures de æ, y, z.... par le 
nombre des observations. En réitérent souvent les expériences, on 
obtient autant d'équ. (1), où x, y, 3.... sont connus ; on compare 
ces équ., on en combine plusieurs entre elles, de manière à obtenir 
une équ. moyenne, où l’une des constantes ait le plus grand fac- 
teur possible, tandis qu’au contraire les autres facteurs deviennent 
très-petits : par là l'erreur de la détermination des coefficients se 
trouve beaucoup affaiblie. En réduisant ces équations de condition 
au nombre des inconnues , l'élimination donne bientôt les valeurs 
de 4, B.... 

Cette méthode est usitée en Astronomie ; mais elle est bien moins 
exacte que celle des moindres carrés, proposée par M. Legendre, 
qui rachète la longueur des calculs par la précision des résultats, 
Concevons que l'observation ait donné des valeurs peu exactes de 
2, y, 3....; substituées dans l'équ. (1), le 1°" raembre n’y sera pas 
zéro, mais un nombre e très-petit et inconnu. D’autres expériences 
donneront de même les erreurs e’, e”.... correspondantes aux 
valeurs +’, +’, y, y’...., savoir, 


e—2 + Ay + Bz....., e°—=2" + 4y + Bz'...., etc. 


Formons la somme des carrés de ces équ., et n’écrivons que les 
termes en 4, parce que les autres termes ont même formé : on 
trouve que e? + e°? L 02,.,, est 


= A°(p + y...) 24 (ay Lay...) 1 248B (y5....) +240 etc. 


Ce 2° membre a la forme 4m  24n + k; il est le plus petit 
possible quand on prend 4 tel, que la dérivée soit nulle, 
Am n —= 0 (voy. n°* 140, II, et 757) : en ne considérant que le 
facteur constant et inconnu 4, on a donc 


aytr y... A(yp y.) 8 (yz + yz..) + C(yt..) ete. = 0. 


Il faut multiplier chacune des équ. de condition (1) par le facteur y 
de À, et égaler la somme à zéro. On conserve au facteur y son signe. 
En opérant de même pour B, C...., on obtient autant d'équations 
semblables qu'il y à de constantes inconnues ; ces équ. sont du 
1er degré, et l'élimination est facile à faire. 

Par exemple, la Mécanique enseigne que sous la latitude y, la 
longueur + du pendule simple à secondes sexagésimales est 

16* 
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x — À + B sin°y, 4 et B étant des nombres invariables, qu'il s’agit 
de déterminer. Îl suffirait de mesurer avec soin les lonoueurs x 
sous deux latitudes différentes y, pour obtenir deux équ. de con- 
dition propres à donner 4 et B. Mais la précision sera bien plus 
grande si, comme l'ont fait MM. Mathicu et Biot, on mesure x sous 
six latitudes différentes, et qu'on traïte, par la méthode précédente, 
les six équ. de condition. Les quantités 4 + B sin°y — x, évaluées 
en mètres, donnent ces six erreurs, 


A + B.0,5905417 — 0,9929750, A + B.0,4952570 — 0,9934740, 
A + B.0,1972192 — 0,9954620, A + B.0,5156117 — 0,9935967, 
A + B.0,5667721 — 0,9958744, 2 + B,0,6045628 — 0,9940952. 


Comme le coefficient de 4 est 1, l'équ. qui s’y rapporte est formée 
de la somme des six erreurs. Pour B, on maltipliera chaque trinôme | 
par le facteur qui affecte B, et l’on ajoutera les six produits : donc 


64 B.3,0657375 — 5,9614793 — 0, 
A ,8,0651375 LB. 1,5933894 — 3,0461977 — 0. 


L’élimination donne 4 et B; enfin, on a 


æ = 0,9908755 + B siny, log B = 5,1258509, B — 0,0052941816. 

Voy. a Conn. des Tems de 1816, où M. Mathieu discute par 
cette méthode les observations du pendule faites par les Espagnols 
en divers lieux. 

Consultez mon Astronomie pratique et ma Géodesie, où ce sujet 
est traité avec le plus grand détail. 


© ee 


a ———  ——  ———————p et 


LIVRE SIXIÈME. 


ANALYSE APPLIQUÉE AUX TROIS DIMENSIONS. 


CHAPITRE I‘, 


TRIGONOMÉTRIE SPHÉRIQUE. 


Notions fondamentales. 


638. Trois plans HON, NOP, MOP (fig. 25), qui passent par 
le centre d'une sphère, déterminent un angle trièdre O, et conpent 
la surface selon des grands cercles, dont les arcs CA, CB, AB, for- : 
ment un triangle sphérique BC; les angles plans de ce tritdre O 
sont respectivement mesurés par les côtés ou ares de ce triangle ; 
savoir, NOP par 4B, MON par 4C, MOP pur BC. L’angle C du 
triangle est mesuré par celui que forment deux tangentes en €, aux 
arcs contigus AC, BC ; ces tangentes, situées dans les plans de ces 
arcs, mesurent l'angle dièdre de ces mêmes plans NOMP, c'est-à- 
dire l'inclinaison de la face NOM sur POM. Donc, les angles plans 
du trièdre O sont mesurés par les côtés du triangle sphérique ABC, et 
les inclinaisons des faces sont les angles de ce triangle. 

Les problèmes où, donnant quelques parties d’un triangle sphé- 
rique, on se propose de trouver les autres parties, sont précisément 
les mêmes que ceux où connaissant plusieurs éléments d'un trièdre, 
on veut obtenir les autres. {y a sic éléments : trois angles À, B, C, 
el les trois côlés opposés a, b, ©, du triangle sphérique ; ou, si l’on 
veut, trois angles plans à, b, ©, et les trois angles dièdres 0pposés 
A, B, C, dutrièdre dont il s’agit. Étant données trois de ces six par- 
lies, ilest question de déterminer les trois autres. 

D'après cela, que, d'un point O, l'on dirige des rayons visuels à 
trois points À, N, P éloignés dans l’espace, tels que trois étoiles, 
par exemple, ces lignes seront les arêtes d'un trièdre ©, dont les 
éléments constituants seront ceux d’un triangle sphérique 4#BC, 
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lequel est formé par les arcs de grands cercles qui joignent les » 
points où ces arêtes vont percer la surface d’une sphère de rayon « 
arbitraire, dont l’œil est le centre ©. 

Ces principes servent à démontrer les théorèmes suivants. 

1° Tout angle plan d’un trièdre étant moindre que deux droits, 
chaque côté de tout triangle sphérique est <7 180°. Chaque angle est 
aussi plus petit que deux droits ; c’est ce qui suit encore du triangle 
polaire (7. ci-après n° 639). 

Toutes les fois qu'un calcul conduira à trouver pour valeur d'un 
angle ou d’un côté de triangle, un are > 180°, cette solution devra 
être rejetée comme impossible, ou du moins remplacée par Île sup- 
plément de cet arc : et lies cos., sin., tang., etc., ne peuvent appar- 
tenir qu'à un arc moindre que la demi-circonférence. 

2° Puisque la somme des angles plans de tout angle polyèdre 
est moindre que 4 droits (n° 280), la somme des trois côtés de tout 
triangle sphérique, est plus petite que 360. L'angle trièdre d’un 
cube, formé de 3 angles droits, montre que chaque côté d’un 
triangle sphérique peut valoir et même surpasser 90°, 

8° Deux triangles sphériques sont égaux , lorsque trois angles, ou 
trois côtés, ou deux côtés et angle compris, ou deux angles et le côté 
adjacent, sont respectivement égaux chacun à chacun. Ges théorèmes 
se prouvent, ainsi que lies deux suivants, comme pour les triangles 
rectilignes (n° 163). 

4° Dans un triangle sphérique isocèle, l’arc abaissé perpend. du 
sommet sur la base, divise par moitié cette base et l’angle du sommet ; 
les angles égaux sontopposés aux côtés égaux, et réciproquement. 

9° Dans tout triungle sphérique, le plus grand angle est toujours 
opposé au plus grand côté, le moyen l’est au moyen, le moindre au plus 
pelit. s 

6° Un côié est toujours moindre que la somme des deux autres, et 
plus grandque leur différence : car la somme de deux angles plans d’un 
trièdre surpasse le 8°, d’où a 7 b + c, et b <a c, on a © b—c. 
Donc aussi, la demi-somme des trois côtés d’un triangle surpasse 
toujours un côlé quelconque : car en remplaçant b Æ © par a +, 
a + b + ec devient 2a — 3; ainsi le demi-périmètre = a <i> a. 

639. Coupons notre trièdre © par trois plans respectivement 
perpend. ‘aux arêtes; ces plans détermineront un second trièdre 
©’ cpposé au ler (fig. 26) ; les angles plans de l’un seront suppléments 
des angles dièdres de l’autre, et réciproquement. 
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En effet, l’une des faces du trièdre proposé O, étant MON, me- 
nons, en des points quelconques NV, M, sur les arêtes OM, ON, 
deux plans perpendiculaires à ces droites , et par suite aux faces 
MON, MOP d'une part, MON, NOP de l'autre; les angles Æ et N 
du quadrilatère OMP'N sont droits; l'angle P’ est donc supplé- 
ment de MON. Mais ces deux plans coupants sont des faces du nou- 
veau trièdre ©, et se coupent suivant la droite O'P’, arête de ce 
corps. L'angle dièdre formé par ces plans est visiblement mesuré 
par l'angle MP'N, puisque le plan de cet angle est perpendiculaire 
à ces deux faces. Donc l'angle HÀON du premier est supplément de 
l'angle dièdre P’ du second. Il en faut dire autant des deux autres 
faces MOP, NOP, qui sont suppléments des angles MN'P, NM'P. 
Les angles plans du trièdre Q sont donc respectivement les sup- 
pléments des angles dièdres du trièdre opposé O”. i 

Réciproquement, les angles plans du trièdre O” sont les supplé- 
ments des angles dièdres du trièdre O, par la même raison. 

Les deux trièdres © et O’ déterminent deux triangles sphériques 
ABC, A'B'C' qui sont tels que les angles de lun sont suppléments 
des côtés de l’autre, et réciproquement. 

Étant donné un triangle. sphérique ABC dont a, b, e sont les côtés, 
on peut toujours en construire un autre A'B'C', dont les côlés sont 
a’, b’, c’, tel, que les angles À, B, G, de l’un soient les suppléments 
respectifs des côtés x, b', c’ de l’autre, et réciproquement, savoir : 


RC DEN AR 
A 1800 0e 0B 


ROSE D 1nGo UV AIT) 
RO AT CO 10 0 (2) 


. Le triangle ainsi formé s'appelle poluire on supplémentaire du 1°. 

On voit en outre que la somme des trois angles de tout triangle 
sphérique, est toujours comprise entre deux et six droits. En cffet, 
d’une part chaque angle étant moindre que deux droits, 
AB + C< 6 droits; et d'une autre part, en ajoutant les trois 
équations (2) on a 


A B+-CG—6 droits — (a + bc); 


et comme on a vu que @ —- b + © <C 4 droits (n° 638, 2° )s on 
voit que À LB + C 5 2 droits. 

Les équations (1) et (2) sont fort utiles, car elles réduisent à trois 
les six problèmes de la trigonométrie sphérique, qui consistent à 
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trouver trois des six éléments d'un triangle, lorsqu'on connaît les 
autres. Supposons, par exemple, qu'on sache trouver lestrois angles 
À, B, G, quand on connait les trois côtés a, b, c : réciproquement, 
si l’on donne les trois angles A, B, C, pour trouver un côté a, on 
substituera au Hinneie son supplémentaire ABC’, dont on connaît 
les trois côtés a’, b',c’, par les équ. (2); et lorsqu’on aura trouvé l'un 
A’ desanpgles, l'équ. (1) donnera le côté opposé a = 180° — A’, En 
sorte qu'il suffit de savoir résoudre un triangle dont on connait les 
trois côtés, pour savoir aussi résoudre celui dont om à les trois an- 
gles ; et ainsi dés autres cas. C’est ce qui s'éclaircira mieux par la 
suite. 

640. Si l'on coupe le trièdre O{fig. 27) par un plan pmn perpen- 
diculaire à un arête OB, en un point m tel que On — 1, on a 


mn=tang co, On —=sécc, mp—=tangb, Op = séc b: 
Or les triangles rectilignes mnp, npO donnent (no 355) 


np = mn — pr? — Dnn . pm .cos À, 
np? — pO®—2n0O .pO . cos a; 


retranchant la 1" de la 2°, il vient, à cause des triangles nmOQ, 
pnO, rectangles en m, et de Om = 1, 


= 1+1 — 2 sécc.séc b. cos & + 2 tang c . tang b. cos À; 


1 , sin 
et mettant — pour séc., et — pour tang., 
COS COS 


0 j COS @ ; snc.sinb, cos À 
= — Eee EE EE RSS LEE ER 
cos ce. cos b COS € . Cos D L 


ce qui conduit à l'équation fondamentale 
cos 4a— Cos D. cosc + sin b.sinc.cos À . . . . (8) 
On aurait de même 


COS D = COS & . cos c + sina . sinc.cosB }) 
cos € =— COS 4 . cos b - sin a . sin b. cos C j 


(4) 


cos a — cos b cos c 


On à cos A ==: 


— 


sin b sin c 


Ga r. è cos a — cos b. cos c 
d'où : 1 — cos 4 — sin? 4 = 1 — ( CL ; 


? 
sin b , sin € 
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réduisant le 2° membre au même dénominateur, et remplaçant sin? 


par 1 — cos’, 


1 — cos b — cos’ ce — cos? a + 2 cos a . cos b . cos c 
sin° b . sin°c - 


sin? À — 


Prenons la racine carrée, et divisons les deux membres par sin a, 
le 2° membre est une fonction symétrique de a, b, ce, que nous nom- 


sin À s , 
us M. Changeant dans celte équ. 4 et a, 


merons À, savoir, 
en Bet b, en Cet c, comme 7 reste constant, on en tire 


sin À sin B sin C : 
RE es ” mes Mere . . . . . (5) 


Sin & sin b sin € 


Dans tout triangle sphérique, les sinus des angles sont PAPA EE 
aux sinus des côtés opposés. 


Pour éliminer b de l’équ. (3), mettons pour cos b sa valeur (4), 
sin B sin & 


Sn Pour sin b;il vient 
1 


_ sin a sin c sin B cos À 
cos a = COS a COS” c sin a sin c cos c cos B— OPA PTT A 
sin 


mais cos? c— 1 — sin’ c donc en divisant tout par sinasin c, 
sin c cot a —= cos c cos B sin Bcot 4 . . . (6) 


En appliquant à l'équ. (3) la propriété du triangle supplémentaire 
(équ. 1 et 2), c’est-à-dire, changeant a en 1809 — 4, 4 cn 
180° — 4, etc., nous avons 


— cos À — cos B cos C — sin B sin C cos a. 


RU UE: 
Ces théorèmes suffisent à la résolution de tous les triangles sphé- 
riques, ainsi qu'on le verra par les développements que nous allons 
donner; mais il y a encore une équ. générale qu’on emploie quel- 
quefois. 
Éliminons cos c entre les équ. (4) ; comme... cos’ a = 1 — sin? a, 
en divisant tout par sin &, on trouve 


sin a cos b = sin b cos a cos C + sin c cos B . . . . (8) 


Nous devons encore ajouter que dans les équ. générales entre 
certains éléments d'un triangle sphérique quelconque Æ4BC, on 


"1 
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peut changer a et À en b et B, ou bien en c et C, et réciproque- 
ment : en sorte que nos équ. (6, 7 et 8) en représentent chacun 
trois, comme l'équation (3) en a donné deux autres (4). On a, par 
exemple : 


sin c cot b —cosc cos 4 sin 4 cot B. . . (9) 
— cos B = cos 4cos C — sin 4 sin C cos b. (10) 
sin c cos b = sin b cos € cos 4 sin a cos B. etc. 


Triangles sphériques rectangles. 


641. Désignons l’angle droit par 4, et l'hypoténuse par a (fig. 28); 
faisons donc 4 — 90° dans les équ. (3, 5, 6, 7, 9 et 10) : 


608, 4 ==} C0, D.608" Cp. 4e PAR TE pe) 
sin DS GDS TR MEME EN NT REA 
tangc= tang a!/cos BL. NUE 


cos a — cot B cot © . . . . . (q) 
cot B'—=)00t40 CU LEO MP ONE 
6os.B == "sin (Crcos2hitr. ct, ANR Re) 


Ces six équ. sont propres au calcul logarithmique, et suffisent à 
la résolution de tout triangle rectangle: Des cinq éléments a, b, €, 
Bet C deux étant donnés, on peut toujours trouver les trois autres. 
Ainsi Ja question est posée entre trois éléments dont un seul est 
inconnu. On dénommera les angles du triangle par 4, B, C, l'angle 
droit étant 4, et l’on cherchera celle de ces six équ. qui comprend 
les trois éléments dont il s’agit; mais pour trouver cette équ., il 
pourra arriver qu’on soit obligé de changer de place les lettres B 
et C dans la figure. Suivant les divers cas qui se présentent, on 
choisit les équ. qui contiennent les trois éléments compris dans le 
problème. 


et deux angles B, C.. . . . . . prenez l'équation (g) 

L'hypoténuse un angle D. 0 ODDOSÉ DIS NS De A PS OT PNR re 
a et le cûté | adjacent Ci Li, 40" tte tete ds AE TE 

166 tr01s2C0L68. 0), D CET ANNE EEE) 

Un côté à de l'angle droit et leS'angiés BC (5) 


Beux tôtés.b.'c'de l'angle droit un SHÉIE DS UV CM cet. - (79 


Le fréquent usage qu'on fait de ces équ. exige qu'on les ait sans 
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cesse présentes à la mémoire, chose que le défant de symétrie rend 
assez difficile. Mauduit a indiqué un moyen empirique de les re- 
trouver, qui consiste à lire, sur la figure, les cinq éléments du 
triangle rectangle dans l’ordre où ils sont, en faisant le tour, et à 
observer que les trois éléments entre lesquels on cherche une rela- 
tion, sont contigqus ou alternatifs ; et il est de fait qu'on a toujours 
| “ | des sin. d’arcs ALTERNES, 
cos. arc intermédiaire = produit D ON TERRE TRREt 
Seulement, en appliquant ce théorème, il faut remplacer les deux 
côtés de l’angle droit par leurs compléments, c’est-à-dire leur sin. par 
cos., leurs tang. par cot., etc. On peut, en effet, vérifier que ces 
deux propositions reproduisent exactement nos six équations. 

1° De l’équ. (#4), on conclut que le cosinus de l’hypoténuse est égal 
aw produit des cosinus des deux autres côlés ; ainsi l'un des trois côtés 
est < ou > 90°, selon que les deux autres côtés sont d'espèces 
semblables ou différentes, car Îles cosinus d'ares © 90° sont né- 
gatifs. 

2° L’équ. (g) montre que si l’on compare l'hypoténuse aux deux 
angles adjacents B et C, l’un de ces trois ares est > ou <7 90, 
selon que les deux autres arcs sont d'espèces semblables ou diffé- 
rentes, 

3° Les équ. (r ou s) prouvent que chacun des angles B et C est 
toujours de même espèce que le côté opposé. | 

4° De même, l'équ. (p) montre que l'hypoténuse et un côté sont 
de même espèce, quand l'ingle compris est <7 90°, et d'espèces 
différentes quand cet angle est © 90°, 

Nous entendons par arcs de même espèce ceux qui sont ensemble 
soit <7, soit > 90°; et d'espèces différentes, quand l’un de ces 
arcs est et l’autre > 90°, 

5° Enfin, si le côté b de l'angle droit = 90°, on aura cos b— 0, 
et (d’après les équ. # et s) cos a —0, cos B — 0 : les côtés C4, CB 
sont donc chacun de 90°, et perpend. sur 4B; le triangle est 
isocèle bi-rectangle; € est le pôle de l'arc 4B (fig. 28), c'est-à-dire 
que C'est distant de 90° de tous les points de cet are. : 

642. Quoique nos équ. résolvent tous les triangles sphériques 
rectangles, il convient de remarquer qu'elles ne donneraient pas 
les valeurs des inconnues avec préeision, si ces arcs étaient très- 
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petits et exprimés par des cos., on voisins de 90° et donnés par des 
sinus. Voici comment on doit opérer dans ces cas : 


l 1 — cos x 
1° On a (t. f, P:. 890) tang” ri LT —= TE css? 
si l’on demande l’hypoténuse 4, connaissant B et C, l’équ. (q) de- 
vient 


1 — cot B cot C sin À sin C cos B cos C 


1 
NO GE ——© © = ————————;, 
2 1—cot BcotC sin B sin C + cos B cos C 


NTI UT COS 00 
tang Fa ee = cos (B— C) . . . . . . . . . (11) 


on voit par cette équ. que la somme des deux angles B et C est 
> 90°, puisque le 2° membre est négatif, et doit devenir positif. 
2° De mème, pour obtenir un côté b de l'angle droit, connaissant 


AE cos BP 
les angles B et C, l'équ. (s) donne cos b — PTE 
> : sin Z% 
on pose 3 = 90° — B, d'où cos B = sin z, et cos b= — : 
sin C 
ainsi l’on a (équ. citée et n° 360) 
1 sin (€ — sin z tano L(C— 2z 
{an g? FL re b — re ya AA — € 2 ( ) ; 
2 sin (€ + sinz tang + (C + 3) 


tangs b— y À tang[:(B — C)-+- 45°]. tang [+ (B+ C) — 45°]! : 


3° Connaissant l'hypoténuse & et un côté c, pour trouver l'angle 
adjacent B, l'équ. (p) donne 


] 1— tangccota cos ce sin a — sin c cos @ 
tang’ — B—. ge Ta a NON D 
2 1—+tasgecota  cosc sin a + sin c cos a 
Fe (a — c) 
tang — B— « TEULA 
à ÿ 2 Le (a me pipe Ve 


Où remarquera que les sinus de à — c et & —- c doivent avoir le 
même signe, pour éviter les imaginaires; done si & + c © 180, 
l'hypoténnse a doit être € ce. Done quand le triangle a des angles 
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obtus, l'hypoténuse a n'est pas le plus grand côté. C'est au reste ce 
que la fig. 31 mettra en évidence. 


cos a 


4° L'équ. (m) donne cos ce — , d'où ; 
cos 


tang® = c=tang + (a b) . tang = (a—b). . . . (13) 


8° Enfin, si l'on cherche un côté b, connaissant l’angle opposé B 
et l'hypoténuse a, au lien d'employer l'équ. (n) quand b est voisin 
de 90°, posez 


b—90°—2z, tangr —sinasin B ; 
l’équ. (n) revient à cos 2z — tang x, d’où 


1 — tang x 
LANGE = ————"— — te = Z); 
ang Ldniriate tang (45 x) ; 


ainsi tang (45° — © b) =y/ tang(45° — x), , , . . (14) 


L'arc + étant calculé par l’'équ. tang #— sin a sin B, cette dernière 
donnera b. 

Nous donnerons ici les cinq éléments constitutifs d’un triangle 
sphérique rectangle, afin qu’on puisse s'exercer à l'application nu- 
mérique des formules, en prenant, à volonté, deux de ces éléments, 
et calculant les trois autres, 


Triangle rectangle d’épreuve. 


ê RAT TES y Dr ie Mahiuibyhe ans | 
l ÉLÉMENTS, LOG. SINUS. | LOG. COSINES. | LOG. TANG, 
pr ER er 

la 7102430” | 1.9767255 | 1.5055475 + | 0.4731759 + 

| b — 140.52.40 1.8000154 | 1.8897507 — | 1.9102626 — 

| c= 14.15.54 1.9598503 | 1.6157969 — | 0.5460533 — 

| B = 158.15.45 1.8252909 | 1.8798568 — | 1.9504341 — 

| C = 105.52.59 1.9851068 | 1.4570867 — | 0.5460201 — 


Le signe — qui suit plusieurs de ces log. est destiné à indiquer 
que le facteur qui s’y rapporte est négatif; ce qu'il ne faut pas con- 
fondre avec les — qu'on place à gauche des log., quand ou veut 


3 


tr 
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L7 


écrire qu'il faut les soustraire, ce qui arrive dans le cas d'une divi- 
sion. Selon que le nombre des facteurs négatifs d’une formule est 
pair ou impair, le produit a le signe + où —, circonstänce qu'il 
faut noter avec soin ; car, par exemple, tang a donne pour a uu arc 
a <{ 90°, quand cette tangente est positive, et le supplément de 
cette valeur quand la tangente est négative. 


Quant au 1 qui est l’enticr de plusieurs log., cette notation a été 
expliquée t. I, p. 106. 


Triangles sphériques obliquangles. 


643. Passons en revue tous les cas qui peuvent se présenter 
(fig. 28). 
1% cas. Étant donnés les trois côtés a, b, e, trouver l’angle A? 
L’équ. (3), p. 248, en substituant 1 — 2 sin° + 4 pour cos À de- 
vient ( 
cos a —= COS (b — c) — 2 sin bsin c sin? + 4. . . . (15) 


Cette équ. est d’un fréquent usage. On en tire 
2 sinbsin c sin? + 4 — cos (b — c) — cosa; 


et à cause de l’équ. (8) de la note n° 860 * 


ns (est Pape PE 


sin b . sin cc . 


1 
sin? — 4 — 
a 


Cette équ., propre au calcul des log., fait connaître l'angle À, Elle 
devient plus symétrique, en posant 


2p—=a+b+ec; 
A fr nt mt el de FE 


sin b.sinc 


l 

d'où sin? — 4 — 
2 

De même, en mettant dans l’équ. (3), 2 cos? + 4 — 1 pour cos 4, 


sin p.sin (p — à) 


il 
on à COS? — À = 
2 


OR 


sin b.sin c 


* Comme le premier membre est essentiellement positif, ainsi que sin b et sin € 
(attendu que 8 et c sont << 180°), on voit qu'il faut qu'on ait à la fois e € b + 4, 


et ce > b — a, puisque les relations contraires sont visiblement absurdes ; ôn re- 
trouve donc ici le théorème 6e, page 246. 
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Enfin, en divisant la 1"° de ces équ. par la 2e, 


ane RE PE NIET 
2 sin p . sin (p — a) 


L'une quelconque de ces trois équ. résout la question. 
2° cas. Étant donnés les trois angles À, B, G, trouver le côté a ? 
La propriété du triangle supplémentaire (p. 247), appliquée aux 


équ. précédentes, par la substitution des valeurs (1) et (2), et 
posant 


2P — A+B+C, 
cos P . cos (P — 4) 
sinB.sinC  ? 


cos (P — B). cos (P -— C) 


sin B . sin € 


AA | 
donne sin? = a = — 


[l 
ET G = 


cos P . cos (P — 4) 


MT ET OU —_—_—_— ———— 0 
2 cos (P — B).cus(P — C) 


8° cas. Étant donnés deux côtés a et b, et l’angle compris C, trouver 
le troisième côté ? 
L’équ. (4, p. 248) peut être employée sous cette forme 
cos 6 = cos a COs b (1 Æ tang a tang b cos C). 


Connaissant deux côtés b, c, et l'angle compris 4, on peut trou- 
ver le 3° côté a, à l’aide de l’équ. fondamentale (83, p. 248), en la 
rendant propre au calcul logarithmique. On pose 


cos À — 2 cos = À — 1, cos a — 1 — 2 sin? a, 
d'où 1—%2sin° <a — cos (b+ c) + 2 sin b sin c cos’ = 4, 
— 1 — 2 sin? + (bc) + 2 sin b sin c cos = À; 
Soit pris un arcotelque sinv=— cos; AY sin bsin c, 


ï 


éton a sin’ a =— sin? + (bc) — sin’ v 
sin? 2 a = sin = (bc - 2v) sin + (b + c — 2v); 
d’après l’équ, (6) (t. I, p. 335). 
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4e cas. Étant donnés deux angles C et B, et le côté adjacent à, 
trouver le troisième angle A? 


L'équ. (7), p. 249, donne 
cos À —= cos B cos c (tang B tang C cos a — 1), 


On peut aussi recourir au triangle supplémentaire, et, par la 
théorie qui précède, on trouve 


sin © = sin + a}/ sin B sin C, 
cos + À = sin = (B + CL 92») sin + (B + C — 2»). 


5° cas. De deux côtés et les angles opposés, connaissant trois élé- 
ments, trouver le quatrième ? 

Il faut recourir à la règle des quatre sinus, équ. 5, p. 249. 

644. Excepté lorsqu'on connait les trois côtés, ou les trois angles 
d’un triangle, tout problème de trisonométrie sphérique comprend 
au rang des données un angle et un côté adjacent, outre un troi- 
sième élément : dans ce qui suit, nous désignerons toujours cet 
angle par 4, et ce côté par b. Abaïssons de l'un des angles C(fig.29) 
un arc CD perpendiculaire sur le côté c : ce côté c sera coupé en 
deux segments 9 et vw’, et l'angle C en deux angles 8et 4’, savoir : 


c—p+y, C—0+6. 


Bien entendu que l’une de ces parties sera négative dans chaque 
équation, si l’arc perpendiculaire tombe hors du triangle, cas qui se 
présente lorsque l’un des angles À et B de la buse est aigu et l’autre oh- 
tus : cet arc tombe, au contraire, au-dedans du triangle quand ces 
deux angles sont de même espèce. En effet, des deux triangles rec- 
tangles 4C1), BCD, tirons les valeurs de l'arc perpend. CD, par 
l'équ. (r), p. 250, 


# 


tang CD = tang À sin 9 —tang B sin vw. 


Siles angles 4 et B sont de même espèce, leurs tangentes ont même 
signe : sing et sin 9 sont donc dans le même cas : mais quand À et 
B sont d’espèces différentes, leurs tangentes, et par suite sin o et 
sin © doivent avoir des signes contraires ; alors l'arc perpendiculaire 


CD tombe hors du triangle, et l'un des segments 9 et #’ a seul le 
signe —. 
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645. Dans la figure 29, on voit que le triangle 4BC est décom- 
posé en deux, 4CD, BCD, qu’on peut traiter séparément, et dont 
la résolution fait connaître les éléments non donnés, à l’aide de 
ceux qui le sont. Ce procédé conduit à des équ. simples, auxquelles 
le calcul des log. s'applique facilement. C’est ce que nous allons 
montrer. 

On résout d’abord les triangles 4CD, BCD, pour en tirer l’une 
des parties © ou 4, du côté c ou de l'angle C, en supposant connus 
l'angle 4 et le côté adjacent b. Les équ. (pet q) p. 250 conduisent 
aux équ. (1 et 2). Puis tirant de chacun de ces triangles les valeurs 
de l'arc perpendiculaire CD, et égalant ces valeurs, on obtient les 
équ. (5, 6,7 et 8), lesquelles viennent respectivement des équations 
(m, s, r et p). 


' 
lang 9 — 


tang b cos 4,.,..(1); cot 8 — cos b tang 4... . (2) 
= ee EU ee) Gest MOT RES NA) 


COS @ cos o” cos 4 sin 4 
2 ? A ss seistieiess (5); ER ri a 0 . (6) 
cos b cos © cos BP sin 0 
tang 4 _ sin (7) tang a cos Ô 8 
A 2 0 227 (ane cost” RCA 
sin 4 sin B sin C 
. — - — . D L . e e (9) 
sin «@ sin b sin C 


Voici les divers cas qui peuvent se présenter, et la manière de 
les traiter par ces équ. en ayant soin d’ailleurs d’avoir égard aux 
signes des sin., cos. et tang., signes qui sont positifs ou négatifs, 
selon que ces lignes appartiennent à des ares [ou > 90e, 

Outre les données À et b, on a encore un 8° élément. 

1° Si l'on connait c (deux côtés b et c, et l’angle compris A), l’équ. 
(1) donne (?), (3) donne ', et ces arcs peuvent recevoir le signe 
— ; (5) donne a; (7), B; enfin (9), C, dont l'espèce est d’ailleurs 
connue (n° 644). 

20 Si l’on a C Are angles À et C, et le 5 UE b), l’équ. (2) 
donne 9; (4), 4’, qui peut être RE B ; (8), a; (9), c, qui 
est d'espèce connue. 

3° Quand on connait & (deux côtés a et b, et l’angle opposé A) l’équ. 
(1) donne »; (5), » ; (3), c; (7et9), Bet C: 


ou bien, (2) donne 9; (8), 4 ; (4), ec; (6 et 9), Bet c. 


NATHÉM, PURES, T. If. Ù cdd 
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Dans ce cas, le problème a en général deux solutions ; car 9’ ou 
8 étant calculé par un cosinus, l'arc à le double signe Æ; cet C 
ont donc deux valeurs, à moins qu'on ne soit conduit à en rejeter 
une comme négative, ou > 180°. Les équ. (6 et 7) donnent % et # 
par leurs sinus et il en résulte deux valeurs de B ; de même pour 
Cet c. 

4° Quand on connaît B (deux angles À et B, et le côté opposé b) : 
l'équ. (2) donne; (6), 8"; (4), C;(8et9), aet c. 

Ou bien (1) donne »; (7), &; (3), c; (5 et 9), a et C. 

Il existe encore ici deux solutions, car 9 ou 0’ étant donné par un 
sinus, l’arc a deux valeurs supplémentaires ; ainsi c dans l’équ. (3), 
et a dans l’équ. (8), reçoivent deux valenrs : de même pour a et c 
dans (5 et 4), etc. 

Observez que dans chacun des quatre cas que nous venons d’ana- 
lyser, on ne se sert que des équ. marqnées de numéros soit pairs, 
soit impairs : lorsqu'on a le choix des deux systèmes, on doit Les 
férer celui qui conduit à des calculs plus simples ou plus précis * 

646. Voici plusieurs conséquences importantes (fig. 29) : 


. cos b — cos a cos g — cos p 
1° L’équ. (5) donne —— ET RE 
cos b—cosa cosy cosy 


des équ. 7 et 8, t. I, p. 335, comme c—+—+#9ona 


,» eten vertn 


— tang < (a + b).tang+(a — b). cot + c... (10) 


ang + (9 — #) 


Connaissant les trois côtés a, b, ©, d'un triangle, cette équ. fait 
connaître la demi-différence des segments + ets, et par suite ces 
segments mêmes, puisque + c est leur demi-somme. En résolvant 
les triangles rectangles 4CD, BCD, on obtient les angles 4 et B, 


* Pour résoudre un triangle sphérique où l’on connaît soit deux côtés et un angle, 
soit deux angles et un côté, abaissez de l’un des sommets un arc perpendiculaire 
sur le côté opposé, pour former deux triangles rectangles, dont l’un ait deux parties 
connues, outre l'angle droit. Cet are ne doit donc pas partir de l'angle donné dans 
le 1er cas, ni tomber sur le côté donné dans le 2° cas. Résolvez ce triangle rectan- 
gle, et calculez les deux segments & et &' de la base, ou ceux 6 et 6! de l'angle du 
sommel. Les équ. 5, 6, 7 et 8, s’énoncent ainsi : 

10 Les cos. des deux côtés de l'angle d'où part l'arc perpend. sont comme les 
cos. des segments respectifs de la base ; les cot. de ces côtés sont comme les cos. 
respectifs des segments de l'angle au sommet ; 

2° Les cot. des deux angles à la base sont comme les sinus Lans des seg- 
ments de la base; les cos. de ces angles sont comme les sinus des segments re- 
spectifs de l'angle au sommet, 
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savoir: Cos À =tangocoth, cos B— tango cota. . . . (11) 


2° L'équ. (7) donne de même (voyez n° 360 et équ. 3, t. I, 
p. 334). 


tang 4 — tang B sin ® — sin vu tang : + (o  — o) 
tang À + tang B  sins sing  tang + (y L #° 
sin (4 — B) 


tano 


AREA Ra N grC. . + « (12) 


Quand on connaît deux angles À, B et le côté adjacent c, cette 
équ. donne + et »’ (fig. 29) : les équ. (11) déterminent ensuite 
aet b. 


3° L’équ. (6) donne, en opérant de la même manière, 
tang +(9 —9) —tang =(4 + B).tang + (4—B).tangrC.... (13) 


Lorsque les trois angles À, B, C, sont donnés, cette équ. fait con- 
naître 0 et#’ ; on a ensuite les côtés a et b, en résolvant les triangles 
ACD, BCD, 


cos b— coto cot 4, cosa—cot0 cot B. . . . (14) 


4° Enfin, l’équ. (8) donne de même, 


sin (a — b 
CLR et OP ET APR L 
sin (a+ b) 
Connaïissant deux côtés a, b, et l’angle compris CG, on obtiendra 4 et 
9", puis À et B par les équ. (14). 

Les équ. que nous venons d'établir servent à démontrer les théo- 


tang + (9 — 6) — 


rèmes connus sous le nom d'analogies de Néper. Egalons les valeurs 
(10) et (12) de tang + (> — +) ; nous aurons, à cause de 


sin 24 — 2 sin & COS &, 
sin+(41—B)cos:(41—B) Eh 


SC DjouQe LE) (8 eu (ll) 


tang (ab). tang:(a—b)= 


sina—sinb sin À — sin B 


l 9) d UE OU OUFE PRE SSL a EL DETTE : 
Or, l'équ. (9) donne sinaEsnb sin 4 sin B 


tang (a — b) | _ b) _ tang + (4 — B) 


‘où (n° 360 —_—— 
nn tang+(aEb) tang + (4+ B) 


4 ba 


260 ANALYSE DES TROIS DIMENSIONS. 


Multipliant l’équ. (16) membre à membre par cette dernière, tous 
les facteurs qui ne sont pas détruits sont au carré ; prenant la ra- 
cine, il vient 


t = (a b) DA tang + c 
an — — — ° — 
“3 ans (48) ‘EI (17) 
cos + (4 — B) SH 
t t = b) —= 5. EN Rte 2 * 


en divisant l'équ. (16) par la précédente. | 

Égalons les valeurs (13 et 15) de tang 2 (4 — 6), et opérons dela 
même manière sur l'équation résultante, ce qui revient à changer 
A et B ci-devant en a et b, et réciproquement, puis c en C ; nous 
avons 


sin + (&a — b) 
£ A. D) = = : t=C 
tang + (- ) PEER) cot = C, 1 
pp DR ELEC) Mere 
ae RCD IE US TP ENS 


Telles sont les analogies de Néper : on s’en sert principalement 
pour trouver deux côtés a et b d'un triangle, lorsqu'on connait le 
8° côté c et les deux angles adjacents 4 et B (équ. 17); ou bien, 
pour trouver deux angles 4 et B, connaissant les deux côtés oppo- 
sés a, b, et l'angle compris C (équ. 18). 

Triangles isocèles. Soient C et B les deux angles égaux d’un 
triangle isocèle (fig. 29 bis), b et c les deux côtés égaux, 4 l'angle 
du sommet, & la base ; l’arc perpend. qui va du sommet au milieu 
de la base, donne deux triangles rectangles symétriques, dans les- 
quels on trouve les relations suivantes, formées des combinaisons 
3 à 8 des quatre éléments 4, B, a, b; ces équ. font connaitre l’un 
quelconque de ces arcs, quand on a les deux autres. Ainsi, de ces 
quatre parties d’un triangle sphérique isocèle, l’angle À du sommet, la 


I L PE . 
* Comme tang SAN A dre (4 — B) est une quantité positive, il faut que 


I I ÿ L ; Se 
tang # (a + b) et cos Le (4 +- B) aient même signe, d’où l'on conclut que la 


demi-somme de deux angles quelconques est toujours de la méme espèce que la 
demi-somme des deux côlès opposés, et réciproquement, 


TRIGONOMÉTRIE SPHÉRIQUE. 261 


base à, l’un b des côtés égaux, et l'un B des angles égaux, deux étant 
donnés, on peut trouver les deux autres. 


sn eo = sin > 4 sin b,. .,4. 4 {h) 
cos b —,cot B cot 5 4, © . . . "(g) 
tang ; à — tang b cos B, . . . . . (p) 
cos + À — Cos 5 a sin B.. . . . ,. (s) 


Des problèmes qui ont deux solutions. 


647. Tout triangle sphérique résulte de la section d’une sphère 
par trois plans qui passent au centre. La figure 81 a pour base le 
cercle XMX’, et représente un hémisphère produit par l’un de ces 
plans : les deux autres plans donnent les demi-circonférences 4Ca, 
BCB'”", qu’on voit ici en perspective; leurs plans se coupent selon 
le rayon CO, et déterminent le triangle sphérique 4BC. Les arcs 
CA, Ca, sont supplémentaires ; l’angle 4 est l’inclinaison du plan 
ACa sur la base ÆX”. En menant le plan MCm, par le rayon CO, 
perpendiculairement à cette base XX”, puis prenant M4'— MA, 
de part et d'autre de ce plan MCm, on obtient un deuxième plan 
A'Cx' symétrique à ÆCx, et l’on a 


ma me, AC—A'C, Ca—=CX, AA —ax—x/; 


Si l’on fait tourner le plan Æ4Cx autour du rayon CO, pour 
prendre toutes les positions CK, CB, Cf, .... ce plan sera perpen- 
diculaire à la base quand il coïncidera avec MCm; puis, dans l’une 
quelconque de ses positions, il formera avec la base deux angles 
supplémentaires, l’un en dessous, l'autre en dessus de ce plan. Les 
arcs CB, CA, Cf,.... croissent en s’écartant de l'arc perpendicul. 
CM =, qui est le plus petit de tous, Jusqu'à l'arc perpend. opposé 
Cm, qui est le plus grand. En effet, le triangle rectangle 4CM, où 
CA = b, donne cos ACM = cot b tang , et le facteur tang b est 
constant. 

Quand l’angle 4CM est devenu de 90°, comme pour l'arc CX, 
dont le plan est perpendiculaire à ACm, on a cot b = 0, et l'arc 
CK —90°. Le plan continuant ensuite de tourner vers Cx’, cos ACM 
devient négatif, et croit ainsi que cot b ; en sorte que l'arc Cx«’ con- 
tinue d'augmenter. Tout est d’ailleurs symétrique des deux côtés 
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du plan MCm ; ainsi les ares et les inclinaisons seront deux à deux 
égales, pour des arcs égaux MA — MA’, savoir, CA = CA’, angle 
=, 

En tournant ainsi, le plan coupant s'incline d’abord de plus en 
plus sur la base X AIX", en devenant CB, CA, CK, car le triangle 
rectangle ACM donne encore 


sin D — sin b sin 4, + * Ka ind (16) 


équ. dont le 1* membre est constant, et où sin b va d'abord en 
augmentant, comme on vient de le dire : ainsi sin Æ décroit en 
même temps. Mais dès que le côté b atteint 90° {alors CB devient 
CK — 90° — MX), sin b diminue; donc sin 4 augmente, et l’angle 
A aigu à la base, a pris sa moindre valeur au point Æ, et commence 
à croître, Ce point Æ est le pôle de la demi-circonférence HCm ; 
l'angle Æ est mesuré par l'arc CM — y — X, ou de l’autre côté du 
plan coupant, par Cm = 180° — :L. 

On voit donc que tous les arcs partant de C (lis. 31) pour aboutir 
en quelque point de la base demi-circulaire XMEX”, sont <7 90°; 
tandis que les autres qui vont en ÆmK' sont > 90°, et que 
CK = CK’ — 90°. De plus, CHM— , et Cm = 180° — y (valeurs 
de : que donne l’équ. 16) sont les limites entre lesquelles ces arcs 
CA sont renfermés. Plus un arc approche de CA, et plus il est 
petit; plus il approche de Cm, plus, au contraire, il est grand. 

L'inclinaison des plans sur la base, de 90° qu’elle est en #Cm, di- 
minue en prenant les positions CB, CA... jusqu’en CÆ où elle de- 
vient À — d'; puis elle croît de Æ vers m, jusqu’à redevenir de 
90° en Cm. L’angle est aigu du côté de CH, mais il est obtus du côté 
de Cm, ces derniers angles étant suppléments respectifs des pre- 
iniers : tous ces angles obtus sont 7 180° — :L. 

Enfin, tout est symétrique de part et d'autre de MCm, en sorte 
que pour deux arcs égaux M4 et MA’, les inclinaisons de C4, C4’ 
sont égales, et ces arcs sont égaux. 

D'après cela, il est aisé de reconnaitre si, pour un triangle quel- 
conque BCA, B'CA, Varc CM perpendiculaire sur la base 4B, 
tombe au dedans ou au dehors de ce triangle, et l’on vérifie les co- 
rollaires donnés n° 641, relatifs aux grandeurs des côtés et des an- 
gles des triangles rectangles. 

Les problèmes qui ont des solutions doubles, et qu’on a coutume 
d'appeler cas douteux, sont ceux où, parmi les données, il y a un 
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côté et l’angle qui lui est opposé, ce qui arrive dans deux problèmes 
g° et 4°, p. 257. 

648. 1% cas, On donne deux côtés a et b, et l’angle opposé B. Cou- 
pez l'hémisphère XMK’ (fig. 31) par un plan Æ4C«, passant par le 
centre O, et qui soit incliné de l'angle À sur la base ; puis prenez 
AC= b; C sera le sommet du triangle, lequel doit être fermé par 
un arc CB — a, de grandeur connue. Analysons ces conditions. 

Supposons d’abord que l'angle À soit aigu, CA —b est l’un des 
côtés du triangle que ferme le côté a qui doit tomber dans la région 
a A'MA, puisque si le côté a tombait comme Cf, Cx’, le triangle CA4f, 
CAx..…., au lieu de l'angle aigu À, aurait celui qui, de l’autre côté du 
plan CA, en est le supplément. Ce côté terminal a, partant du som- 
met C, doit donc se rendre en quelque point de l'arc 4M4'a. Les 
arcs, tels que CB, CB’ sont deux à deux égaux et autant inclinés sur 
la base, lorsqu'ils vont en des points B, LB", à égale distance de Y. 
Prenons M4’ — MA, MB’ = MB, les ares seront C4’ = CA —=b, 
= CD = 6. 

Or, si le côté a est <° b, a tombe dans l'angle 4’CA4, comme CB, 
CB, et l'on a deux triangles BCA, B'CA, composés des trois élé- 
ments donnés 4, b et a, c'est-à-dire deux solutions du problème. 
Alors l’un des angles B à la base est obtus, l’autre 2’ est aigu. Au 
contraire, si & > b, l'arc a tombe comme Cf, et le triangle ACf 
est le seul qui réunisse les trois éléments donnés, attendu que l'arc 
Cf, symétrique à Cf”, se trouve exclus, comme étant situé au-dessus 
du plan CA. Il n’y a donc qu’une solution, et l'angle B du triangle 
ACf' est aiguen f”, ainsi que b. Enfin, quandlecôtéa > Ca—180°—p, 
l’are a tombe comme CB””, en dessus du plan 4C&, et iln’y a aucune 
solution possible. 

Dans tout ceci, l’arc b 7 90°, puisqu'on a pris C4 — b : mais si 
l’on avait b — Cx © 90°, et que le côté a tombât comme CB ou 
CB’, on aurait encore deux solutions BCx, B'Cæ, ayant à la base, 
l'un l’angle B aigu, l'autre l'angle B’obtus : tandis qu’on n’en aurait 
qu'une seule «Cf”, si ce côté a tombait en Cf’ dans l’espace 4'Ca, 
avec un angle f” obtus aussi bien que b ; enfin, il n’y aurait aucune 
solution, si ce côté a tombait en CB” au-dessus du plan 4Ca. 

Ainsi, quand l'angle À est aigu, b étant © où <[ 90°, il n’y a 
qu’une solution, lorsque le côté b tombe dans l’espace «C4’, c’est- 
à-dire quand la valeur de l'arc a est entre b et 180° — b : et alors 
l'angle à la base est aigu ou obtus avec b : hors de ces limites, il y 
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a deux solutions, ou il n’y en a aucune ; deux, quand a tombe sur 
l'arc 4MA', circonstance où a <[ 90°; aucune, quand a tombe sur 
l'arc ama', ou a > 90°. 

Venons-en maintenant au cas où l’angle À est obtus, cas où le côté 
a qui ferme le triangle, en partant de C, doit être au-dessus du plan 
aCA, tels que Cf, CB”.... Le même raisonnement montre que si 
a — Ca > 90°, et si le côté terminal & tombe dans l'espace 44’, 
il y a deux solutions, telles que «CB”', aCB””, ayant à leur base, 
l'une un angle PB” aigu, l’autre un angle B” obtus : qu'il n’y en a 
qu’une seule KGz«, quand ce côté a tombe, comme ci-devant, dans 
l'angle 4 CA, l'angle À à la base étant aigu ou obtus en même 
temps que b; et enfin qu'il #’y en a pas de possible, lorsque « tombe 
sur l'arc 4'MA. 

On opérera de même pour le cas de a = C4 << 90°. 

Que l'angle À soit aigu ou obtus, on voit donc que la solution 
est unique, quand le côté terminal a, opposé à l'angle donné À, a 
sa valeur entre b et 180° — b : hors de ces limites, la question ad- 
met deux solutions ou aucune ; deux, quand 4 et a sont de même 
espèce (ensemble © ou <° 90°), et aucune, lorsque ces arcs sont 
d'espèces différentes. Et s’il n'y a qu’une solution, B et b sont de 
même espèce. Or, on sait (n° 644) que la perpend. abaissée du som- 
met C sur la base c, tombe au dedans ou au dehors du triangle 
(ce que d’ailleurs on reconnait bien sur la fig. 31), selon que les 
angles 4 et B à la base, sont d’espèces semblables ou différentes ; 
donc dans les équ. c—wæ+e", C —0Æ 0", on prendra le signe + 
quand les arcs 4 et b seront de même espèce, et — dans le cas con- 
traire, condition qui détermine la solution. L'analyse du troisième 
cas du n° 645 est ainsi complétée, puisqu'on sait quelle est celle 
des deux solutions qu'on doit admettre. 

Donc lorsqu'on aura un triangle à résoudre, connaissant deux côtés 
a, b etun angle opposé B, on comparera a à b et à 180° — b; si a est 
l’une de ces limites, ou compris entre elles, il n’y a qu’une seule solu- 
tion; B et b sont de même espèce ; G et c seront la somme ou la diffé- 
rence de leurs segments, selon que les arcs À et b seront d’espèces sem- 
blables ou différentes. Hors de ces limites, on a deux solutions, quand 
À et a sont de même espèce, et aucun triangle n’est possible dans le cas 
contraire. 

Observez que la moindre et la plus grande valeurs que le côté 
terminal a puisse recevoir sont CA et Cm, l’une 4, l’autre 180° — ; 
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si a n'était pas compris entre ces limites, c’est-à-dire entre les denx 
valeurs supplémentaires de 4 que donne l’équ. (16), p. 262, le 
problème proposé serait absurde, parce qu'on ne pourrait former 
aucun triangle avec les trois éléments donnés 4, b et a. Au reste, 
ce cas n’exige pas de calcul spécial pour être reconnu, attendu 
qu'il se manifeste de lui-même par une opération impraticable. 

649. 2e cas. On donne deux angles À et B, avec un côté opposé b. 

En raisonnant comme ci-dessus, on arriverait à une conséquence 
qu’on obtient plus facilement par la considération du triangle sup- 
plémentaire 4'B'C' (fig. 26, n° 639). On y connait les côtés 
a’ — 180° — 4, b' — 180° — B, et l'angle B° = 180° — b; et il 
suit de ce qu’on vient de dire que ces éléments appartiennent à 
deux triangles dont un seul convient à la question, quand b”, côté 
opposé à l’angle B’, est compris entre a’ et 180° — a’; ou, ce qui 
équivaut, quand B est entre 4 et 160° — 4 (en retranchant chaque 
arc de 180°). Alors 4 et a doivent être de même espèce; C et c se- 
ront la somme ou la différence de leurs segments, selon que les 
arcs À et b seront d'espèces semblables ou différentes. 

Ainsi lorsqu'on voudra résoudre un triangle où À , B et b seront 
donnés, on comparera B à À et à 180° — A ; si Best l’un de ces arcs, 
ou intermédiaire entre eux, il n’y aura qu’une seule solution; A et a 
seront de même espèce ; dans les équations G— 00, c—9v+#,on 
prendra le signe + quand les arcs À et b seront de même espèce, et — 
dans l’autre cas, ce qui apprendra quelle est celle qu’on doit adopter 
ou rejeter des deux solutions que donne le calcul n° 645, 4°, Æors de 
ces limites, il y a deux solutions, quand B et b sont de même espèce, et 
aucune lorsque ces arcs sont d'espèce différente. 

Ea outre, l'angle B doit être compris entre les deux valeurs 
supplémentaires del données par l’équ. (16); car sans cela, on ne 
pourrait former aucun triangle avec les données, et le problème 
serait absurde. 

650. Quand le triangle est rectangle, CM où Cm (fig. 31) est l’un 
des côtés, et si l’on donne un angle et un côté opposé, il y a deux 
solutions qui se réduisent à une seule dans certains cas. 

1° Étant donnés l’hypoténuse a et un côté b, trouver l'angle 
opposé B? L'équ. (n), p. 250, fait connaître B par un sinus, qui 
répond à deux arcs supplémentaires. De même, étant donnés l'hy- 
poténuse & et l'angle B, trouver le côté opposé b? La même équ. 
donne deux arcs supplémentaires pour le côté opposé b. Mais da s 
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ces deux cas, on n’admet qu’une seule solution, parce que les deux 
arcs CA ou CA’ qui ferment le triangle CHA, CMA', sont symétri- 
ques : ainsi B et b sont de mème espèceet il n’y a plus d'indécision. 

2° Étant donnés un côté b de l'angle droit et l’angle opposé B, la 
troisième partie cherchée admet deux valeurs : car si l’on demande 
l'hypoténuse a, l'équ. (n) donne sin a; si l’on cherche le troisième 
côté ©, l’équ. (r) donne sin c; enfin, pour tronver l'angle C adjacent 
au côté connu b, l'équ. (s) donne sin €, Ainsi l'inconnue reçoit 
deux valeurs suppiémentaires pour l'arc correspondant à chacun de 
ces sinus. 

651. Voici quelques applications numériques : 

T. Soient a — 133° 19, b — 57° 28’, 4 — 45° 93’, Le triangle 
est impossible, parce que a n'est pas entre 57° 28’ et son supplément 
122° 82”, et qu’en outre 4 et a ne sont pas de niême espèce. 

IT. Il en faut dire autant si l’on a.4—120°, B— 51°, h — 101°; 
car on trouve que B n'est pas entre 120° et 60°, et que Bet b ne 
sont pas de même espèce. 

III. Soient b — 40° 0’ 10”, a — 50° 10° 30”, 4 — 42° 15° 14’; 
iln'y a qu’une solution, attendu que a est entre b et 180° — b; 
B est << 90°, et l'arc perpend. abaissé du sommet tombant dans le 
triangle, # ets’ sont positifs ; c est la somme de ces arcs. Le calcul 


des équ. (1, 5 et 3), page 257, donne 


9258563 cos a . . . . 1.8064817 + — 3105046 
cos 4 .... 18693330 cos p . . . . 1:9291471 g — 44.44.50 
tang # . . . : 1.7951893 cos b . . . —1.8842563 © — 76.55.56 


cos #1. . « 18513925 


Pour trouver l'angle C du sommet, les équ. (2, 8 et 4) donnent 


cos b . . . . 1.8842363 .tang +... 71.9258563 6 — 5509/59/ 
tang 4... 1.9583058 cot a. .... 1.9211182 8 — 66.26.21 


cot 9 .... 18425491 cos 8 . . . . 1.7567851 C —.121.36.20 
cos 8". . . . 1.8017596 
Enfin, la règle des quatre sinus (p. 249) donne B = 54015/3/. 
IV. Pour B— 421514", 4 — 12136207, b:=—150? 10’ 30”, 


on a deux solutions, parce que B n’est pas compris entre 4 et son 
supplément, et que B et b sont de mème espèce. Les équations 
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(2, 6 et 9) conduisent aux calculs suivants : 
cos D . ..1,8064817 cos B ... 1.8693540 sin b . . . 1,8853636 
tang À. . . 0,2108864 — sin & . ..  1.8406262 — sin 4 . . . 1,9502745 
cot 4... 0,0175681 — cos À . . .— 1.7193880 — sin B . — 1.8276379 


6—— 4305116” sin # . .. 1.9905712 + sin a... 1.9880002 


PT 18.6. 19 où ,!. . .’. 101053/41/ a— 7603536 
C—= 34.15,3 ou C—58.2.95 ou — 103.24.24 
Mn nl. LE 0,0788818  cot B ... 0.0416956 

bots d: !... 4: 1:7193874 — tang À . . . 0.2108875 — 


tango . . ... 1:7982692 — sin + . .. 1.7259905 — 


= — 520850” sin 9»... 1.9785754 + 
= 74.90 00. + 48 .... 107051/0/ 
CF ADO: ou re © = 75.42.10 


L'une de ces deux solutions reproduit le triangle précédent; elle est fCA4’ 
(fig. 31); l’autre est fCA’. 


V. Connaïssant les trois côtés, trouver un angle ? 


a — 7605536” sin . . , . 1.9880008 les autres éléments du 

b — 50.10.50 sin... . 1.8853636 triangle sont : 

Ci=m «40 0 0.10 

2p = 166.46 .16 — 1.8733644 A — 121056/19/8 

p = 83.925. 8 B — 42.15.13,7 
p—a— 6.47.32 sin .... 1.0728716 C— 54.15. 2,8 
p—b= 33.12.58 sin .... 1.7385565 y — 40.51. 5,0 

sin2, . . . 2,9380637 e, #, 8, # sont donnés 

= CG = 17.7.51,4 sin . . . . 1.4690318 ci-dessus, le triangle 

C = 34.15.2,8. étant ici le même. 


Nous terminerons la trigonométrie sphérique , en donnant tous 
les éléments d'un triangle sphérique, comme exercice de calcul; 
car connaissant tous les éléments du triangle, on y prendra à vo- 
lonté trois de ces éléments pour données, et le calcul devra repro- 
duire les trois autres. 
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LOG. TANG, 


\ 


121036’ 19/81 
42.15,13,66 
51.15. 9,76 
76.55.56,0 
50.10.50,0 
40. 0.10,0 
52. 8.50,0 
72. 9. 0,0 
45.51.16,2 
78. 6.19,0 


.9302747 
.8276379 
.7503664 
.9880008 
.8855636 
.8080926 
.7259905 
.9785741 
8406263 
.9905733 


7195874 
. 8693336 
.9172860 
.3652279 
.8064817 
.8842563 
.9277212 
. 4864674 
.8579964 
.8141076 


.2108873 — 
.9583043 
«8330804 
.6227729 
.0788819 
.9238563 
.7982693 
. 4921067 
.9826249 
.6764657 


| 2) nf el 


ï 
1 
1 
1 
F1 
1 
1 
1 
1 
ï 


S RIS nRIR| © © RAI Ro 


#|Rms|nR|e] 


a pour l’arc perpendiculaire 
40.51. 3,0 | 1.8156388 .8787602 .9368787 


CHAPITRE IT. 


SURFACES ET COURBES A DOUBLE COURBURE. 
Principes généraux. 


652. Pour fixer (fig. 82) la position d’un point # dans l’espace, 
on conçoit trois axes 4x, y, Az, que nous supposerons rectan- 
gulaires pour plus de facilité, et les plans z 4x, 2 4y, x Ay, qui pas- 
sent par ces lignes ; puis on donne la distance PH, ou z —c, de 
ce point à sa projection P sur l’un de ces plans, ainsi que cette 
projection, et par conséquent les coordonnées 4N, 4$ du point P, 
ou x —4a, y — b : les données a, b et c ne sont autre chose que les . 
distances HO, MR, MP à ces trois plans; ces droites achèvent le 
parallélipipède OW. 

En considérant qu'outre l'angle trièdre 34xy, les trois plans 
coordonnés forment sept autres trièdres, on verra bientôt que la 
position absolue du point 77 dans l'espace n'est fixée par les lon- 
gueurs de a, b, ec, qu’autant qu'on introduira les notions sur les 
signes (n° 340). Ainsi, au-dessous du plan #4y, conçu dans son 
étendue indéfinie, les 3 sont négatifs ; si le point est à gauche du 
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plan z4y, vers x’, x est négatif; y l’est en arrière du plan zax. 

653. Imaginons une équ. entre les trois coordonnées x, y, z, telle 
que f(x, y, =) — 0 ; elle sera indéterminée. Prenons, pour deux de 
ces variables, des valeurs quelconques x = a = AN, y=b=PN 
(fig. 32) ; notre équ. donnera, pour 3, au moins une racine z = €. 
Si cest réel, onélèvera en P la perpend. PM — c au plan yAx, et 
le point Æ de l’espace sera ainsi déterminé. Changeant de valeurs 
pour les arbitraires x et y, c’est-à-dire prenant à volonté des points 
P sur le plan x4y, on tirera de l'équ. autant de valeurs de 3; tous 
les points Æ, ainsi obtenus, seront sur une surface, qu’on forme en 
les unissant par la pensée , et établissant entre eux la continuité : 
cette surface sera, par exemple, un cône, un cylindre, une sphère; 
{(x, y, 3) = 0 sera l’équation de la surface, parce qu’elle en dis- 
tingue les divers points de tous ceux de l’espace. Si z a plusieurs 
racines réelles , la surface aura plusieurs nappes; et si z est imagi- 
naire, la perpend. indéfinie élevée en P au plan xy ne la rencon- 
trera pas. 

Si, après avoir pris une valeur fixe de y, telle que y — b — 48, 
on fait varier x, l'ordonnée PM — z se mouvra suivant SP parallèle 
au plan #3, et les variations correspondantes qu’elle éprouvera se- 
ront déterminées par /(+, b, z) — 0, qui est par conséquent l’équ. 
de l'intersection de la surface par le plan SA, entre les deux coor- 
données x et z, comptées dans le plan OMPS. De même, en faisant 
æ—= 4, où 3 —=C, On a les intersections de la surface par des plans 
MN, ou OR, parallèles aux y3 ou aux æy. 

z = 0 est visiblement l'équ. du plan xy, 3 = c celle d’un plan 
qui lui est parallèle, et en est distant de la quantité c; x = 0 est 
l'équ. du plan yz, x = a est celle du plan qui lui est parallèle, 
mené à la distance a. 

654. Le triangle rectangle AMP donne 3? + AP: — AM; et 
comme on tire de APN, AP= x Ly,ona 


+pÿ+s=Rk, 
en faisant ÂAM — R. Donc, 1° la distance d'un point à l'origine 
est la racine des carrés des trois coordonnées de ce point. 2 Si 
z, yet z sont variables, cette équation caractérisera tous les points 
de l’espace dont la distance à l’origine est la même et — R : c’est 


donc l’équation de la sphère qui a À pour rayon et le centre à 
l'origine, 
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Soient deux points, l'un N{x, y, 3), l'autre Æ(+’, y’, 3°) (fig. 33), 
n et m leurs projections sur le plan +7, mn est celle de la ligne 
MN = R. Or(n° 373),ona 


moe) (y y}. 


De plus, ÂP, parallèle à mn, forme le triangle ÂNP rectangle 
en P; d'où MN? — MP: + PN:— mn + PN°'; et comme 
PN = Nn— Mm—z—3z,ona 


(eh + y y} + (sr) Re 


R est la distance entre les points (x, y, z), (x, y’, 3”) *; et si l’on 
regarde +, y, 3, comme des variables, cette équation est celle d’une 
sphère de rayon R, et dont le centre est situé au point M(x', y, 3). 

655. Concevons une surface cylindrique droite à base quelcon- 
que (n° 287) ; cette base est une courbe donnée sar le plan xy par 
son équ. f(x, y) — 0. En attribuant à set y des valeurs qui satis- 
fassent à cette équ., le point du plan xy que ces coordonnées deé- 
terminent, est un de ceux de la courbe qui sert de base au cylindre ; 
la perpend. 3 indéfinie, élevée en ce point au plan xy, est une 
génératrice de ce corps; ainsi, quelque valeur qu’on attribue à 3, 
l'extrémité de cette perpend. sera sur la surface du cylindre, en 
quelque point qu'on la termine. Donc l’équation de la surface d’un 
cylindre droit est celle de sa base, ou f(x, y) = 0. 

Si la génératrice dn cylindre droit est perpend. au plan des x3, 
Péqu. de cette surface est celle de la base tracée sur ce plan, etc. 

Le même raisonnement prouve que l'équ. d’un plan perpend. à 
l'un des plans coordonnés est celle de sa Trace sur celui-ci, c’est- 
à-dire de Ja ligne d’intersection de ces deux plans. Soit donc 
AB = « (fig. 83 bis), a = ting CBI, x — az + x, qui est l’équ. 
de la ligne BC sur le plan z4x, est aussi celle du plan FEBC, 
perpend. à 34x, et menée suivant BC. 

656. Soient M —0, N — 0, les équ. de deux surfaces quelcon- 


* Comme "”B, nC (fig. 33) parallèles à 4y, donnent BC = x — x! = la projec- 
tion de MN sur l'axe des x, on voit que la longueur d'une ligne dans l'espace est 
la racine carrée de la somme des carrés de ses projections sur les trois axes. 

On a aussi MP — MN . cos NMP ; donc la projection #n est le produit de la 
longueur projetée par le cos. de linclinaison; et réciproquement une ligne dans 
l'espace est le quotient de sa projection sur un plan divisé par le cosinus de langle 
qu'elle fait avec ce plan. Ces théorèmes s'étendent aussi aux aires planes situées 
dans l’espace (voyez n° 793), 
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ques ; chacune de ces équ. distingue en particulier ceux des points 
de l’espace qui appartiennent à la ligne suivant laquelle ces sur- 
faces se coupent. Donc, un point est délerminé par trois équations 
entre X, Y, z, qui sont les coordonnées de ce point ; une surface par une 
seule équation ; une courbe en a deux, qui sont celles des surfaces qui, 
par leur intersection, déterminent cette ligne. Comme il y a une infi- 
nité de surfaces qui passent par une ligne donnée, on sent qu’une 
même courbe dans l’espace a une infinité d'équations. 

Si l’on élimine z entre H — 0, N = 0, on trouvera une équ. 
P = Oenzxet y; ce sera celle d'un cylindre droit, qui coupe nos 
deux surfaces suivant la courbe dont il s’agit, et aussi, l’équ. de la 
projection (n° 272) de cette courbe sur le plan y. De même, en 
éliminant y, on aura l’équ. O — 0 de la projection sur le plan xz, 
ou du cylindre projetant; P = 0, Q = 0, sont les équations de nos 
deux cylindres, qu’on peut substituer aux surfaces données ; ce 
sont les équ. des projections de notre courbe, et celles de la courbe 
même : donc, on peut prendre pour équ. d’une courbe les équ. de ses 
projections sur deux des plans coordonnés. 

657. Appliquons ces principes à la ligne droite. Nous prendrons 
pour ces équ. celles de deux plans quelconques qui la contiennent ; 

| mais il sera convenable de préférer ceux qui fournissent des résul- 
tats plus simples, L’axe des z a pour équations + — 0, y — 0, qui 
sont celles des plans yz et xx. De même, 4 = «, y = B, sont les 
équ. d’une droite PM (fig. 32) parallèle aux z, et dont le pied P, 
sur le plan æy, a pour coordonnées x = 4, y — B. On raisonnera 
de même pour les autres axes ; & = 0, 3 — 0, sont les équ. de 
celui des y, etc... 

Soit une droite quelconque Æ°F, dans l'espace (fig. 33 bis) ; con- 
| duisons un plan FÆBC perpendiculaire au plan +3; BC en sera la 
| projection sur ce plan (n° 272). De même, on projettera £F en HG 

sur le plan yz ; les équ. de ces projections, ou des plans projetants, 
sont celles de la droite £F, ou 


HA 


| 


az — a, 
bz — 8. 
Il sera aisé de voir que «et B sont les coordonnées 4B, AG, du 


point £ où la droite £F rencontre le plan xy, et que a et b sont les 
tangentes des angles que ses projections BC, HG font avec l’axe 43, 


y 
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En éliminant z, on obtient l’équ. de la projection sur le plan «y, 
ay = bx + aB — ba. 


638. Si la droite ÆF (fig. 33 bis) passe par un point donné 


Ex, y, x), les projections C'et A de ce point sont situées sur celles 
de la droite ; donc les équ. sont (n° 369), 


x — à = à(zs — %'), 
y—y = bz— 7). 

On trouvera aisément les valeurs de a et b lorsque la droite doit 
passer par un second point (x”, y”, =”). 


Quand la droite passe par l'origine À, ses équations sont 
D ASV UD. 


Il est aisé de voir que les projections de deux droites parallèles 
sur le même plan , sont parallèles (n° 268); donc les équations de 
ces lignes doivent avoir pour z les mêmes coefficients a et b, et 
différer seulement par les valeurs des constantes « et B. 


Équations du Plan , du Cylindre, du Cône, etc. 


659. Quelles que soient les conditions qui déterminent la nature 
d'une surface, elles se réduisent toujours, en dernière analyse, à 
donner la loi de sa génération, qui consiste en ce qu’une courbe 
Génératrice, variable ou constante de forme, glisse le long d’une ou 
plusieurs lignes données, qu’on nomme Directrices. L’équ. de la 
surface engendrée s'obtient en raisonnant ici comme au n° 462 ; 
nous allons en donner divers exemples, en commençant par le 
plan. 

Un plan DC (fig. 34) est engendré par une droite £F, qui glisse . 
sur deux autres qui se croisent : les traces BC, BD de ce plan sur 


ceux de #3, y3, se rencontrent en B sur l’axe des z, et ont pour 
équations, savoir, 


BC... .y=0, :=4Ax<+C, 
DD ape, 3= By +, . . . e (1) 
en faisant 4B — C. La trace BC, glissant parallèlement le long de 


BD , engendre ce plan BDC ; c’est ce qu’il s’agit d'exprimer par 
analyse. . . 
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Soit £F une perallèle quelconque à BC, dans l’espace; le plan 
projetant £ HF sera parallèle à zx, HI le sera à 4x. La projection 
de £F sur le plan sx le sera à BC; en sorte que les équations de £F 
seront 


= % 5 —= Ax + 8. “ . Ü ° . (2) 


Pour avoir le lieu Æ de l'intersection de £F avec la directrice BD, 
éliminons x, y et z entre les quatre équations (1) et (2), il viendra 
l'équation de condition 


B—Ba+c, s fat. Je, get bd (3) 


qui exprime que les lignes BD et EF se coupent. Si donc on donne 
à « et B des valeurs qui y satisfassent , on sera sûr que les équ. (2) 
seront celles de la génératrice dans une de ses positions. Concevons 
done qu'on mette dans (2) pour 8 sa valeur Bx C, ces équ. seront 
celles d'une génératrice quelconque, dont la position dépendra de 
la valeur qu’on attribuera à l'arbitraire &. On en conclut que, si 
l’on élimine x entre elles, c’est-à-dire x et 8 entre les trois équa- 
tions (2) et (3), l'équ. résultante 


3= Ax + By + C, 


est celle du plan, puisque x, y et 3 représentent les coordonnées 
des divers points d’une génératrice quelconque. 

Cest le 3 à l’origine, on 4B; 4 et B sont les tangentes des angles 
que font avec les axes des x et des y les traces BC, BD du plan, 
sur ceux des #3 et des yz. 

Si l'on fait varier C seul, le plan se meut-parallèlement, parce que 
ses traces demeurent parallèles (n° 268). Donc 

1° Toute équation du 1°" degré est celle d’un plan; 

2° Deux équations quelconques du 1% degré sont celles d’une 
ligne droite ; 

3° Lorsque l’équ. d'un plan est donnée, on obtient les équ. des 
traces sur les plans des xz, yz et «y, en faisant successivement 
y —=0,x — 0,z:— 0; ce sont les équations de ces plans. Ainsi, 
Ax + By + C = 0 est l’équ. de la trace dy plan sur celui des æy. 

On aurait pu prendre une droite quelconque dans l'espace pour 
génératrice , et la faire glisser sur les traces ; ce calcul plus compli- . 
qué , auquel on pourra s'exercer, aurait conduit au même résultat. 


660. Le même raisonnement sert à trouver l'équation du Cy- 
NATHÉM, PURES. T. LI, 18 
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lindre. Soient M —0, N — 0, les équ. d’une courbe quelconque 
donnée dans l’espace, sur laquelle doit glisser la droite génératrice, 
en restant parallèle à elle-même (n° 287). Désignons par 


D 03 ER, y == DEEE (1). 


les équ. d’une parallèle à la génératrice, @ et b étant donnés, # et 
& dépendant de la position de cette droite. Or, pour qu'elle coupe 
la directrice, il faut que ces quatre équ. puissent coexister ; c'est- 
à-dire que, si l’on élimine +, y et = entre elles, x et B doivent être 
tels, que l’équ. finale B— Fax soit satisfaite. Si l’on met dans (1) Fx 
pour B, ces deux équ. seront donc celles d’une génératrice quel- 
conque, dont la position dépendra de la valeur de «; et si l'on 
élimine ensuite « entre elles, on aura une relation entre x, y et z, 
qui aura lieu pour une génératrice quelconque ; ce sera par consé- 
quent l’équ. cherchée. 

Concluons de là que pour trouver l'équ. d’une surface cylindri- 
que, il faut éliminer x, y et z entre les équ. (1) et celles # = 0, 
N = 0, de la courbe directrice ; puis, dans l'équation de condition 
B — Fa, qui en résulte, mettre x — az pour «, et y — bz pour B; 
l'équation du cylindre est donc de la forme y — bz — F(x — az), 
la forme * de la fonction F dépendant de la nature de la directrice 
(voy. n°s 745 et 919). 

Si, par exemple, la base est un cercle de rayon r, tracé dans le 
plan xy, et placé comme l’est celui 4£ de la fig. 36, le diamètre 
AEË£ sur l'axe des x, et l’origine en À, les équ. de la directrice sont 
ga = 2rx, 3 — 0; éliminant x, y et z par les équ. (1), il vient 
B? + «= 2ra, pour l'équ. de condition **. Ainsi 


(y — hs} Æ (x — az) = Dr (x — az) 


* Les signes Fx, fx, gx.... servent à désigner des fonctions différentes de æ; ils in 
diquent des formules dans lesquelles la même quantité æ entre, mais combinée de di- 
verses manières avec les données. Au contraire, fx, {z sont la même fonction de deux 
quantités différentes x et z : en sorte que si l’on changeait 3 en æ dans celle-ci, on re- . 
a 


produirait identiquement l'autre; /'(}/3+- a), / Le 
og z 


) désignent que si l’on fai- 


sait V/z +a= x, et = æ, ces fonctions deviendraient identiques, et = fx. 


b + log z 
** Cela est visible de soi-même, puisque « et Z sont les coordonnées du pied de la ge- 
nératrice. Même remarque pour le cône. 
On pourrait trouver l’équ, du plan, en le considérant comme un cylindre dont la base 
est une ligne droite, 
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est l'équ. du cylindre oblique à base circulaire ; la direction de l'axe 
donne les valeurs de a et b. Si cet axe est dans le plan xs, on à b=0 


y + (x — az) = 9r (x — az), 


Enfin, si le centre du cercle est situé à l'origine, il suffit de rem- 
placer le second membre par r°. 


? 


661, Soient M — 0, N — 0, Lt 19 . . . ° (1) 


les équations de la directrice quelconque d’une surface conique 
(n° 289). Les coordonnées du sommet étant a, b, c, toute droite qui 
passe par ce point a pour équ. (n° 658), 


G—a—a(z—c), y—b—RB(z—c) , (2) 


Si cette droite rencontre la courbe, elle sera une génératrice : 
éliminons donc x, y et z entre ces quatre équ., et à l’aide des équa- 
tions (2) éliminons & et 8 de l'équ. finale 8=— Fx, nous aurons pour 
le cône une équation telle que 


La forme de la fonction F, dépendant de la courbe directrice, 
est donnée par le calcul même que nous venons d'exposer 
voy. n° 745 et 919), 

Par ex., si la base est le cercle Z£ (fig. 36), ces équ. sont z = 0; 
fi 2° = re; l'origine est à l'extrémité 4 du diamètre, lequel est 
ouché sur l'axe des + ; l'équ. de condition 8 — Fuest ici 


(a — ac) + (b — Pc) — 9r (a — ac); 
loù (az — 0x) + (bz — cy) = Qr (3— c) . (as — 0x). 
l'elle est léqu. du cône oblique à base circulaire, le sommet S étant 


tu point (a; b, c). Si nous voulons que l'axe SC soit dans le plan #3, 
‘omme on le voit fig. 36), on fera b — 0, et il viendra 


(2 + y) + Qc (r — a) xz + a (a — 2r) 2° + Qacrs — Qcrr 0, 


2nfin, quand le cône est droit a — r. Il cst alors plus commode de 
rendre l'axe des z pour celui du cône, et l’on trouve, pour l'équ. 
e cette surface ainsi disposée, 


(EHy}=r(s—c), où Lg = m(s— 0), 
13* 
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en nommant » la tangente de l'angle formé par l’axe et la généra- 
trice, ou posant mC —r. 

Si le cercle de la base n'était pas tracé dans le plan æy, mais 
dans un plan incliné sur.les +y, et perpend. aux #3, 4 étant la 
tang. de l'angle que cette base fait avec le plan xy, il faudrait rem-, 
placer les équ. (1) pars = Areta type, 

662. On peut concevoir toute surface de révolution comme en- 
gendrée (n° 286) par le mouvement d’un cercle BDC (fig. 87), dont 
le plan est perpend. à un axe Az, le centre Z étant sur cet axe, et 
le rayon ZC tel, que ce cercle coupe toujours une courbe quelcon- 
que donnée CAB. Nous ne traiterons d’abord que le cas où l'axe est 
pris pour celui des 3. Tout cercle BDC dontle plan est parallèle aux 
æy, a-pour équ. celles de son plan et de son cylindre projetant, ou 


3 ==10, et a? + p =; CE. ° 0 , (1) 
en faisant 47 — B, et le rayon 1C— %. 
Les équ. de la directrice donnée C4B étant 


MO Ne eut ai AU 


pour que ces courbes se rencontrent, il faut qu’en éliminant #, y 
et z entre ces quatre équ., la relation B— Fu, à laquelle on par- 
viendra, soit satisfaite. Si l’on met F« pour B dans (1), ces équations 
seront alors celles du cercle générateur dans une de ses positions 
dépendante de &; et si l’on éliuine ensuite x, on aura l’équation 
demandée. Ainsi, on éliminera x, y et z des quatre équ. (1) et (2) ; 
puis dans l’équ. finale 8— Fa, on mettra z pour B,et/ (x? —E y°) pour 
a ; V'équ. de la surface de révolution a donclaforme z= F (+? + y) : 
celle de la fonction F dépend de la nature de la courbe directrice, 
et est donnée par le calcul que nous venons d'exposer. 

I. Soit d’abord pris pour directrice un cercle dans le plan xz, et 
dont le centre soit à l'origine; on a, pour les équations (2), y = 0, 
a + 2 = 7°, et pour l'équ. de condition æ& — 8? — r*, ce qui est 
d’ailleurs évident par soi-même; donc, remettant æ?— y? pour 


æ, et 3 pour B, on a a — y — 3? = 72 pour As de la 
sphère (as 654). 


IT. Traçons dans le plan #3 une parabole BAC située comme on 
le voit Ég. 37; ses équ. seront y =0, 2° = 2ps ; d’où & — 2pB, et 
a? L y = 2pz, | 


équ. du Paraboloïde de révolution autour de l'axe des z, 
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IT. De même, l’équ. de l'Ellipsoïde et de l'Hyperboloïde de révo- 
lution, dont le 1°' axe 4 se confond avec celui des æ, est 


Aa + y) + Ps = + AP ; 


les signes supérieurs ont lieu pour l’ellipsoïde. 
= IV. Supposons qu'une droite quelconque tourne autour de l’axe 
des z; cherchons la surface de révolution qu'elle engendre. Les 
équ. de cette droite mobile, qui est la directrice, sont 


za +4, y—=b:+B; 
d’où (aB + A} + (bB + B) = «, 


pour équ. de condition. Celle de la surface est donc 


2 y — (a? + b?) 3° + 2 ( 4a + Bb) z + 44 B. 

En faisant 3 — 0, on trouve (n° 450) que l'intersection par le plan 
yz est une hyperbole ; comme x et y n’entrent ici qu'assemblés en 
binômes 2° y, z est une fonction de «? + y, et la surface en- 
gendrée est un hyperboloïde de révolution. 

Cependant si la droite génératrice coupe l'axe des z, ses deux 
équ. doivent être satisfaites en faisant > — y — 0 et z— c; d'où 
A=— ac, B= — bc; doncona 


(+ D) (s— = 2 + y, 


qui appartient à un cône droit (n° 661). 

Pour trouver l'éau. d'une surface de révolution dont l'axe a une 
situation quelconque, il faut ou recourir à une transformation de 
coordonnées (n° 676), ou traiter directement le problème d’une 
manière analogue à la précédente (voy. n° 669). 


Problèmes sur le plan et la ligne droite. 


663. Remarquons, comme au n°375, qu’on peut se proposer deux 
genres de problèmes surles surfaces. Tantôt il s’agit de déterminer 
les points qui jouissent de certaines propriétés, tantôt de donner à 
la surface une position ou des dimensions telles, qu’elle remplisse 
des conditions demandées. Dans le 1® cas x, y, z sont les incon- 
nues; dans le 2°, il faut déterminer quelques constantes de l’équ. 
d'une manière convenable, Les conditions données doivent, dans 
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’ 


tous les cas, conduire à autant d’équ. que d’inconnues, sans quoi le 
problème serait indéterminé ou absurde. Nous allons appliquer ces 
considérations générales au plan. 

- 664. Trouver les projections de l’intersection de deux plans donnés 
par leurs équations. 


3—=AxEBy+C, 3 = A'x + B'y + C. 
En éliminant z, on a la projection sur le plan xy, 
A— 42h (Be By C0. 
De même, chassant + ou y, 
(4! — À) 3 4 (4B'— AB) y + 4C— A'C—0, 
(B — B) zL(A4'B — AP) x + BC'— BC=0, 
sont les équ. des projections sur les plans des yz et des #3. 

665. Faire passer un plan par un, deux ou trois points donnés. 
L'équ. de ce plan étant z = 4% + By LC, s’il passe par le point 
(x, y, 3),onaz — 4x + By + C; et retranchant, il vient 

s— 2 = A(x—x)+B(y— y); 


c’est l'équ. du plan qui passe par le point (x', y’, z'). Le problème 
resterait indéterminé si les constantes 4 et B n'étaient pas données, 
à moins qu’elles ne fussent liées par deux équations d’où il faudrait 
les déduire. Si, par exemple, le plan doit être parallèle à un autre, 
3 = d'x + B'y + C', on aura 

A3 AN LBire À, 

Quand le plan doit passer par un 2° point (+”, y”, z”), on a 
3'— Ax" — By” C; ce qui laisse une constante arbitraire , et 
permet de faire passer le plan par un 38° point, etc. (voy. n° 369). 

666. Trouver le point d’intersection de deux droites. 

équ, dé la 1%, . 7 — as +, y —= bz +8, 

équ. de la % :...2—=03+x4, y—=bz#+ 8". 
Pour le point cherché, x, yet z satisfont à ces quatre équations ; 
éliminant, on trouve l'équation de condition 


(&«— 4) (D — D) =(8— 8) (a — a). 


{ 
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Si elle n’est pas satisfaite, les lignes ne se coupent pas; et si elle 
l'est, le point d’intersection a pour coordonnées 
CON Part — __aa— ax ‘ b'B — bB 
Œ Æ, — 0, D Du. 0.0", D. 
667. Trouver les conditions pour qu’une droite et un plan coïnci- 
dent ou soient parallèles. Soient les équ. du plan et de la droite 


3— Ax + By + C, 
æ—a3%a, y —=bz +08: 


en substituant az x, et bz + 8 pour xet y dans la 1°, on à 


3 (Aa +- Bb — 1) EL 4a + BB + C— 0. 

Si la droite et le plan n’avaient qu'un point de commun, on en 
trouverait ainsi les coordonnées, mais pour qu’elle soit entièrement 
située dans le plan, il faut satisfaire à cette équ. quel que soit z; 
d'où (n° 616), 


Aa Bb=1, Au + BB+C—=0; | 


ce sont les équ. de condition cherchées. 

Si la droite est simplement parallèle au plan, il faut qu’en les 
transportant parallèlement jasqu’à l’origine, la droite et le plan 
coïncident ; ainsi, ces équ. doivent être satisfaites en y supposant 
«, Bet Cnuls; d’où 


AG + Bb —1— 0. 


668. E‘vprimer qu’une droite est perpend. à un plan. Le plan pro- 
jetant la droite sur les æy est à la fois perpend. au plan donné et à 
celui des æy ; ces deux derniers se coupent donc suivant une per- 
pendiculaire au plan projetant (n° 272 et 273); c’est-à-dire que la 
trace du plan donné sur les æy est perpend. à toute droite dans le 
plan projetant, et par suite à la projection sur le plan æy de la 
droite donnée. Donc, lorsqu'une ligne est perpend. à un plan, les 
traces de ce plan et les projections de la ligne sont à angle droit. D'après 
cela, les équ. du plan et de la droite étant les mêmes qu’au numéro 
qui précède, celles des traces du plan sur les +2 et yz, sont 


= Ax+C, 3—=By+c, 
. 1 C 1 


C 
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Ja relation connue (n° 370, équ. #) donne 
A - a = 0, B + b == 0. 


Cette équ. détermine deux des constantes du plan ou de la droite 
qui lui est perpendiculaire. Les autres constantes devront être don- 
nées, ou assujetties à d’autres conditions. 

669. Lorsque l’on vent mener un plan perpend. à la droite 
donnée, l’équ. de ce plan est donc 


3 + ax + by = C. 
Les coordonnées du pied de la droite sur le plan y sont « et B; 
la sphère, dont le centre est en ce point, a pour équation (n° 654), 


(@— a) +(y—B+zr en. 
Ces deux dernières équ. appartiennent done à un cercle dont le 


plan est perpend. à la droite donnée; le rayon de ce cercle et sa 
situation absolue dépendent de r et de C. 


Soient M=— 0, N — 0, les équ. d’une courbe; pour qu'elle 
coupe notre cercle, 1l faut que ces quatre équ. puissent co-exister ; 
en éliminant +, y et z, on a une équ. de condition r — F(C), et 
remettant 


3 — ax + by pour C, et pp [(x — a) + (y — 8) + %°] pour r, 
on aura l’équ. de la surface engendrée par la révolution de la 
courbe donnée autour de l’axe quelconque. 

670. Si au contraire le plan est donné, et si l'on veut que la 
droite lui soit perpendiculaire, et passe par un point donné 
_(x’, y’, 7), on a pour les équ. de la droite, 


ga HA (G— #0, y—y +8 (s—7)=0. 


671. On en déduit la distance du point au plan ; car, mettons 
l’équ. du plan sous la forme 


524 (@—%)+ 8 (y—y)+E, 
en faisant L=C— 3 + 4x + By'; 


puis éliminons les covrdonnées x, y, 3 du pied de la perpend., il 
vient ' 


_— L % SA =" — AL ; AUS — BL 
7 14-4187? Pa EE 144 B"? J 1ET 12" 


! 
Z3-—— 23 
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Donc (n° 654) la distance d'entre les extrémités est 


L 
TAC PTE) 

672. Trouver la distance d’un point à une droite. Yes équ. de la 
droite étant toujours comme n° 667, le plan perpendiculaire, mené 
par le point donné (+’, y’, x’), a pour équation 

a(a—#)+b (y—y)+s— x = 0. 


Éliminant x, y et z à l’aide des équ. de la droite, on trouve pour 
les coordonnées du point de rencontre, 


d — 


aM bM M 

ds pl tes se RE en AUS PATES RE ue 
" RAR rh: db «EE Tr hé ” 1La+b” 
en faisant M= a (2 — «)b (y — B) +7. 
La distance P entre les points (x, y, =), (x, y’, x’), tout calcul fait, 
est donnée par 

M° 

1 a pb 

673. Trouver l’angle À que forment deux droites. Menons, par l'o- 
rigine, des parallèles à ces lignes ; l'angle de ces deux parallèles 


est ce qu'on appelle l'angle des droites, qu’elles se coupent ou non. 
Soient donc les équ. de ces parallèles 


Pr (a — à) ++ (y — 8) +2 — 


(sages ur emar, y = bz, CRE A AS ER ES 


il faut trouver 4 en fonction de a, b, a’ et b'. Cuncevons une sphère 
dont le centre serait à l’origine, et qui aurait l’unité pour rayon; 
on aura les coordonnées des points où elle coupe nos droites, en 
éliminant x, y et z entre leurs équ. respectives et celle de la sphère, 
qui est æ&° y + x = 1, On trouve (a? + b L 1) #2 — 1, d'où 
l'on tire z, puis x et y par les équ. (1) ; on accentue ensuite a et b 
pour avoir z, «et y’; 


1 b 

SG) 7e 7e) 
4 ieihéemn + externe: Pre de 
TVR VO GT) 
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La distance D de ces points est donnée par 


D = (x — 2) + (y — y} ete. = 2 — 2 (x2 Æ yy + 27), 


à cause de »°? + y? + 3% = 1, a Lg Lx —1,Ona, dansl'es- 
pace, un triangle isocèle dont les trois côtés sont 1, 1 et D ; l'angle 
A est opposé à ce dernier; l’équ. (D, n° 355) donne pour cet 
angle cos À =1 — 5 D = 7x + yy + zx, ou 


1 aa + bb 
ÿ/ (ab) /(14a7b?) 
1° Pour en déduire les angles X, Y, Z, qu'une droite fait avec 
les axes des x, y et z, il faut donner à la 2° ligne tour à tour la si- 
tuation de chacun de ces axes, puis mettre ici les valeurs de a’ et b’ 
FA SERRE Par ex., x — 0, y — 0, sont les équ. de l’axe des 
: pour que les équations (2) deviennent celles-ci, ik faut poser 
a — b — 0, Si l’on introduit ces valeurs dans notre formule, 
on aura 


cos À — 


1 
Van 


Faisons tourner la droite autour de l’origine pour l'appliquer sur 


cos Z — 


le plan des æz, sans sortir du plan projetant ; l'angle dont b’ est la 
tangente diminuera, et deviendra nul : ainsi il faut faire b = 0, 
pour avoir l’angle qu'une droite dans l'espace fait avec une autre 
située dans le plan des #2 ; ce qui réduit le numérateur à 1 L aa, 
et le second radical à p/(1 - «”?). Et si cette 2° droite se rapproche 
de l’axe des x, a’ croit, et devient infini lorsqu'elle coïncide avec 
cet axe. Alors 1 disparaît * dévant aa’ et «°°, ce qui réduit le numé- 


* Soit la fraction Aa 4e Bebe. que l’onpeutécrire ainsi LA pre 

Mam4- Nan... .? am(M+-Nan-m4...…) 

en supposant que a et » sont les NN exposants de x dans les deux termes. Il se 
présente {rois cas. 


10 Si m — a, les facteurs æe, xm se détruisent ; plus + décroîit, et plus la fraction ap- 
A | Pt ” s 
proche de s TÉNS Le est la limite répondant à æ = o. 


20 Sim DR ä, on a a PA 2 dont linfini est visiblement la limite ; 
am—a(M+Naxn-m..,,) 
la fraction croît donc sans bornes quand x diminue. 
3 Enfin, si m << a, la limite est zéro. Cette manière de prendre la limite est ce qu'on 
appelle faire x infiniment petit. 


Si les exposants a et #2 sont, au contraire, les plus élevés dans les ET termes, la fr ac 


o 
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rateur à aa’, et le second radical à p/ a? ou a’:; leur quotient étant 
a, on a pour l'angle X qu’une droite dans l’espace fait avec l'axe 
des x, 


x a 
COS À = 7 —— |. 
ANS de 
En faisant de même a = 0, b— © , on trouve cos FY, Donc, 
les cosinus des angles qu’une droite fait avec les axes, sont 


cos À : 

= ———————————_—_— 

VU+e+r) 
b 

V'A+e+p) 
1 

Ver) 

20 Ces valeurs sont aussi celles des sinus des angles que la droite 
fait avec les plans des yz, æz et y, puisque ces angles sont visible- 
ment les compléments de X, Yet Z. 

8° Ajoutons les carrés de ces cosinus ; il vient 


cos? X + cos YLcos Z = I. 


cos Y — 


cos Z — 


B 
xa (are 
axa—b 


tion se met sous la forme 


. Or plus æ croit, et plus les 
N 
© M+—— +., ) 


æm—1n 
N * $ . L4 4 a 
termes GMT Et AÇU approchent de zéro, qui répond à x infini; en sorte 
4 ee A œa—m(A + ....) 
ue si a — m, la limite est — ; si a > m, la fraction devient ——— >, qui 
q : M P AE th ste, AE { 


est infinie avec x ; enfin, si a € ", la limite est zéro. On appelle cette opération faire 
Xinfiniment! grand. 

Il est facile de voir que le raisonnement ne porte que sur le 1er terme du numéra- 
teur et du dénominateur, en sorte qu'on aurait pu d'abord réduire la fraction à 
Axa 
Mar 
par un raisonnement analogue. Concluons donc que, pour faire x infini dans une {onc- 
tion, il faut n'y conserver que les termes où celte lettre porte les exposants les plus 
* élevés ; au contraire, pour faire x infiniment petit, il faut supprimer tous les termes, 
exceplé ceux qui ont les moindres puissances de x. 


; il en serait de même de toute autre fonction algébrique, ce qu'on démontrerait 


3 
: æ 
se réduit à Me æ=,1. 


Vz° 


a + L/ (x + ba? + 6) 


C'est ainsi que, quand x — 
40e 4708 F4 m+ (x + n) 
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On peut donc mener dans l’espace une droite qui forme, avec les 
axes des x et des y, des angles donnés X et F ; mais Z est déterminé. 
C'est ce qui d’ailleurs est visible (voy. n° 677). 

4° Prenons une longueur quelconque MN (fig. 33), sur une 
droite, qui fait dans l’espace les angles X, F, Z avec les axes, et 
projelons-la sur les x et les y; les projections sont 

; BC— MN. cos X, et MN .cos?F. 
Mais mn ou MP, est la projection de MAN sur le plan xy, 
mn — MN, sin Z; et projetant de nouveau mn sur les x et les y, 
ces projections sont BC— mn . cos 9 et mn . sin 6, 0 étant l'angle que 
fait mn avec les x ; doncnosprojections sont BC — MN. sin Z. cosa, 
et MN . sin Z .sin6; égalant les valeurs des mèmes projections, 
il vient 
cos À = sin Z .cos 0, cos F —sinZ. sine. 

Au lieu de déterminer une direction dans l’espace, par les trois 
angles X, Y, Z qu’elle fait avec les axes, il suffit de donner l'angle 
qu’elle fait avec sa projection sur le plan zy (complément de l’angle 
Z), et l'angle 6 de cette projection avec l’axe de x; et réciproque- 


ment, 
En ajoutant les carrés de ces deux équ., on a 


cos’ À + cos F — sin? Z = 1 — cos’ Z, 


relation déjà trouvée (3°). 
5° Mettant les valeurs de cos X, X”, Y.... dans cos 4, p. 282, 


cos À —= cos X cos X’— cos F cos F’ + cos Z cos Z’; 


l'angle des deux droites est exprimé en fonction des angles que 
chacune d'elles fait avec les trois axes. 
6° Si les deux lignes sont perpendiculaires, cos 4 = 0, et l’on a, 
pour l'équation qui exprime cette condition, 
1 + aa + bb'= 0, 
ou cos X cos XÀ’ + cos F cos F’—Æ cos Z cos Z’= 0. 


674. Trouver l’angle 8 de deux plans. Leurs équ. étant 


3—Ax—- By, = A'x +By+4cC, 
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si de l’origine on abaisse des perpend. sur ces plans, l'angle de ces 
lignes sera égal à celui des plans. Soient donc & — az, y —bz 
les équ. d’une droite menée par l’origine ; pour qu’elle soit perpen- 
diculaire au 1° plan, il faut qu’on ait (n° 668), 4 + a = 0, 
B + b— 0. Les équ. des perpend. sont donc 


c+Adz=0, y+B:z=0.... 5+d5—=0, y+Bz—=0. 


Ainsi, le cosinus de l’angle de ces droites, et par conséquent celui 
des plans est 


COS Ÿ — M ad rt ant Me 
VOA VOA FF 


1° Si l'on fait prendre au 2e plan la situation de celui des z, 
y — 0 est son équ.; il faut donc faire 4 — C'—0, et BP —, 
pour avoir l’angle 7’ qu’un plan fait avec celui des +3. On a de même 
les angles U et F qu'il fait avec les yz et les y. Donc 


cos 7’ Ads 
{ Cu ET. © ONE RESS. A MESAERNS 
VA+4+r) 
A 
boss ve dasho hs ds. 
VOA +E) 
1 
cos V BE Ie LE Sn PR 2 HE AM 
V (+ 4+B) 
d’où cos? 7° cos UE cos F =], 
et cos 4 —= cos Z' cos 7” +- cos U cos VU” + cos F’cos 7, 


pour le cosinus de l’angle de deux plans en fonction de ceux qu'ils 
forment respectivement avec les plans coordonnés. 
2° Si les plans sont à angle droit 


1 44’ BB —0, 
ou cos T cos 7” cos U cos VU’ L cos F cos 77 —0. 


675. Trouver l’angle y d’une droite et d’un plan. Soient 
z—= Ax + By+C et x—az+ta, y—bz +8, 


leurs équ. L’angle cherché est celui que la droite fait avec sa pro- 
jection sur le plan (n° 272); si l’on abaisse d’un point de la droite 
une perpend, sur ce plan, l'angle Ge ces deux lignes sera donc 


( 
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complément de y. De l'origine, menons une droite qüelconque, 

z= d'z, y —=bz; pour qu'elle soit perpend. au plan, il faut 

(n° 668), qu'on ait à = — 4, b'— — B, L’angle qu'elle forme 

avec la ligne donnée à pour cosinus la valeur déterminée p. 281 ; 
1 — Aa — Bb 

VO eh) VIA FE) 

If sera aisé d'en conclure que les angles que la droite fait avec les 

plans coordonnés des #3, yz et æy, ont pour sinus respectifs 


b a 1 
Vite VÜtet Ven 


ce qui s'accorde avec ce qu’on a vu (n° 673, 2°), 


donc Sin y —= 


Transformation des coordonnées. 


676. Pour transporter l’origine au point (x, 8, +), sans changer 
la direction des axes, qu’on suppose d’ailleurs quelconque, par un 
raisonnement semblable à celui du n° 882, on verra qu'il faut faire 


va y=Yy +8, 3= 730. 


Les axes primitifs +, y, z sont parallèles aux nouveaux +’, y, z!, 
quels que soient les angles qu’ils forment entre eux ; on doit d'ail- 
leurs attribuer aux coordonnées x, 8, > de la nouvelle origine les 
signes qui dépendent de sa position (n° 652). Si elle est située sur le 
plan #y, >= 0 ; si elle est sur l'axe des z, «et 8 sont nuls, etc. 

677. Pour changer la direction des axes, en conservant la même 
origine, imaginons trois nouveaux àxes 4x’, 4y', Az'; les 1°" axes 
seront ici supposés rectangulaires, et les nouveaux axes de direction 
donnée arbitraire. Prenons un point quelconque, puis menons les 
coordonnées +’, y’, 3’ de ce point, et projetons-les sur l’axe des x ; 
l'abscisse x sera, comme n° 883, la somne de ces 8 projections. 
Désignons par (xx) l'angle +’ x formé par les axes des x et’, par 
(y° y) l'angle y Ay, etc., nous aurons 


æ = à Cos (4x) y’ cos (y'x) + z'° cos (xx) 
y = & cos (x'y) + y’ cos (yy) + z° cos (5y) $..:. (4) 
= 4 Cos (3) - y cos (yz) + 3 cos (7/2) 
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Ces deux dernières équ. se trouvent en projetant les »’, y’ et z’ sur 
l'axe des y, et ensuite sur celui des 3, 

Telles sont les relations qui servent à changer la direction des 
axes. Comme (4x), (x'y), (x'z) sont les angles que forme la droite 
Ax' avec les axes rectangulaires des #, y, z, on a (n° 673, 3°) 


cos? (2’x) 4 cos? (x’y) + cos? (x’3) — 1 
demême, cos? (yx) + cos? (y'y) + cos’ (y'z) = 1 }». . . (B) 
+ cos? (3/2) cos? (3'y) + cos’ (33) = 1 


Les angles que les nouveaux axes forment entre eux donnent 


(n° 673, 5°) 
cos (t'y) —9, cos(x3)—= T, cos (y3)}=UÙU, . . . (C) 


en faisant, pour abréger, 


S = cos(x'x) cos(y'x) Lcos(x’y) cos (y'y) +- cos(x’z) cos (y/2), 
T = cos(x’x) cos (z'x) L cos(zx'y)cos(z'y) + cos (x’z) cos (z/2), 
U = cos (y'x)cos(z'x) L-cos(y'y) cos (z'y) + cos (y'z) cos(z’2). 
Si les nouvelles coordonnées sont rectangulaires, on a 
De AT A Ch Où es M au. CT) 


Les équ. (4), (B), (C), (D), contiennent les neuf angles que font 
les axes z”, y’, z',avec les x, y, z. On voit que lorsqu'on veut choi- 
sir un nouveau système de coordonnées, ces neuf angles ne for- 
ment que six arbitraires, parce que les équ. (B) en déterminent 
trois; et même, quand ce système est aussi rectangulaire, les équ. 
(D), qui expriment cette condition, ne laissent plus que trois arbi- 
traires. L’axe des +’ fait avec les æ, y, 3, trois angles, dont deux 
sont quelconques, et le 3e s'ensuit : l'axe des y’ serait dans le même 
cas s'il ne devait pas être perpend. aux +”; mais cette condition ne 
laisse réellement qu'une arbitraire; ce qui fait 3 en tout, puisque 
ces données fixent la situation de l’axe des z, perpend. au plan +’. 

678. Au lieu de déterminer la position des nouveaux axes rec- 
tangles, par les angles qu'ils forment avec les premiers, on peut 
prendre les données suivantes. 

Un plan CAy'x (fig. 38) est incliné de 9 sur +4y qu’il coupe selon 
AC; cette trace AC fait avec 4x l'angle CA4x = ; dans le plan 
CAy', déterminé par 4 et 4, traçons les deux axes rectangles 47, 
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Ay' : le 1° faisant avec la trace 4C l'angle CAx = 9. Les nou- 
veaux axes sont ainsi fixés par les angles 4, d et v, qui donnent 
l'inclinaison du plan +'y sur le plan xy, la direction de la trace 4C 
et celle de 4x’ dans ce plan +'y ainsi déterminé ; l'axe y’, dans ce 
plan, fait l'angle +’ 4y" de 90° ; et l'axe z’ est perpend. à ce même 
plan. Pour transformer les axes, il reste à exprimer les angles 
(x'x), (yx)...., qui entrent dans les équ. 4, en fonction des 
données 4, d et o 

Les droites #5. Ax' et ÀC forment un trièdre dont on Sora GE 
deux angles plans © et 4, ainsi que l'angle dièdre compris 4. Ap- 
pliquons ici la formule (3, pag. 248) de la Trigonométrie sphé- 
rique ; faisons c — (xx), C=0, a = 4, b = 9. 


cos (4x) — cos L cos © - sin ÿ sin # cos 4 : 


Il est clair que pour l'angle x 4y', il suffit d'opérer de même sur le 
trièdre formé par 4C et les axes x et y’ : les angles plans sont (y’x), 
CAy = 90 + y, CAx — Ÿ; on trouve donc cos (yx). Prenons 
ensuite le trièdre +4Cy, dont les angles plans sont (zx'y), 
CAy = 90 + 4, et CAx = 9 : et pour (y' y), on prend le trièdre 
y'ACy, où CAy = 90 Lo, et CAy — 90° HE y ; donc 


cos (yx) —= — cos L sin ? —- sin 4 cos # cos 6, 
cos (x'y) —= — sin d cos ÿ - cos L sin # cos 6, 
cos (y'y) = sin Ÿ sin ? + cos # cos L cos 6. 


Considérons le trièdre z'4xC ; l'axe Az’ fait avec 4C un angle droit 
(n° 266), ainsi qu'avec le plan C4y'; l'angle des plans y et 34C 
est 90° L 6, en supposant le plan C4y' situé au-dessus de celui des 
xy. Faisons, dans l'équ. (3), p. 248, A 
c— (sr), M0 908 5-20) a = 00 DU, 
nous aurons cos (zx) — — sin sin 4, 
De même, le trièdre z_4Cy donne 
COs (3'y) — — cos L sin 6, 


en augmentant Y de 90°. Enfin, l'angle 24C étant aussi droit, et 
l'angle dièdre z4Cx' — 90° — 0, le trièdre z4Cx' donne 


cos (2'z) == sin o sin 4, 


d’où cos (y'z) — cos + sin 6; 
enfin, cos (33) —= cos 6, 
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On à ainsi les valeurs des neuf coefficients des équations (4). Les 
* équations de condition B et D sont satisfaites d’elles-mêmes par 
ces valeurs, ainsi qu’on peut s’en assurer. 


Des intersections planes. 


679. Lorsque l’intersection des deux surfaces est une courbe 
plane, il est plus commode, pour en connaitre les propriétés, de 
la rapporter à des coordonnées prises dans ce plan DOC (fig. 39), 
déterminé par angle 4, qu’il forme avec le plan y, et par l'angle 
que fait avec Oz l'intersection OC de ces plans; nous prendrons 
cette ligne OC pour axe des +’ : la perpend. O4, menée sur OC, 
dans le plan coupant DOC, sera l'axe des y’. 

Comme il s'agit d’avoir en +’, y', l'équ. de la courbe d’intersec- 
tion des surfaces, il est clair qu'après avoir fait la transformation 
(4) pour rapporter l’une de ces surfaces aux axes +’, y’, 3’, il suf- 
fira de faire ensuite 3° — 0, et l’on aura son intersection avec le 
plan +'Oy'. Il est préférable, dans un cas aussi simple, de faire 
z = 0 dans les équ. (4), et de chercher directement les cosinus de 
(2'x), (yx). ... Dans le trièdre 4OCB, on connait les angles plans 
a = %, b — 90°, et l'angle dièdre compris € — 4 : donc, l'équ. 
(3, p. 248) devient 


cos (y'x) — sin L cos 4, cos (y'y) — — cos L cos 4. 
De plus, 
(zx) = %, «(x y) —=90 — y, (xs) — 90°. 
Enfio, le plan +’Oy', qu’on suppose élevé au-dessus de celui des 


æy, fait avec l’axe Oz l'angle (y'z) — 90° — 4. Ainsi, les équations 
(4) donnent 


z 
y 
F: 


æ cos d + y’ sin d cos 6 
s' sin d — y cos Y cos 4 }. .. . . (E) 
y sin 0 


UN 


On serait aussi parvenu à ces résultats, en se servant des équ. 
du n° 678. 

680. Appliquons ces équ. au cône oblique dont la base est un 
cercle. Le plan z4x (fig. 36) perpend. au plan coupant 4B, et mené 


par l’axe $C, sera celui des xz; la section 4B de ces deux plans, ou 
MATHÉM, PURES, T, LI. 19 
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l’axe de la courbe, coupe celle-ci au sommet À, qui sera pris pour 
origine des coordonnées : le plan &4y, parallèle à la base cireu- 
laire du cône, sera celui des xy ; il coupe le cône selon un cercle 
AE, de rayon r, qu'on peut regarder comme Ja directrice même 
(n° 661); ainsi, notre cône, dont le sommet a pour coordonnées 
a, 0, c, dont l'axe est dans le plan #z, ct la base, sur le plan xy, a 
pour équ. ©? {&? y?) LL 2c(r — a) xz....—0, comme p. 275; le 
plan coupant 4B étant perpend. aux #3, coupe le plan xy selon 
l'axe Ay, et il faut poser & — 90° dans les équ. (Æ) ; d’où 


La M COM LOU 2 MN 00 NID LES let le rt 
y"? [c? cos? 8 L 26 (r — a) sin 0 cos 9 H- (a? — 2ar sin° 0] 
+ ©°x° Æ Qory (a sin 0 — c cos 8) = 0. . . . (2) 


Telle est l'équ. de la courbe, qui peut d’ailleurs représenter toutes 
les sections du cône oblique (excepté les parallèles à la base), en 
faisant varier a, ce, r et; les z sont comptées sur Æ4y, les y’ sur 
AB. Ilest aisé de discuter cette équ. (n° 450), et de reconnaitre que 
les courbes sont de même espèce que pour le cône droit. 

Si l'on veut que la section soit un cercle, les coefficients de +”? et 


\ 


y? seront égaux (n° 446) ; d’où 
(ce? EL Dar — a) tang? 4 — 2c (r — a) tang 6. 


tang 8 — 0 reproduit la base ZEÆ du cône. Quant à l'autre valeur 
de tang 9, pour l’interpréter, nous avons 


SD c c — à tang 
tang SAD — —__ — | SAB = ————, 
fe AD 5 SEE 2 a —- € tang 6 


En mettant pour tang 9 notre 2 racine, il vient, toute réduction 
faite, 


Te lard Le LD 
ô Ce Dar &LQcor—a®  2r—a DE 
ou tang SAB = — tang SED — tang SE 4. 


La section est donc encore un cercle, quand les angles S4B!, SEA, 
formés avec les génératrices opposées, sont égaux. Le plan coupant 
YAB étant comparé au cercle 4£ de la base, c’est ce qu’on appelle 
des sections sous-contraires. 
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Pour obtenir les sections planes du cône droit, il suffit de poser 
a = r dans l'équation (2), 


y"? (ce? cos” 9 — 72 sin? 0) —E c?2°? —E 2ory (r sin 9 — c cos 6) = 0; 


cette équ. revient à celle du n° 400. Du reste, on ne peut plus 
rendre égaux, de deux manières, les facteurs de x”? et y?; et, en 
effet, les sections sous-contraires coïncident alors. 

681. Le cylindre oblique, dont la base est un cercle situé comme 
pour le cône ci-dessus, et dont l'axe est dans le plan xs, a pour équ. 


(p. 275) 
y + (x — az) = 2r (x — as). 


En y introduisant les valeurs (1), le plan coupant étant perpend. 
aux #z,0n a 


y"® (cos’ 4 a? sin? 4 — 2a sin 0 cos 4) +»? = Yry' (cos 4 — a sin 8). 
La section est une ellipse qui se réduit au cercle quand sin 4 —0, 
(a — 1)tangô— 24, ou tang 4 = — tang 2x; 


(équ. Z, 359), & étant l'angle que l’axe du cylindre fait avec les 3 : 
donc 4 est le supplément de 2x. 


Surfaces du second ordre. 


682. L'équation générale du 2e degré est 


ax? + by? es + 2dry+ Dexz 4 9fyz gr 4 hy riz... () 


Pour discuter cette équ., c'est-à-dire déterminer la nature et la 
position des surfaces qu’elle représente, simplifions-la par une 
transformation de coordonnées qui chasse les termes en y, #3 et 
yz; les axes, de rectangulaires qu'ils sont, seront rendus obliques, 
en substituant les valeurs (4), p. 286; et les neuf angles qui y 
entrent étant assujettis aux conditions (2), il y a six arbitraires dont 
on peut disposer d’une infinité de manières. Égalons à zéro les 
coefficients des termes en +’y/, «’z' et yz. Mais si l'on veut que la 
direction des nouyeaux axes soit aussi rectangulaire, comme cette 


condition est exprimée par les trois relations (D), les six arbitraires 
19" 
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sont réduites à trois, que nos trois coefficients, égalés à zéro, suf- 
fisent pour faire connaitre, et le problème devient déterminé. 
Ce calcul sera rendu plus facile par le procédé suivant. Soient 
x = az, y —Bz les équ. de l’axe des +’; en faisant, pour abréger, 
1 


HE yGi+e+r 


cos (2°2) = la, cos(x'y)—lB, cos (x'z) —1. 


, on trouve (voy. p. 283) 


En raisonnant de même pour les équ. x = «'z, y = B 
des y’, et enfin, pour l’axe des z', on a 


COS (9%) tas" cos (y y) == BNC (V5) =, 
cos (zx) = l'«", cos (y) —1'B", cos (z'z) =". 
Les équ. (4) de la transformation deviennent 
lux’ —- l'y —- Pate 
lBx’ ie l'E'y! + l'B'z, 
RU Lx’ un l'y — Je 
Les neuf angles du problème sont remplacés par les six inconnues 


a, a, x”, B, B', B”, attendu que les équ. (B) se trouvent satisfaites 
d’elles-mêmes. ; 


Il | 


| 


Substituons donc ces valeurs de x, y, z dans l’équ. générale du 
2° degré, et égalons à zéro les coeflicients de +’y’, x'z' et y'z' : 


(ax ÆdB+e)æ (da LbB Lf)8 Leu +fB Lo—=0.…. xy, 
(ax dB+e)x" (da + bp + f)8" eu  fB c—0... TZ, 
(ax”+-dB'+e)x (da bB'L fs + ex Lfe"Lo—=0.... yz. 


L'une de ces équ. peut s’obtenir seule, et sans faire lasubstitution en 
entier; de plus, d’après lasymétrie du calcul, il suffit de trouver une 
de ces équ. pour en déduire les deux autres. Éliminons # et LP 
entre la 1'e et les équ. x — «3, y — B'z de l'axe des y; il viendra 
cette équ., qui est celle d’un plan. 


(au dB 0)» (dub + f)y + (ea fBo) 3 Ou (2 
Or, la 1° équ. est la condition qui chasse le terme +y : en tant 
qu'on n'a égard qu’à elle, on peut prendre &, B, «’, B' à volonté, 
pourvu qu'elle soit satisfaite : il suffira donc que l'axe des y’ soit 
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tracé dans Le plan dont nous venons de donner l’équ., pour que la 
transformée n'ait pas de terme en +. 

De même, en éliminant #” et B” de la 2° équ., à l’aide des équ. 
de l'axe des z°, x — a”z, y — £"z, on aura un plan tel, que si l’on 
prend pour axe des z’ toute droite qu’on y tracerait, la transformée 
sera privée du terme en +’3’. Mais, d'après la forme des deux 1"°* 
équ., il est clair que ce second plan est le même que le premier : 
donc, si l’on y trace les axes des y” et =" à volonté, ce plan sera 
celui des y’ et 7’, et la transformée n'aura pas de termes en +’y' et 
z'z'. La direction de ces axes, dans ce plan, étant quelconque, on a 
une infinité de systèmes qui atteignent ce but; l'équ. (2) sera, 
comme on voit, celle d’un plan parallèle à celui qui coupe par 
moitié toutes les parallèles aux x, et qu'on nomme Plan diamétral. 
Si, en outre, on veut que le terme en y'z disparaisse, la 3° équ. 
devra faire connaître « et £’; et l’on voit qu'il y a une infinité 
d'axes obliques qui remplissent les trois conditions imposées. 

683. Mais admettons que les x’, y’ et z’ soient rectangulaires ; 
l'axe des +’ devra être perpend. au plan des y’ z dont nous avons 
trouvé l’équ.; et pour que x — «3, y — Bz soient les équ. d’une 
perpend. à ce plan (2), il faut que (n° 668) 


ax L dd+<e— (ex + fB + c)a. . . . (3) 
du + bB+<f—= (ex + fB+c)8. . . . (4 


Substituant dans (3) la valeur de x tirée de (4), on trouve 


[a —b) fe+(f—<) d]£*, 
— (a — b) (ce — b) e + (2° — f? — e°) e + (2c — a — b) fd] P’, 
LE U(e— a) (e— 5) de (2e — f° — de) 4 (20 — à — c) fé] B , 
+ (a— 0) (+ (de 0. 


Cette équ. du 3° degré donne pour B au moins une racine réelle; 
l’équ.(4) en donne ensuite une pour « ; ainsi l’axe des x’ est déter- 
miné de manière à être perpend. au plan y’z’, et à priver l’équ. des 
termes en +’z' et x’y’. Il reste à tracer dans ce plan y'z’, les axes à 
angle droit, et tels que le terme y’z" disparaisse ; mais il est évident 
qu’on trouvera de même un plan des z’z’, tel que l’axe des y’ lui 
soit perpend., et que les termes +’y’, z'y’ soient chassés. Or, il ar- 
rive que les conditions qui expriment que l’axe des y’ est perpend. 
à ce plan, sont encore les équ. (3) et (4), en sorte que la même 
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équ. du 3° degré doit encore donner f’. Il en est de même pour 
l'axe des z’. Donc les trois racines de l’équ. en B sont réelles, et 
sont les valeurs de B, £', et PB”; par suite «, «’ et 4” sont données 
. par l’équ. (4). 

Il n'y a donc qu’un système d’axes rectangulaires qui délivre l’équ. 
des termes en x’y', x'2', Y'2, et il en existe un dans tous les cas ; 
notre calcul enseigne à trouver ces axes. 

Ce système prend le nom d’Axes principaux de la surfuce. 

684. Analysons les cas que peut offrir l’équ. du 3° degré en £. 


1°Silona (a—b) fe(f" — €) d —0, 


l'équ. est privée du 1° terme : on sait qu’alors une des racines de 
B est infinie, aussi bien que x, qui, d’après l’équ. (4), se réduit à 
ea fB — 0; les angles correspondants sont droits : l’un des 
axes, celui des z’, par ex., se trouve dans le plan xy, et l’on ob- 
tient son équ. en éliminant «et B à l'aide de à = «az, y = Bz; 
cette équ. est ex +- fy — 0. Les directions des y’ et x’ sont données 
par notre équ. en B, réduite au 2° degré. 

90 Si, outre ce 1° cocfficient, le 2° est aussi — 0, tirant b de 
l’équ. ci-dessus, pour substituer dans le facteur de £*, il se réduit 
äu dernier terme de l’équ. en 8 : 


(a — 0) fa + (f — d)e = 0. 


Ces deux équ. expriment la condition dont il s’agit. Or, le coefñ- 
cient de B se déduit de celui de £?, en changeant ben c, etdene, 
et il en est de même pour le 1° et le dernier terme de l’équ. en B : 
donc l’équ. du 8° degré est satisfaite d'elle-même. Il existe alors une 
infinité de systèmes d’axes rectangulaires, qui chassent les termes 
en «y, x'3 et y'z. Éliminant « et b des équ. (3) et (4), à l’aide des 
deux équ. de condition ci-dessus, on trouve qu’elles sont le pro- 
duit de fx — d, et eB — d par le facteur commun eda + fdB +- fe. 
Ces facteurs sont donc nuls ; et éliminant « et 6, on trouve 


fo = ds, ey= dz, edx + fdy + fes — 0. 


Les deux 1"* sont les équ. de l'un des axes; la 8e, celle d’un plan 
qui lui est perp., et dans lequel sont tracés les deux autres axes sous 
des directions arbitraires. Ce plan coupera la surface selon une 
courbe où tous les axes à angle droit sont principaux, qui est par 
conséquent un cercle, seule des courbes du 2° degré qui jouisse de 
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cette propriété. La surface est alors de révolution autour de l'axe 
dont nous venons de donner les équ.; c’est ce qu’on reconnait 
bientôt en transportant l’origine au centre du cercle (voy. Annales 
de Math.,t. IP. 

685. L’équ., une fois degagée des trois rectangles, est telle que 


ka — my na + gx Lqytg'z=h . . (5) 

Chassons les termes de première dimension, en transportant 

l'origine (u° 676) : ilest clair que ce calcul sera possible, excepté 

si l’'équ. manque de l’un des carrés +°, y’, 3° : nous examinerons 
ces Cas à part; il s’agit d’abord de discuter l'équ. 


my Enr —=h . . ,.. (6) 


Toute droite passant par l’origine, coupe la surface en deux points, 
à égales distances des deux parts, puisque l'équ. reste la même 
après avoir changé les signes de x, y et z : l’origine étant au milieu 
de toutes les cordes menées par ce point, est un Centre; la surface 
jouit donc de la propriété d’avoir un centre, toutes les fois que la 
transformée ne manque d’aucun des carrés des variables. 

Nous prendrons toujours x positif : il reste à examiner les cas où 
k etm sont positifs, ou négatifs, ou de signes différents. 

686. Si, dans l’équ. (6), 4, m et n sont positifs, il faut que 4 le 
soit aussi, sans quoi l’équ. serait absurde et ne représenterait rien ; et 
si À est nul,ona x = 0, y —0 et z — 0 à la fois (n° 112), et la 
surface n’est qu’un seul pointé. 

Mais quand k est positif, en faisant séparément x, y ou 3 nul, on 
trouve des équ. à l’ellipse, courbes qui résultent de la section de 
notre surface par les trois plans coordonnés. Tout plan parallèle à 
ceux-ci donne aussi des ellipses, et il serait aisé de voir qu'il en est 
de même de toutes les sections planes (n° 679) : c’est pour cela que 
ce corps a le nom d’'Ællipsoide. Les longueurs 4, B, C des trois axes 
principaux s'obtiennent en cherchant les sections de la surface par 
les axes des x, y et z, savoir, kC?=h, mB°=h, n4°=h; éli- 


minant #, met n de l’'équ. (6), 


» 


EH += De L A?B?=? —- AC —- B?2C?r? — APR: 


telle est l’équ. de l’ellipsoïde rapporté à son centre et à ses trois axes 
principaux. On peut concevoir cette surface engendrée par une 
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ellipse tracée dans le plan xy, mobile parallèlement à elle-même, 
pendant que ses deux axes varient, cette courbe glissant le long 
d’une autre ellipse tracée dans le plan #3. Si deux des quantités 
A, B, C sontégales, on a un ellipsoïde de révolution; si 4=B—€, 
on a une sphère. 

687. Supposons £ négatif, m» et h positifs, ou 


RE — MY — NI = — h. 


En posant x ou y nul, on reconnaît que les sections par les plans de 
yz et xz sont des hyperboles, dont l'axe des z est le 2° axe : les 
plans menés par l’axe des z donnent cette même courbe ; on dit que 
la surface est un hyperboloïde. Les sections parallèles au plan de xy 
sont toujours des ellipses réelles, où 4, B, C/ — 1 désignant les 
longueurs comprises sur les axes, à partir de l’origine ; l’équ. est la 
même que ci-dessus , au signe près du 1° terme, qui devient ici 
négatif. 
688. Enfin, quand # et h sont négatifs, 


— he + my ne = — h, 


tous les plans qui sont menés par l’axe des z coupent la surface 
selon des hyperboles, dont l’axe des z est le premier axe; le plan 
æy ne rencontre pas la surface, et ses parallèles, au delà de deux 
limites opposées, donnent des ellipses. On a un hyperboloïde à deux 
nappes autour de l’axe des z. L’équ. en 4, B, C est encore la même 
que ci-dessus, excepté que le terme en z° est seul positif. 

689. Lorsque k — 0, on a, dans ces deux cas, kz° — my° - nx’, 
équ. d’un cône, qui est à nos hyperboloïdes ce que les asymptotes 
étaient à l'hyperbole (voy. p. 275). 

Il resterait à traiter le cas de k et m négatifs ; mais il se réduit à 
une simple inversion dans les axes, pour le ramener aux deux pré- 
cédents. L’hyperboloïde est à une ou deux nappes autour de l’axe 
des x, selon que À est négatif ou positif. 

690. Quand l’équ. (5) est privée de l’un des carrés, de +° par 
ex., en transportant l’origine, on peut dégager cette équ. du terme 
constant, et des 1" puissances de y et z, savoir, 


hs — my = hr. 


Les sections par les plans des +3 et xy sont des paraboles tournées 
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dans un sens, ou dans le sens opposé, selon les signes de #, m et h ; 
les plans parallèles à ceux-ci donnent aussi des paraboles. Les plans 
parallèles aux yx donnent des ellipses, ou des hyperboles, selon le 
signe de ». La surface est un paraboloïde elliptique dans un cas, 
hyperbolique dans l’autre ; À — m lorsque le paraboloïde est de ré- 
volution. 

691. Quand k — 0, l’équ. a la forme «x + b’y° — 0, selon les 
signes de # et m. Dans un cas, on a 3 — 0 et y — 0, quel que soit 
x ; la surface se réduit à l'axe des x : dans l’autre, 


(az by) . (az — by) = 0 


indique qu’on peut rendre à volonté chaque facteur nul : ainsi, l’on 
a le système de deux plans qui se croisent selon l’axe des x. 

692. Lorsque l’équ. (5) est privée de deux carrés, par ex., de x? 
et y”, en transportant l'origine parallèlement aux z, on réduira 
l’équ. à 


ke Æpy+or—h 


Les sections par les plans menés selon l’axe des z sont des paraboles, 
Le plan xy et ses parallèles donnent des droites qui sont parallèles 
entre elles. La surface est donc un cylindre à base parabolique 
(n° 660). 

Si les trois carrés manquaient dans l’équ. (5), elle serait celle 
d'un plan. 

693. Il est bien aisé de reconnaitre le cas où la proposée (1) est 
décomposable en deux facteurs rationnels ; ceux où elle est formée 
de carrés positifs, qui se résolvent en deux équ., représentant la 
section de deux plans ; enfin ceux où, étant formée de trois parties 
essentiellement positives, elle est absurde. Tout ceci est analogue à 
ce qu'on a dit n° 453 et 459, 
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LIVRE SEPTIÈME. 


CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL. 


CHAPITRE I°,. 


RÈGLES GÉNÉRALES DE LA DIFFÉRENTIATION, 


Définitions , Théorème de Taylor. 


694. Plus une branche de connaissances embrasse d'objets et 
recoit d'applications diverses, et plus il est difficile d'en donner 
une définition exacte qui permette d’en concevoir toute l’étendue, 
. et comprenne tous les sujets que l'on peut y rattacher, Cette partie 
de la haute analyse, qu'on nomme Calcul différentiel, s'applique à 
des questions si variées, que nous n'en pouvons exposer la nature 
sans faire d’abord quelques observations préliminaires. 

Étant donnée une équ. y —f (x) entre deux variables # et y, 
qu’on peut regarder comme représentée par une courbe plane 
BMM (fig. 40) rapportée à deux axes coordonnés rectangulaires 
A%, Ay, on comprend que si l’on attribue à l’abscisse + une suite 
de valeurs quelconques, d'où l’on tirera celles des ordonnées corres- 
pondantes y, on aura une série de points #, M' de la courbe; mais 
que ces points seront séparés les uns des autres par un certain in- 
tervalle, quelque voisines qu’on suppose les valeurs dé x. Ainsi, 
dans cet état l'équation y = fx n’exprime pas qu'il y ait continuité 
entre les points. Cette remarque peut être faite pour toute équ. 
entre 8, 4... variables. Voyons si l'analyse ne peut pas fournir 
quelque artifice propre à manifester la continuité dans les fonc- 
tions. | 

Prenons pour exemple l'équation y = ax° L bx? + 0. Si, après 
avoir considéré le point #, qui a pour coordonnées x et y, nous 
voulons prendre un autre point Æ' pour le comparer au 1%, 
en nommant æ —- Let y +- k ses coordonnées 4P", P'M', on aura 
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y+k— a(x +h)ÿ+b(x+h)} + c, et développant, 
y k — (ar + ba? H ©) + (Gaz? Æ 2bx)h + (Bar + b)h° La, 
Or, le coefficient de la 1° puissance de h, savoir 3ax° + 2br, est dé- 
duit de la fonction proposée, en porte l'empreinte, et ne convient 
qu'à elle ; de plus ce coefficient est indépendant de k, qui est la 
distance PP” des extrémités des deux abscisses , et qui, par suite, 
mesure l'intervalle des deux points de la courbe : donc ce coeffi- 
cient est composé de manière à exprimer qu’on considère deux 
points de la courbe aussi rapprochés qu'on veut, et par conséquent 
que la fonction est continue. Les coefficients de 2°, A participent à 
cette propriété. De là on tire que toutes les fois qu’une question 
proposée, de quelque nature qu’elle soit, reposera sur la notion de 
continuité, les coefficients des puissances de k dans le développe- 
ment de cette fonction, où x est remplacé par æ + h, convenable- 
ment combinés et analysés, pourront résoudre le problème. 
Raisonnons de même sur le cas général y = f (x) : le signe f 
représente ici une fonction quelconque de x. Si l’on remplace x par 
æ + h, ety par y +4, on aura léqu. y + k = f(x + h) :il s'agit 
maintenant de développer f (5h) de manière à mettre en évi- 
dence les termes affectés des différentes puissances de k. Ce calcul 
sera soumis à la nature de la fonction f, et nous verrons bientôt 
comment on peut l’effectuer pour chaque forme de f : contentons- 
nous de faire remarquer ici que si l’on prend k — 0, ce qui sup- 
pose k — 0, et fait coïncider le 2° point avec le 1%, tous les termes 
où hest facteur devront disparaître dans le développement dont il 
s’agit de f (zh), en sorte qu'il ne restera que le seul 1° terme, qui 
par conséquent doit être f (x), ou y. On voit aussi que k ne peut être 
affecté d'aucun exposant négatif, car s’il existait dans f(x + h) un 


M 
terme tel que Âh—", lequel équivaut À Tr en faisant À nul, 


terme devenant FR on ne retrouverait plus f(x). Il suit de là 

que f(x —- h) doit se développer de cette manière f(x + h) = fx une 

suite de termes dont h est faste à différentes puissances postéevese 
695. Mais on peut voir qu'en général 


FC + h) = f(@) 4 g'h ah de moanett (1) 


savoir, outre le terme fx, dont on vient de prouver l'existence, 
1° un terme yh contenant la 1° puissance de k multipliée par une 
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fonction de + seul, que nous désignons par y’, et 2 un ensemble 
d’autres termes où k entre à des puissances supérieures à la 1°, et 
que nous désignons par «h ; « étant fonction de x et de k, et admet- 
tant encore le facteur À à quelque puissance positive. 

Pour prouver cette proposition, qui sert de base à tout le calcul 
différentiel, menons une tangente 74 au point AZ (x,y) de la 
courbe BMM' dont l’éq. est y — fx. On sait que cette droite s’obtient 
en menant par ce point # une ligne quelconque SMM', appelée 
sécante, et la faisant tourner autour du point A] jusqu’à ce que les 
points # et M’ de section coïncident ensemble. Faisons par analyse 
cette opération géométrique. En changeant x en #4 h, etyeny+#, 
pour considérer un second point M’ de la courbe, nous aurons 
y—+k= fx L h) pour l'ordonnée P'M' ; on a 


MO=Rh, PM—=f(x+h), MO—=E, 
ou k= PM — PM = f(x +h) — f(x); 


d’où le triangle rectangle HM'O donne 


AP HO 0 Labo Ar Se 


me 
mg 


MO h 


Pour en déduire la direction de la tangente cherchée TY, il faut, 
dans cette expression, faire k nul, afin d'exprimer que A’ se rap- 
proche de # jusqu’à coïncidence. La valeur de tang 4MOQ est donc 
ce que devient le dernier membre ci-dessus, lorsqu'on y pose À —0, 
Et puisque la direction cherchée de la tangente dépend du point 
M, il est clair qu’on doit trouver une fonction de x pour résultat ; 
nommons-la y. 

De là résulte que la valeur de ce dernier membre doit être formée 
de deux parties : 1° du terme y’, qui est indépendant de k ; 2° d’au- 
tres termes dont k est facteur à diverses puissances positives, et qui 
disparaissent lorsqu'on pose » — 0. Désignons ces termes ensem- 
ble par «, qui est une fonction de x et de h, et nous aurons 


2 + h) — f(x ; 
Re te FE) 51103 0h NES) 
équation qui revient à celle ci-dessus (1), en chassant le dénomi- 


nateur À et transposant / (x). Pour que ce raisonnement ne fût pas 
exact, il faudrait que le point(x,y) que nous avonspris sur la courbe 
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n’eût aucune tangente, ce qui ne saurait arriver que dans certains 
cas spéciaux, où en effet le calcul différentiel présente des résultats 
obseurs : mais tant qu’on se tient dans des généralités qui laissent 
æ quelconque, or est assuré que l'équation (1) est toujours vraie. 

696. Quelle que soit la forme de la fonction /, on est donc certain 
que l'expression f(x — h) est susceptible, par des calculs convena- 
bles, d’être développée en plusieurs termes, dont le 1% est la fonc- 
tion proposée f (x); le 2° un terme y'h qui ne renferme k qu'à la 
1"° puissance et est facteur d'une fonction de x; enfin d’autres ter- 
mes compris dans la forme &h, qui tous contiennent le facteur k à 
quelque puissance plus élevée que un, c’est-à-dire k = 0 don- 
nant a = (0. 

Le second terme y'h a pour coefhicient y’ une fonction de x, qui 
est essentiellement résultante de la proposée y, ou fx; et de plus, 
comme elle est indépendante de k, elle est propre à exprimer que 
la fonction f est continue, puisqu'elle provient de ce qu'on consi- 
dère à la fois deux points d’une courbe aussi voisins qu’on veut. 
Ce facteur y’ de la 1*° puissance de k est ce qu’on appelle la dérivée 
ou le coefficient différentiel de la fonction y : on l’exprime aussi par 
f(x) (coy. p. 68). 

La fonction « est elle-même susceptible, comme on va bientôt le 
dire, de se développer en plusieurs termes, procédant selon les 
puissances de h, et dont chaque coefficient peut, aussi bien que y’, 
exprimer Ja continuité dans y : mais comme on verra que ces 
coefficients dépendent de y’, cette remarque n'affaiblit en rien notre 
conséquence; seulement, selon les problèmes, on peut être conduit 
à préférer tel on tel de ces coeflicients pour cet objet, 

697. On voit, dans l'équation (2), que plus k décroit, et plus & 
devient petit, jusqu’à être nul quand À devient zéro : on en tire 
cette conséquence, qui donne même souvent un excellent procédé 
de calcul pour déduire la fonction f” (x) de f(x), que la dérivée y’ 
d’une fonction y est ce que devient le 1% membre de l'équation (2) 
lorsqu'on rend À nul; c’est-à-dire que la dérivée y’, ou le coefficient 
différentiel d’une fonction y, est la limite du rapport de l’accroisse- 
ment de celle fonction y à celui de la variable x; en effet, le numé- 
rateur f(x +- h) — f(x) est l'excès de la fonction variée sur la 
fonction primitive, et le dénominateur est l'accroissement k attri- 
bué à æ (voy. ce qu'on a dit n° 113 sur les limites). 

698, L'origine du mot différentiel est utile à connaître, Puisque, 
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dans l'équation (2), le terme « est aussi petit qu'on vent avec k, 
tandis que y’, qui est indépendant de À, reste constant, il est clair 
que plus À sera petit, plus le 2° membre approchera de se réduire 
à y; ainsi la différence f(x + h) — f(x) se réduit à y'h, pour des 
valeurs de À très-petites ; et comme y est la différence entre Ja 
fonction variée et la fonction primitive, on a appelé y'k une petite 
différence, ou une différentielle. Et même Leibnitz, inventeur de ce 
calcul, ayant désigné par le signe d un accroissement infiniment 
petit attribué à une variable, dy et dx ont été des symboles destinés 
à remplacer les lettres k et L ci-dessus, et l’on a eu y'dx (au lieu de 
y'h) pour la différentielle de y, savoir dy — y'dx. Cette notation 
est reçue dans le genre de calcul dont nous exposons les principes. 
La dérivée ou le coefficient différentiel de la fonction y — f(x), est y’, 
ou f(x), ow ve c’est le coefficient du 2e terme, ow de la 1°° puissance 
de h dans le développement de la fonction variée f(x X h); ou la 
limite du rapport de l'accroissement de la fonction f (x) à celui de la 
variable x ; ou enfin Le coefficient de la différence infiniment petite 
dy — y'dx, qu'on trouve lorsque x crott de dx. 

En attachant au mot dérivée l’acception précédente, nous pou- 
vons définir le calcul différentiel , une branche de haute analyse, 
dans laquelle on recherche les dérivées de toutes les fonctions propo- 
sées, on assigne leurs propriétés particulières, et l’on applique ces 
dérivées aux problèmes dans lesquels la continuité des fonctions est 
une des conditions essentielles. 

Regardons l'expression y comme connue, lorsque fx est donné ; 
puisque y’ est une fonction de x, elle est susceptible de varier, et 
d’avoir à son tour une dérivée, que nous désignerons par y”; de 
même, la dérivée de y” sera y”, celle de y” sera y"... . On con- 
çcoit donc ce qu’on entend par les dérivées de premier, de second, de 
troisième ordre... . 

699. Nous ne savons pas encore comment x et À entrent dans 
« (équ. 2); voyons à développer cette fonction. Représentons 
y — & par P; cette équ. deviendra 


f@<+h=fc + Ph=y<4LPh . . . . (3) 
Posons vLh—:, d'oùh—3:—x, fs —y+} P(s — »). 


Or P, qui était fonction de x et de h, l’est actuellement de # et 
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3; ces variables sont indépendantes, puisque leur diff. » est arbi- 
traire. On peut donc regarder z comme un nombre constant 
donné, et faire varier x seul (avec yet P qui contiennent x). Chan- 
geons donc x en æ - : dans la dernière équ. 1° fz ne changera 
pas ; 2° y deviendra y  y'i + Bi; 3° P(z — x) se changera en 
(P + P'i + oi) (z — x — à). Ne conservons dans toute l’équ. que 
les coefficients des termes où 2? est au 1° degré, savoir, 


—=yi— Pit Pi(s—-x)+...., 
d'où PÉY EP {RNA EN 0, ee 0) 


Traitons cette équ. comme la précédente. Le changement de x en 
æ Li donne P°= y" — P'+ P'(z — x). ..., d'où 


2P' = y" EP" (sx); 0, ,. 99 (5) 
de même, SP"= y" E Ps — x)... 
4P"= y" 4 PY(z — x)... 


Éliminons P, P', P,.... des équ. (3), (4), (5).... puis rétablis- 
sons k au lieu de 5 — x, et nous aurons 


de MEN ss lneert a ep ollés Sas Bén pi 
fe )= y ge RER Es (4) 


c’est la formule appelée Théorème de Taylor, du nom du célèbre 
géomètre qui l’a découverte. 

Par le théorème (1), toute fonction fx était décomposée en 
y + yh + «h, la 8° partie «h renfermant tous les termes où ka 
une puissance supérieure à la première : maintenant nous connais- 
sons la composition de ces derniers termes. 

Tout cela est conforme à ce qu’on a expose n° 527; mais ici fr, 
qui désignait alors un polynôme rationnel et entier, représente une 
fonction quelconque de x. 

Il est donc démontré que lorsqu'on attribue à # un accroissement 
h dans une fonction quelconque fx, la série (4), développement 
de f(x h), n’a que des puissances entières et positives de h, du moins 
quand x conserve une valeur indéterminée (n° 695). Cette série (4) 
sert à trouver ce développement, toutes les fois qu’on sait tirer de 
fx les dérivées successives f’x, f’'x...., ou y’, y”... 

Par ex., soit y = 2”, on en tire y — mx”, puisque tel est le 
cocflicient de k' dans le développement de (x -L h)". De même, 
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y = mm — 1)2"—, y" = m(m — 1) (m —2)x"—$, etc. Donc en 
substituant dans l’équ. (4), f(x + h) devient (x  k”), et l’on re- 
trouve la série de Newton (p. 11). Il suffit donc de savoir que le 
2° terme de (x + hk)" est mx” h, pour en avoir le développement 
total, quel que soit l’exposant ». 

Nous avons appris, page 213 et suiv., à développer diverses 
fonctions en séries : comme la recherche de ces expressions est 
une application simple des principes du calcul des dérivations, 
nous les tirerons de la formule de Taylor, en suivant les règles de 
ce calcul : nous ne ferons donc aucun usage de ces séries avant de 
les avoir démontrées de nouveau. 


Règles de la différentiation des Fonctions algébriques. 


700. La manière dont la dérivée y’ est composée en x, dépend de 
la fonction primitive y, et en porte l'empreinte. Il faut, pour cha- 
que fonction proposée, savoir former cette dérivée : c’est ce qu’on 
obtient par deux procédés. Le 1° résulte de la définition même, 
exprimée par l'équ. (1). 

On changera x en x + h dans la fonction proposée fx, et l’on 
exécutera les calculs nécessaires pour mettre en évidence le terme 
affecté de la 1° puissance de h : le coefficient de ce terme est la dérivée 
cherchée y , ou fx. 

701. Le second procédé est fondé sur la propriété des limites 
n° 697. Après avoir changé x en x + h, on retranchera la fonction 
proposée, ct l’on divisera par À, afin de composer le rapport y" x, 
de l'accroissement de la fonction à celui de la variable : puis fai- 
sant décroitre L indéfiniment, on cherchera la grandeur vers la- 
quelle ce rapport tend sans cesse, c’est-à-dire qu'on en cherchera 
la valeur dans le cas de À — 0 : cette limite sera y. 

Mais il convient de composer des règles ponr chaque espèce de 
fonction, afin d’être dispensé d'appliquer directement ces procédés, 
dans les divers exemples qu’on rencontre : ces règles donnent la 
dérivée pour chaque cas, sans qu’il soit nécessaire de faire des 
raisonnements spéciaux ; on opére alors comme lorsqu'on fait une 
multiplication, une extraction de racines , ou tout autre calcul 
algébrique. 

702. Soit y — 4 Bu — Ct.….; À,B, C.... étant des constan- 
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tes ; u,1...: des fonctions de x. Pour obtenir la dérivée; appli- 
quons la preniière règle, En mettant x + h pour x; 4 ne change 
pas, Bu devient B(w— w'h—+ «h), Ct est changé en C(t+ #h + 8h); 


ainsi la fonction variée f (x - À) est ici 
VF —(A4+ Bu— Ct:..) + (Bu — CF...) h + Bah — CBh..:. 


Donc, y — Bu — Cf... La dérivée d’un polynôme est la somme 
des dérivées de tous les termes, en conservant les signes et les coeffi- 
cients ; les termes constants ont zéro pour dérivée. 

Ainsi, y—aæ—ax donne y —— 25%. 


y = 1 + 42° — 5%, — 8%° donne y — 87 — 5 — 97°. 


703.Pour y —=u Xt,uett étant fonctions de x : mettant x + 4 
pour #, il vient f (x - h) ou 


F=(u + uh + «h) X (48h + Bh), 
y = v't + ui. 


Î 


De même, y — «.t.v, en faisantf.v — z, devient y = %,82; 
d'où y — w'3 —Æ wz! : mais aussi 7 = do -1v'; donc 


y = tou + uv + uvr, 


Ainsi /a dérivée d’un produit est la somme des dérivées prises en re- 
gardant successivement chaque facteur comme seul variable. Notre 
démonstration s'étend à 4, 5... facteurs. 

y (a+ x)(a — x) donne y = (a — x) 1 — (a + x) 1, 
puisque + 1 et — 1 sont les dérivées des facteurs; ou y = — 2x. 


y—=(a- bx)a donne y = ba L 8x(a L br). 


704. 3 et # étant des fonctions identiques de x, changeons x en 
x + h dans z — u ; nous aurons 


BL ch ah = + w'h + BR 


Done z = w’ (n° 616); de même, on à 3” = #", 3" = w"..., 
Donc, deux fonctions identiques ont aussi leurs dérivées identiques 
pour tous les ordres, 


FONCTIONS ALGÉBRIQUES. 507 


2 


705. Soit y — — onen tire {y = u; d'où yt+ yl = w/, 


ke ,  w—yt# j u't — ut 

puis DR RL 

La dérivée d’une fraction est égale à celle du nuniérateur, moins le 
produit de la fraction proposée par la dérivée de son dénominateur, 
celte différence divisée par ce dénominateur. 

706. Ou bien, est égale au dénominateur multiplié par la dérivée du 
numéraleur, moins le numérateur multiplié par là dérivée du dénomi- 
nateur, cette différence divisée par le carré du dénominateur. 

On peut encore tirer ces règles en effectuant la division dé 


u—Huh + ch ù , tu —ut 


IE RL Ave i 5 


d’où y —etc. 


Sn ' x æ? mes (2 — x)x 

Ainsi, PFErG TN Re ei donne y But MS: Rè-2 : 4 
"ati. sl (3— 2x) bx + 2(a + :ba°) (8 — x) bx + 2a 
REETRSE B— 2%) (G— 2%) 
707, Si le numérateur # est constant, on fera w — 0, et l'on 
aura ÿ = — … = — 1 : la dérivée d’une fraction dont le nu- 


mérateur est constant, est moins le produit du numérateur par la dé- 
rivée du dénominateur, divisé par le carré de ce dénominateur. 


4 d : 4.92% 8 
Par ex., ÿ=— dony=— =", 
Ra" ST: 3 
UE — — U = —— = — 
y OR PE er 


708. Cherchons maintenant la dérivée des puissances. 

1° Si m est entier et positif dans y — x", comme 2°" = # .2"1, 
la dérivée relative au 1° facteur est 1. 1; d'après la règle des 
produits, il en faut dire autant de chacun des » facteurs; dont la 
dérivée est y =m%""", 


20* 
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Et s'il s'agit de y — z”, z étant une fonction de x, comme 
2 = 5.371 la dérivée relative au 1° facteur est z'.z”-1; chacun 
des » facteurs z donne celte mème quantité. Donc la dérivée est 


J M2 TIR 


Par ex.,y— (a + bx — cx°)" = z", en faisant 
s= a — bx L cx°; 
et l’on a 
g'= b+ 207, y = ms" 12 = ma br + cx°)"1 XX (b + 2x). 


Pour y — (a +- bx°), en faisant à br? — 3, ona 7 = 2bx : 
et par la règle n°708, y — 8x°z + 2°z°— x(3a <- 5bx°) 
Enfin, y— (a + bx)ÿ ; on a y — 7 en posant a + br — 3, 


d’où g' =D, y — 22z — 2b(a + br). 
2° Quand m est entier et négatif, m— —n, ety=23"=—=#5", 
ME ht ; 
onay——; d'où y — — , en vertu de la règle n° 707, 
z z 


et de ce qu’on vient de démontrer, 1°. 


Ainsi Y— NE ms US: 
a pa 
Pour y — PR on ay —= ARE 


À Æ x 
3° Quand m est fractionnaire, m — on ay —= 373, d'où 
q 

y? = x, en élevant à la puissance q : prenons les dérivées des deux 

membres qui sont des fonctions identiques de + (n° 704); p et q 

sont ici des entiers postiifs où négatifs ; il suit des deux cas précé- 

dents que qgy—*.y = pt, z'; comme p = qgm, et y = 7", on 
a (voy. n° 710) 


min 


diz ! 4 FA 
QE" y qmaT Es 7 dOU Y.= MENT! 5 


Quel que soit l’exposant m, z étant une fonction de x, la dérivée 
de 2°" est donc m1" . 1, z' étant une dérivée qu’on tire de z = fr. 
Nous ne disons rien des exposants irrationnels ou imaginaires, qui 
rentrent dans les précédents (voy. p. 15). Au reste voici une dé- 
monstration qui embrasse tous les cas. 
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709. Changeons x en x + À dans y = x", 


= (2 + h)" = y + y'h + cte. ; 
d'où ET 2. fi +2 = (14) = 14H ot. 


x 
en divisant tout par x”, et faisant k = xz. Or, (1 Hz)” est indé- 
pendant de +, puisque, k étant arbitraire, z est quelconque, même 
quand on détermine æ : il faut done que notre dernier membre 
soit aussi sans +, et par conséquent le second terme en particulier ; 


, 


« 1 x . ; . A ’ 
d’où LS. — constante ; c’est-à-dire que y’ doit être composé 


À ri EE 
en +, de manière que divisé par x”—", le quotient soit une fonction 
de 2, telle que fm, où y = x". fm. 
Déterminons fm. Nous avons 


(e + h)" = 2 hat. fin + etc. 
Donc (+ h) = x" + hr"-1, fn + etc. 
(æ —- Er — 44 —- bg". fn + ñ) re 


en changeant » en net en mL n. Mais en multipliant les deux 


l'équations, on trouve pour produit la 3° équation, excepté qu'il 


ya fm fn, au lieu de f{m —- n) : donc (note, p. 274) 
fim<n) = fm+ fn. 


En considérant n comme un accroissement de », on a 
2 
fm n)= fm + nffm +etc.; partant, fn — nf'm + etc. ; et 
puisque le 1° membre est indépendant de m», le 2° doit aussi l'être, 
savoir, fm =— un nombre inconnu a; d'oùf"—f"—=....— 0, 
et fn—an; d'où fm— am. 
Il s’agit de déterminer la constante numérique a. Or, on a 
sh = 2 + hat am + hr... 

Faisant m= 1, x+h=zr<Tha; doùa—= 1, 
Ainsi, /m—mMm, Lella dérivée est "y — mr"-t. 


Maintenant pour y = 2", où 3 est fonction de x, on à 


fla+h)= (524 3h +4 jt 3" ons" zh Le ety = ms", 2! 
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nm 


710. PAT UE es , 0na 


s Mecx LA 


m 5 
my 1 
c'est la formule des dérivées des fonctions radicales. 


4 , ; 
Pour y — /(a — Dbr°)5, on fait z= a - bz?, etl'on a 


à 
y=s, y=isli.z —=îiy (a+ br). 2x. 
3 


De même y — y x donne y — 


Comme les radicaux du 2° degré se rencontrent plus souvent, 
on forme une règle pour le cas de »m — 2; y — y z donne 


x 
, 


y = TES : la dérivée d’un radical carré est le quotient de la dé- 


rivée de la fonction affectée de ce radical, divisée par le double de ce 
même radical. 


C x b c 
Par TRAME A AE TVA NOT 
Pour — (ax + b}° + 2 (x — b) p/ (a? — x°), 
2a° — 4x? L 2bx 
on à y — Gaz? (ax° - b) ———— —— ——— 
k ( ‘a y” (a — x’) 
Enfin, y # donne 
Pr ITS Eye pe 
, a? 


y TRUE TR TER re EEE TE UN orne er anses anne de(s 
V' (ar 2°). (2e La — 2» à +7) 
Si l’on eût multiplié haut et bas la fraction proposée par 


x (a + x), on aurait eu 
æ° g pie mi 2% a? + 22? 
y=— V7), ÿ = pa 
711. Étant donnée une fonction compliquée y — fx, supposons 


qu'en représentant par z une partie de cette fonction, ou z = Fx, 
la proposée devienne plus simple et exprimée en = seul, y —=#2;. 
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on a ces trois équ., dont la 1re résulte de l'élimination des z entre 
les deux autres : 


(Dy=fr, (2):—=Fr, (G) y—p#s. 


Nous allons tirer la dérivée y’ de ces deux dernières, sans nous 
servir de la 1°, Comme il y a deux variables x et z, notre notation 
ne suffit plus ; car y’ ne désigne pas plus la dérivée de la 1° équ. 

que celle de la 3° ; cependant x est variable dans l’une, 3 dans 
l'autre, et les Co Éhiinn f et » sont très-différentes. La dérivée de y 
s'exprime aussi bien par dy que par y’ (n° 698) ; et puisque la dé- 
rivée de + est x — 1, ou dx = 1, nous écrirons —7 , pour mar- 

dx 

quer que la dérivée de y est prise relativement à la variable princi- 
pale x, qui recoit l'accroissement arbitraire h. On appelle dy la 
différentielle de y, expression synonyme de dérivée, et qui n’en diffère 


que par la notation qu’elle suppose (voy. p. 302.) 
Changeant + en x — k dans on et désignant par k l’accroisse- 


ment de z, Z—z:—#k,onak— TA +. ...3; dès lors pour que 


y devienne, dans l’équ. (3), la même quantité F, que si l'on eût 
changé x en x + h dans (1), ïl faut changer z en z + k, savoir, 


HD =y+Trt... 


Le coefficient de 4 est ici la dérivée de y — yz, prise comme si z 
était seule variable et indépendante de x, ce qu’exprime notre no- 
tation. 

Substituant pour 4 sa valeur, on a 


dy  dz 
Ey ti. het. 


dy dy  dz 
x = = 2, —, 
ha de ds dr 


Le 2° membre est le produit des dérivées des équ. (2) et (3), 


* Observez que les dz ne s’entre-détruisent pas, parce que le dz qui divise dy indi- 
que, non-seulement une division, mais aussi que la dérivée ou différentielle dy est tirée 
de l'équ. y — z, comme si l'accroissement 2 était attribué à z, et non pas à æ ; alors dz 
est = 1 : d’un autre côté, le multiplicateur dz indique que la dérivée de 3 est tirée de 
l'équ. z = Fx, æ ayant pris l'accroissement À, ou dx = 1. 
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c'est-à-dire de »z par rapport à z, et de Fx par rapport à +. La dé- 
rivée d’une fonction de 1, lorsque z est fonction de x, est le produit des 
dérivées de ces deux fonctions. 

Il est inutile de donner des exemples de ce théorème, qui a déjà 
été appliqué, n° 708, à la dérivée de x”; il nous sera d’ailleurs 
très-utile par la suite. 

712. Il peut arriver que l'équ. y — fx soit assez composée pour 
quil soit nécessaire d'y introduire deux variables 3 et w, représen- 
tant des fonctions de z; alors l'équation proposée y = fx....(1) 
résulte de l'élimination de z et « entre ces trois équ. données 


CAP TS) PU EE A TT Tor) 


Il s’agit de tirer de celles-ci la dérivée de la première, comme si 
l'on eût changé + en x + À dans l’équ. (1). Cette transformation 
faite dans les équ. (2) et (3), donne pour les accroissements # et 
qui reçoivent 3 et #, 


dz du 


ht eh 


Changeons donc z en z + k, et w en w - 2: dans l’équ. (4); et 
comme cette partie du calcul est la même, soit que # et 2 aient une 
valeur déterminée, soient qu’ils restent arbitraires, 3 et « y sont 
traités comme des variables indépendantes. Il est donc permis de 
changer d’abord 3 en z + £ sans altérer w; puis, dans le résultat, 
de mettre # 2 pour «w sans faire varier 3. Ce double calcul con- 
duira au même but que si l'on eût fait à la fois les deux change- 
ments. 


Mettant 3 — k pour z dans y —v9(z,u), w est assimilé aux 

Er vd d' \ 

autres constantes de l'équ., et y devient y+ Fi k +... Il reste à 
3 


substituer ici # - à pour «. Le 1° terme y doit alors être considéré 
comme ne contenant qu’une seule variable , et devient 


d s 
Le 2° terme _. k est pareïllement une fonction de la variable 
E4 


u ; mettant # + à pour w, le développement commencera par ce 
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même premier terme (n° 694), en sorte que la somme est 


dy . dy 
Y=y + i+ Dh tee. 


Il n’a pas été besoin de considérer les termes subséquents, parce 
que le but du calcul étant de trouver le coefficient de h, les termes 
à, 2, ik,... donneraient des k°, #.... Substituons donc ici les va- 
leurs ci-dessus de # et à, nous avons 

dy du d dz 

Y = y + : À digne tr ig. fs h—+.... 

du dx ds ‘dx 
Le coefficient de h est la dérivée cherchée, comme si on l’eût tirée 
directement de l’équ. proposée y = fx, savoir, 


dy __dy du dy ds 
de du‘ de | ds de’ 
La remarque de la note précédente s'applique ici. 
713. S'il y avait trois variables dans la fonction transformée 
y = 9 (z,u;t), il suflirait d’ajouter au 2° membre un 8° terme de 
j OU dr" 7 avr. ù 
même forme —=. ——; et ainsi de suite. 
dé dx 
Donc, la dérivée d’une fonction composée de différentes fonctions 
particulières, est la somme des dérivées relatives à chacune, considérée 
séparément et indépendamment l’une de l’autre, en suivant la règle du 
n° 711. Il est visible que les dérivations des produits et des quo- 
tients ne sont que des cas particuliers de ce théorème (n° 703 et 


707). 
a —- bx z' | 
«A ;sonay=—= —, en faisant 
u 


s—=a—Lbr, u=1—3x; doù =D, w——1. 


Soit y = 


LA 


d'he , , de ZU 
La dérivée de y, u étant constante, est —; ona——— pour la 
u° U 


dérivée relative à w, par les règles n°° 707 et 708, 2°, La somme est 


9 9 
la dérivée cherchée : donc y — . “des = relsantie 
u? w (1 — x) 
(— 2) — (8 — 2r)x 2 — uw 


= 


n & = ————, en faisant 
+ O7 tA 


212, u—3x— 22, 1—=4—br, 2 —— 27, u—3—/r, l—=—5; 
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prenant les dérivées successivement, en ne considérant qu’une va- 


riable z, w, ou f, et ajoutant, on a 
,_ 287 CU (s—u#  167— 1574—7 
L + (4 Br} 


Lorsque les valeurs qu’on doit égaler à des variables z, #...,ne 
sont pas très-compliquées, on préfère opérer sans le secours de cette 
transformation, en la supposant tacitement, C'est ainsi qu'on tire 


de suite de 
RS (a Lt 2x + 2°), 
714. Après avoir trouvé la dérivée y', en traitant cette fonction 


de x selon les règles qui viennent d'être posées, on en tirera la dé- 
rivée du 2° ordre y” : celle-ci donnera de même y”, puis y”, ete. 


Parsexemple, VE 2% donne Jr; 70 — 27, 
y — — 2 .8r—-hetc., y, 8,4 nenltti, 


y —= (a — 2x L 2°)(87° — 2). 


lon rt ox) Less 
1 ne DTA OU 


De même Y —= V/x — %° donne y = 9? 


ES 


At a 
ae Ron PE Er Las 


Pouryu= 2", onauv = mi" y = mimi... 


gl) = m(m—1l)(m—2)....(m—n +1", 


715. Il est facile maintenant d'appliquer le théorème de Taylor 
(A, n° 699) à toutes les fonctions algébriques, c'est-à-dire d’en ob- 
tenir le développement en série, selon les puissances croissantes de 
h, lorsqu'on y a changé x en x + h. 

[. Soit y = +-!; nous venons de trouver y’, y”’.... Donc 


Il 1 h le h” 
— —- FRONT 


SE 7 à ‘4 z° 3 


pe 
Ce développement est une progression par quotient (p. 214). 


,; donne de même 


2? — 
— 4 — 
T 


2 — a? ah? 
fe+n = Et fi + re 
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IL. Pour y = y/ x ; on trouve y, y’...., et substituant dans la 


série de Taylor, on a 


h 1. 1.3.5...(2n—3) h" 
MH ets re 2.4/2 2 2: ve. ms: lg 


IV. En général, y — +" donne le développement de la formule 
de Newton, quel que soit l’exposant ». 


oi — | 


(e +)" = 2" math + m D are be Li, de 


1 m—1l m— m— nt] TN y TT 
ET 3 n 


Fonctions exponentielles et logarithmiques. 


716. Pour avoir la dérivée de y = fr = a”, suivons la règle du 
n° 700 : il vient 


fa +h) = a+ = a, à = a + yh + etc. (n° 695); 


, 
x e. e. 1 
d'où, en divisant par a”, a! — 1 + _ h- etc. 


Le 1° membre de cette équation étant indépendant de x, le %e, et 
en particulier le coefficient de h, doit aussi l'être ; done, y doit être 
composé en x, de telle sorte que, divisé par a”, le quotient soit 
une constante k, fonction inconnue de la base a, y — ka”. Ainsi, 


y’ Si ka” ; y’ 2 ka”, y” me ka”, "A7 yl”) pue k'a”, 


x? hr kr 


et A EE 2e NE PC PC NE 7 MO 


d’après la formule de Taylor. La constante k se détermine comme 
au n° 625 : on pose #— 1 ; puis, dans a = 1 Hk+:.,..0on 
fait À — 1, et l’on désigne par e la base qui correspond, 
e — 2,718281828.... Enfin, on pose kr — 1 dans la lre série ; 


1 


le 2° membre devient e, et l’on a a* —e, a — e* ; d’où 


_— Loga _, 1 


rABoge:t. ;. A4 : lôg 1e à 
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selon que le système des log. est quelconque, ou a pour base e, ou 
enfin a. Les notations convenues p. 222, sont ici employées : la 
désigne que la base des log. este, on qu'il s’agit des log. népé- 
riens, etc. En un mot, le Calcul différentiel reproduit les séries dé- 
montrées n° 625, et par suite les conséquences qu'on en avait tirées. 
717. Soit y — a, 3 étant une fonction de +, 3 — fx : la règle 
n° 711 donne y = ka . 3 =. 3 la; z'setire de z—/r. La 
dérivée d’une exponentielle est le produit de cette même quantité par la 
dérivée de l’exposant, et par la constante k, qui est le log. népérien de 
la base. 


V=p": donne. , Ye 67 MAS, 
7 — a +1 . . ÿ a®+1 . 3 l de 


= 741), > ee 01e » « d = P (2241) NÉS INT EU | 
AS tante V@r+1) 


| 


718. Pour y — Log x, la règle n° 700 conduit à 


YF = Log (x + h) = Log x L yh + etc. 


| DEL 
Log (x+- h) — Log x — Log (= > :) —= Log (1 Hz) — y'xz etc. 


en posant k — x. Observez, comme n° 709, que z est indépendant 
de +, puisqu'en changeant convenablement l'arbitraire }, z peut 
demeurer constant lorsque x varie. Le 2e membre, et en particu- 
lier le terme yx3, doit donc ne pas contenir x; y est composé en 


æ de manière que le produit yx soit une constante M, yx — M. 
Ainsi (n° 714), 

tir le out 62 Eg pae ss au 2 22 
VÉFÉSNSATE AUS HMS au A ARE ME 


h hk° h5 
Log (x +) = Log x + M (2 Ye — SM ) : 


EL dre NT pp PRE 1 
Log (1 +z)= M(s— iris ts...) 
Quant à la valeur inconnue de Y, elle dépend de la base a du sys- 
tème. Soit # le log. de 1+ 3, a =1+3—1<+hLixer....; 
d'où 2= ht (1 +5 44....). Substituant dans la série de Log (12), 
nous avons, en supprimant le facteur commun #, 


— Mhk(1 + <iRkt..)— 2 MP }... 


EXPONENTIELLES, LOGARITHMES. 317 


Cette relation doit subsister, quel que soit #, À et M conservant 
leurs valeurs constantes. Soit pris 3 = 0, d'où {= 0, puis 1= V4; 


N 1 AE MT 
d'où Me loge D; ==. 
Il est aisé de voir que ÆZ est ce que nous avons nommé le module 
(p. 223), facteur constant dans un système de log., qui sert à tra- 
duire ceux-ei en log. népériens, et réciproquement. On retrouve 
donc ici les mêmes séries et la même théorie que précédemment. 
719. Soit y = Log 3, z étant une fonction de x; on a (n° 7H), 


La dérivée du log. d’une fonction est la dérivée de cette fonction, mul- 
tipliée par le module et divisée par cette même fonction. Le facteur M 
est 1, quand il s’agit des log. népériens *. 


u RE A tu — ut 

y= (5) = 10e donne y — 7 PE pren 
M t# 
y= Log z=nlogz.... y —= — 
y = Log = —... ent 
PATES (+5) 
M 


y = Log (xt 1+2x).... = Ji) 


s 


e LE  MOMRÉ re  P 
= (ES): :  pVi+zæ) 
Le ae D in et on RO ra mnt LD 
LATTES ER cdd À M VA Et 


720. Les log. servent souvent à faciliter la recherche des dé- 
rivées, 


* On aurait pu tirer la dérivée de celle des exponentielles : y — a donne 
| My ; 
y'=az,.2la= yz.la; d'où z! — _ st, Réciproquement, de cette der- 
Wa 7 i 


nière équ. on peut déduire la précédente, c’est-à-dire la dérivée y! de ar. 
P ; y 
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E. Soit 2 MY RU on eu tire ly=1#-LléElo +; 


v 


/ 
| puis _— # — — EYE —.... Multipliant par la proposée, on a 
y fe | 
y', ce qui prouve que la règle n° 703 est vraie, quel que soit le 
nombre des facteurs. * 


’ t= ; 
Heu 5 donne ly=t.13, =<+i. la 


b 


t (a 
donc RCE AE (= + #1] s). 


» 
rd z 


III. D cl on tire ly—#. la, en .b°.3'lalb. 


IE 2 donne ly—t"1z; donc 


EE # (+1) y ns ; ne. 14.1: pré =). 


Fonctions circulaires. 


721. Cherchons la dérivée de ÿ— sin x, le rayon étant lon a 
sin (x + h)= sin + cos À + cos & . sin k = y + y'h- etc.; d'où 


% ÿ 
2 cos x. sin # — 2yh+etc.,snh=— h— etc. 


Le 2° membre doit ne pas contenir x ; ainsi le coefficient de À est 
une constante inconnue 4, y — À cos +, sin À = 4h + etc. ; on 
sin } 
h 
la limite du rapport du sinus à l’are k, limite (n° 362) qu'on sait 
être = laid y 6087: 
De mème pour 3 = cos x, 


en tire 


— A + elc. ; et faisant décroiître À, én voit que 4 est 


cos (x Eh) = cos x . cos À Æ sin x . sin k = 3 Æ zh + etc. 


En retranchant, on en tire 2 sin # . sin k — — 23'h + etc. ; 


/ 
puis sin k — ami hk + etc. ; mais un a trouvé sin k = h + etc. ; 
si 
AE , 
en comparant, on à — = 1, 5°= — sin +. 
sin æ 
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Une fois connues les dérivées de sin x et cos #, il est aisé de 
passer aux dérivées d'ordres supérieurs, et l'on trouve qu'elles se 
reproduisent périodiquement dans l’ordre 


— SiNnT, — COS æ. 


sin æ, COS #, 
Le théorème de Taylor donne par conséquent 


2 4 . 
si (eh) sine (1 — + , ) 


3 h5 
h— . . 
House ( 28 tait ) - 


Faisons ensuite successivement x —= 0 et — 90°, nous trouvons 
les mêmes séries que page 229; d'où résultent la formation des ta- 
bles, le rapport 7 du diamètre à la circonférence et les formules 


des n°° 628 à 635. 
722. Pour y = sin 3, on a y = z°. COS 3. 
Si y — cos z, on a y ——3.sin 3. 
/ 
sin 3 Z 
Soit y — tang z— on a (n°706)y= ——— — 2", sée2z, 
J Û cos 3” ( }y cos?z 


La dérivée de la tangente d’un arc est le carré de la sécante, multiplié 


par la dérivée de l’arc fonction de x. 
? 


Pour y = cot 3, on ay = ———. 
J - J sin? Z 
Puisque p/ + (1 + cos x) = cos + x, la dérivée de ce radical est 
— +sin +2; c'est en effet ce que le calcul donne. 
= — MZ. Sin MZ, 


Soity—cosmz; on a y = 
in ME. : . V =. M2. COS 2. 
sin (x) 


De y — cos(lx), on tire y = — - 


Pour y = cos +", on a 1y—sinx.1lcos x; puis 


/ sin æ . Sin’ 
Y = COS & cos r,. 1 cos tr — ' 
cos æ 


1 3 tang 3 ; ni de A a 
=— , donne y = By tang 3, séc s : c'est la dé- 
cos Zz cos 3 


rivée de y = séc z, 


Y — 


\ 
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j … (sinz) . z'cosz g 
Pour y=1 sin z, On ay =—————— 7% cotz, 
sin 3 sin 3 
(cos z)’ , 
y —=]1lcos z.... y = NS 40 08 tang z, 
J ei 
pda DE 4 
== | tang s.../0 NET EE LMP À 
J ü cos’z tang sin 223 


M. Legendre a donné dans la Conn. des Tems de 1819 des séries 
propres au calcul des log. de sin., cos. et tang. 

Soit y — log. sin x ; appliquant le théorème de Taylor, et dési- 
gnant par {/ le module, on a 


M M cos x 
le , (44 44 
= Meotx, y = — ————— U = ——,,, 
J 7 sin? x ? sinxz °° 
u À cot æ 


log sin (x À) — log sin + Mh cot x — D DYeN etc. 


Transposant log sin x, il vient, la diff. A entre ce log et celui de 


sin (x h), 


sin 2 


« h ke? Mh# An 
A—Mhcot x en —- ri = re 1; Si æ). 


On trouve de même pour les diff, A, et A, entre les log. des cos. 
ou des tang. de x - het de x, 


h k2 4 
A,—=— Mhtansx er 5 —- s } Li 


2MA 2 À 4MhA cos 2 x sin? 2x 
A, = Â—h cot2x-+— h2 + — Je cot292x | + — | 1— ; 


sin 27 5 5 sin4 2% 6 


(1 — cos’), 


3 Co0s2x 4 cosi x 


h représente ici la longueur de l'arc différentiel (7, t. 1, p. 328). 
C’est ainsi que pour avoir log sin 27°33", connaissant log. sin 27° 30’, 
on fait À = arc de 8" —3 sin l’. Voici le calcul : 


RP NN RANRE __ 4.94085— er terme —  V.00072803 
M... .. 1.63778 "4,86215 2e .,.,,. — — 0.00000078 
cot x. . . 0.928352 sin 2x. ..— 1.913356 CPR TEE — 0. 
Aerterme 4.86215 de, so 780964, A. 0 00007277 
Le 5e terme ne produit rien quand J0g sin Teil LE 1.6644056 
on ne prend que 7 décimales. Re 


log sin 270 53° — 1.6651529 
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Cette méthode est surtout utile lorsqu'on veut calculer les log. 
avec une grande approximation. 
723. Supposons que # soit le sinus d’un arc y; ce qu’on écrit 
ainsi : 
y = arc(sin — +), ou + == sin y. 
La variable x qui reçoit l'accroissement k, n’est plus l'arc, mais 
bien le sinus. Or l'équ. x — sin y donne 


Il 1 


MNT Aime a CORYA Te VA —x) 


VA) 


, 
nt 


PANNE 


Prenons y = arc (tang — 3); d’où 3 —tang y, = — 


Pour y = arc (sin — z), on a donc y — 


Pour y —= arc (cos — x), on aurait y — 


’ 


y 
cos? k £ 


2 
mi 
/ 


: 
FPE er EE 


Ainsi, la dérivée d’un arc, exprimée par son sinus, est 1 divisé par 


y —=3".cos y; et puisque cos? y — 


le cosinus ; celle d’un arc exprimée par son cosinus, est — 1 divisé par le 
sinus ; enfin, celle d’un arc exprimé par sa tangente, est 1 divisé par 
1 — le carré de cette tangente. 

Si le rayon, au lieu d'être 1, était r, on aurait, en rendant les 
formules homogènes (n° 347, 2°), 


y —= arc(sin —z), y—arc(tang —z), y—tang 3, 
, + ; 2! ; 3 
= A Pa: EUREIE me te, 
J V (© — >)? J r —L x? J COS? 3 


Dérivées des Equations. 


724. En résolvant l’équ. F(x,y) — 0 sous la forme y = fx, il 
serait facile d’en tirer y’, y”, y’... : mais cette résolution, qui est 
rarement possible, n’est nullement nécessaire; car mettons, pour y, 


sa valeur fx dans la proposée ; il en résultera une fonction de x 
MATHÉM, PURES. T, I, 21 


529 CALCUL DIFFÉRENTIEL, 


identiquement nulle, que nous désignerons par 3 = F(x, fr) = 0 ; les 
dérivées z, x”, 3°’... seront nulles (n° 704). Or, pour obtenir 7, 
il convient, d’après ce qu’on a vu n° 712, de simplifier l'expression 
compliquée F(x, fx), en égalant à y le groupe de termes fr, êt 
d'appliquer la règle de ce n° à l'équ. z — F(x,y) = 0, qui est la 
proposée mème. Donc, 

, dz ds gs ; ds dz 
Po Eee PRIS = D, Dane re 


Ces deux termes sont des fonctions connues de + et y, qu’on nomme 
Différentielles partielles. Par ex., de l'équ. y + x —r=3:=0, 


dz dz , , æ 

on tire EE 27, PRE 2y, c+yy =0, y = — sn 
; , T—X 
De même 2? L y? — 9rx— 1° donne yy +-x — r —=0,y cs 


26 Qar° y — ay; (Qax° — 8ay)y + 4 Æ kaxy = 0. 

725. Il est vrai que y est exprimé en x et y, et non en x seul, 
comme cela serait arrivé si l’on eût résolu léquation F{r,y) = 0. Si 
l’on veut déduire y’ en x seul, il reste à éliminer y entre l'équation 
3 — Ü, et sa dérivée z° — 0. 

C’est ainsi que, dans le premier exemple, on à à? ty = 7, 


$ æ 


æ + yy = 0; d’oùchassanty, 2=Yy"°{(r — 2°), y = V ex») 


Cette élimination, qui est rarement utile, élève y’ au degré même 
où se trouvait y dans la proposée z = 0 ; car quand il y an va- 
leurs de y = fx, comme le calcul de Ia dérivation laisse dans y les 
mêmes radicaux que dans fx (n° 710), y’ a aussi n valeurs. Si y 
n'est qu’au 1% degré dans 3° —0, cela vient de ce que y s’y trouve 
aussi, et comporte les mêmes radicaux que l'élimination de y doit 
reproduire. 

726. L'équ. z° — 0 renferme x, y’ et y, qui sont des fonctions 
de x. Le raisonnement du n° 724 prouve qu’on peut en tirer l’équ. 
z” — 0, en regardant y et y comnie contenant #, et appliquant la 
régle n° 712. La notation dont on s’est servi devient alors plus 
d°y d°y 


étendue, Parex,, =, —— 
” dædy? dx°dy? 


signifieront que dans la pre- 
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mière, la dérivée est prise d’abord en considérant x comme varia- 
ble, et qu’on a pris ensuite la dérivée du résultat relativement à y; 
dans la deuxième, on prend les dérivées trois fois successives : deux 
fois par rapport à x, et une fois pour y. Du reste, il suit de ce qu’on 
a dit (n° 712), que ces dérivées peuvent être prises dans tel ordre 
qu'on veut : dans le 2° cas, on pourrait, par ex., les prendre par 
rapport à y, puis deux fois pour x, ou bien une fois pour +, une fois 
pour y, et enfin une pour x (voy. n° 743). 


: ; de ; dz dz LR 
D'après cela, l'équ. 3 — ŒT dr - y — 0 donne 


d?z 3 d?z dz y dx ÿ 
da | ds -de au ay Ÿ A 


Cette équ. du 1‘ degré en y” donnera y” exprimée en x, y et y’; 
on pourra éliminer y'à l’aide de l’équ. 3° — 0; et si l’on veut chasser 
y par l'équ. 3 — 0, alors le degré de y” s’élèvera. 

Le dernier ex. n° 724 (2ax° — Say°) y —- 42% L 4axy — 0, en 
prenant les dérivées relativement à x, y et y’, comme variables in- 
dépendantes, donne 


(2ax? — Say°) y” —- 12° + ay - Saxy — Gayy? — 0. 


727. Si la proposée z — 0 renferme un terme constant, il dis- 
parait de la dérivée 3° — 0, comme on l’a vu n° 702. Ainsi, 

2 + y = 1° donne x — yy — 0, qui est indépendant de r, et 
eXprime une propriété commune à tous les cercles dont le centre 
est à l’origine. Il est même permis de chasser telle constante qu’on 
veut, en l’éliminant à l’aide des équ. 3 — 0, 3° — 0, sauf à faire 
reparaitre celle qu'on aurait chassée d'abord. y = ax + b donne 
y — a, qui ne contient pas b; et chassant a, on a y = y'x + b, qui 
est indépendante de a. 

La dérivée du 2° ordre perd une 2° constante ; celle du 8° ordre, 
une 3° constante, etc., et le résultat exprime ainsi une propriété de 
léqu. proposée , quelles que soient ces constantes. y = à — bzx* 
donne yy = —- bx, yÿ! + y? — —b; et chassant b, il vient cette 
équ. dégagée de a et b, yy — (yy" + yÿ"*)x. 

On peut encore chasser une constante c, en résolvant la proposée 
3 — 0, sous la forme c — f(x, y), et différentiant. Comme les deux 


procédés doivent conduire à des résultats équivalents, et que celui-ci 
21* 


524 CALCUL DIRFÉRENTIEL. 
introduit des radicaux dépendants du degré de c, il est visible que si 
l'on préfère éliminer c entre les équ. 3 = 0, 3° = 0, le degré de y 
doit s'élever. Par ex., 

ÿ —2y rc, (y—cy +zx—=0 
donnent (æ? — 2°) y? — kryy — x = 0. 


L 


728. On voit donc que toute dérivée de l’ordre n, de l'équation 
3 — F'(x,y) = 0, ne doit contenir y(") qu'au 1° degré; quandil en 
est autrement, l’équ. ne provient pas d’une dérivation immédiate, 
mais de ce qu’on a éliminé quelque constante, ou x, ou y, à l’aide 
de l'équ. proposée. 


Changement de la Variable indépendante. 


729. Toute question générale, traitée par le Calcul différentiel, 
conduit à une expression en #, y, y’, y... telle que 


De, y, (7), (y)... 
Lorsqu'on veut l'appliquer ensuite à un ex. proposé y = Fr, il faut 
tirer (y), (y”)...., substituer dans , et cette fonction n’est plus 
exprimée qu'en x. Les crochets ( ) sont mis pour indiquer que x est 
variable principale, et recoit l'accroissement k. Mais il peut arriver 
qu'au lieu dey= Fx, on donne deux équ. qui lient y et x à une 
g°variable £. 
LR et LAS ROME OR ON 
JT faudrait donc éliminer # entre ces deux équ. pour obtenir 
y —= Fr, en tirer (y), (y”),.... et substituer dans Z. Ce calcul, or- 
dinairement long, où mênie impossible à effectuer, n'est pas néces- 
saire ; il suffit d'exprimer la fonction 4 en t, à l’aide des équ. {a) et 
de leurs dérivées #”, f”....: celles-ci ne sont plus prises par rapport 
à >, mais bien à #, devenue variable indépendante. Proposons-nous 
done de modifier la fonction donnée 4, pour l’amener à renfermer 
t,v,f...., au lieu de x, y, (y)... Soient À, k, à les accroissements 
que prennent ensemble les variables x, y, £ : 


y = Fx donne k = (y)h+=i(y)h +. ... (1) 
Y plis tte RENE CARRE Ur. 0 (OR 
me fie res te Mu 0 MES ht 
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o 
Ces dérivées se rapportent aux fonctions respectives F, +, f ; (y') 
est la dérivée de Fr relative à x; y’ et x’ sont celles des équ. (a) par 
rapport à {, ou 


d dx 
4 , 4 / 
1 = —— YU = ——=pot Dpt 
VAR Fe spret 
La fonction :L est donnée en (y'), (y”’)..., et l’on veut la traduire 
enx, y, 2”, y... qui sont des fonctions connues de £, 
Égalant les valeurs de 4, puis mettant pour À la série (8), en se 
bornant aux deux premières puissances de k, on a 


(y') z'i + [(y') F4 + (y) x’? É . FOROR se y'i + . Vite $ 


et comme 2 est quelconque (n° 616), 


Ye =y, Ga + (y) = y", ete. 


Donc, pour exprimer L en # seul, il faut y substituer à x, y, 
(y), (y”).... les valeurs x — ft, y =, 


x y F d'y" LAS y'x” 
V)=s, (Y}= = 2—, , . . D 
=, (y 2 (D) 
On peut tirer (y”), (y”').... de la valeur de (y’) qui est le quotient 
des dérivées relatives à t, tirées des équations (a) ; 


gt dy. dr 
POS AR LL 


a PAPA 
Car (y) représente une fonction de x, (y) — F'x, qu'on peut à son 
tour regarder comme une fonction de #, KA que (y) = pit, puis- 
que x — ft. 

Qu'on raisonne de même pour ces trois dernières équ., on en 
conclura que (y”) doit être le quotient des dérivées de gt et ft re- 
ay" — — Ya. 


2 
12 
T 


, 
: * ? F 
latives à é. Or, celle dev, t = est ; donc, en divi- 
T 


sant par +’ dérivée de ft, on retrouve l'expression D ci-dessus dé 
(y”). Pareillement, la dérivée de cette valeur de (y”) étant divisée 
par x’, donne 


iÂ y" 3. n y"! ga"! 3x’? : 
CAM heres. pepe eme AU er demie mel bat Ne 2105) 


et ainsi des autres, On peut done employer de trois manières : 
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1° En éliminant t{ entre les équ. (a), tirant (y), (y”).... de l’équ. 
résultante y — Fx ; enfin, substituant dans 4 ; 

20 En mettant dans L pour (y'), (y”)...., leurs valeurs (D),(E)...., 
ce qui exprime en #, y, y, y …., et par suite en é, à l’aide des 
équ. (a) et de leurs dérivées ; | 


3° Enfin, en formant en fonction de t la fraction (y)—=‘, puis 


prenant les dérivées relatives à #, divisant chaque fois par z° ou fé, 
et enfin substituant dans 4 les valeurs ainsi obtenues pour (y'), 


MES: 


730. Soit r une fonction donnée de t, r — ft; supposons que les 


L 


équations (a) soient x = cos t, y—=rsint*; d’où 


a = 1 COs £ — r sin é y =r sint—r cos t. 

a" = 1" cost—2r'siné —r" cos t, y” = r” sin & L2r cos { — rsinf, 
etc... 

Substituant, dans L, d'abord les expressions (D) qui y introduiront 
y, x, y... au lieu de (y), (y”)...., puis celles que nous venons 


d'obtenir, il n’y entrera plus quetetr, r', r”.….., qui sont connues 
en t, par l’équ. r = ft. Par ex., si 


ps AO BIEI Ya — y 
y (y) + 2° yy +22? 


d’après la valeur (D) de {y') : et comme celles de +’ et y’ donnent 
ya — x'y = 1, yy — xx —rr" (cette équation est la dérivée de 


on a d — 


v 
2 mms 41 1 ns us 
æ + y = 1°), on trouve en d — ie 


3 3 


Ï r\2712 la lo\2 
Pareillement, soit L — (Ram rues Ééns g 7)" : 
(y) TY Ya 
on a x’? —- y? mas r°? — r?, æ'y" se y z" d y? + 9’? “ii! rt” à 
s 
donc Ve PRnEbEs, 


r — 2r2 — rr 


* Ces équ. sont celles qui transforment les coordonnées de rectangulaires en polaires 
(n° 385) : lorsqu'une formule différentielle 4 aura été trouvée pour le 1er système, le 
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est donc connu pour chaque valeur de t#, puisque les formules 
seront exprimées en { seul, lorsqu'on aura r — ff. ; 

731. Quand Y a été ainsi transformé, t est tariable indépendante ; 
et si l'on veut que x soit remis dans son état primitif, il suffira de 
poser æ — 1, d'où 0 — 3" — 7" —....3 car y’ redevient (y'), et 
par suite y” se change en (y”), etc. C’est ce qu'on peut vérifier sur 
nos exemples. 

Une fois que 4 est généralisé et convient à la variable principale 
t, il est indifférent que x l'ait été originairement, et l'on peut sup- 
poser que c'était quelque autre variable w qui était indépendante. 
Or, en faisant x’ — 1, on exprime que la variable principale est x ; 
donc # — 1 établit la même chose pour t : la condition qui exprime 
que t est variable principale, est t'—1 ; d'où 0 =” =#",:.. on dit 
alors que la différentielle de t est constante. Lorsque 1 à été généra- 
lisé pour convenir à toute variable principale, aucune différentielle 
n'y est constante. 

Puisque la série (3) p. 324, dérive de l’éq. x — ft, x’ désigne 
_— et à — 1 montre que la différentielle de x relative à une 
3° variable é quelconque , est constante. De même, si l’on pose 
 — 1, pour que t devienne variable principale, il faut entendre 
que la dérivée de t, relative à une autre variable u, est constante. Voici 
l'usage de cette proposition. 

732. S'il arrive que 4 ne contienne pas #, d —{[y, (y'), (y)... ], 
l'équ. x = ft n’est plus nécessaire, et ilsuffit d'en avoir la dérivée 
æ"—#f't; car les relations (D) n’introduisent pas æ dans %, mais 
seulement x’, y',….. et les calculs précédents sont faciles. Or, si 
cette équ. dérivée donnée contenait #, au lieu de #, pour variable 
dépendante, qu’on ait, par ex., F(4,#', x) — 0, il faudrait d’abord 
généraliser cette équation , pour qu'aucune différentielle n’y soit 


, 


A . L2 
constante, en mettant—, pour #’; puis faire # — 1, pour rendre t 
T 


. . . . . “ . l 
variable principale ; ce qui revient à remplacer de suite #” par —. 
æ 


calcul suivant la réduira à être propre au 2e. C’est ce qui a lieu pour les valeurs sui- 
vantes de 4 : l'une exprime la tang. de l'angle 8, que fait un rayon vecteur avec la 
tang. à une courbe quelconque, l’autre en est le rayon de courbure (n°5 724, 733). Ces 
expressions sont donc, par notre calcul, traduites en coordonnées polaires. 
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Supposons, par ex., que les équ. (a) soient y = of, y — #', la 
dérivée étant ici relative à x; pour qu'elle le devienne à #, on fes 


A CU PE on etc. 
ge cl ÿ° 
Quand L aura été généralisé par les relations (D), on y introduira 
ses valeurs, et L se trouvera exprimé en f, eten dérivées relatives 
àt,siæ n'y entre pas. Cest ainsi que 


"AE a ra jf épars PRE Rp ir MT PUR ARS 
de Ty — yz y(yy" + y”) 


On voit que Y sera exprimé en fonction de #, puisque y’, y” ont des 
P 2 2 

dérivées relatives à {, qu'on tire de y — ot ; L sera donc connu pour 

chaque valeur de £. 

De même, si les équ. (a) sont y = ot, #? — 1 + (y), les dérivées 
étant relatives à x, on change celle-ci en #? = 2° y? ; posant 
# — 1, la variable indépendante est #, et l'on a x? y? — 1; 
d’où 2°” + yy" — 0. Notre valeur de 4 généralisée devient donc, 


x’ / 


fs vve 1 
en éliminant +” ou y”, d— —-;— — LE Pour obtenir en fonc- 
1 æ 


tion de t, il ne reste plus qu’à tirer de y — ot, les dérivées y’, y”, 
relatives à #, puis # —/ (1 — y”), et substituer dans d = z° : y”. 


Si au lieu de y — ot, on eût donné x — ft, on aurait opéré de 
méme sur Ja 2° valeur de 4. 

AT", 

(y) 


Prenons encore d — æ étant variable principale, et où 


l’on veut que ft le soit à son tour, et que #? — 1 + (y); les formu- 
les D, E donnent, après avoir multiplié haut et bas par +”, 


her y" sg y" Wu ya'x" + 3y'æ a". 
Era | xx" (ay F À ya”) 
dex?—+y?—1, ontire sx" yy"=0, 22" y" y =0. 


Eliminant de cette dernière +”, puis y”, à l’aide des deux précé- 


NZ ll 


dentes, on trouve #°” = — = — LR Par là l'expression L de- 
æ “ 


vient enfin 
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733. Quelques démonstrations peuvent être simplifiées par ces 
principes. Si l'on a l'équ. y —/fx *, et ses dérivées (y), (y’), rela- 
tives à x, et qu’on veuille trouver les dérivées de x = #y relatives 
à y, sans résoudre la première équ., on fera y = 1,0—7y"=—=#7y"... 
dans les équ. (D), c'est-à-dire qu'il suffira de poser 


’ 1 14 
: — L — — arte 
(y ) x’ , (y ) x 
) : Rp 
Par ex., y — a* donne (y) —#a° : on en tire — ka = ky ; 
d'où + — -—, lorsque y est variable indépendante. Il est visible 


ky 
qu'on a ainsi la dérivée de x = Log y. 


. ! 1 
Pour y = sin x, on a (y) = cos x ; donc, on trouve —— cos x, 


«! 


en nn SM ee ec are lin <= 4) 
cosæ W(1—7y)" MT Tu 
p. 521. 
Enfin, de y —=tang x on tire la dérivée de x = arc (tang — y) : 
; 1 1 ; s 1 
(y) ERSETAT Fo T — COS ps TE 


734. Pour généraliser une fonction 2 du 1° ordre, on change 


en supprimant le diviseur commun de df; mais en conservant le 


* Ceci peut se démontrer directement ; car soient # et » les accroissements que 
prennent ensemble y et x; 


y = fx donne # = y'h + = y" Per M} 
æ = vwy donne À = ah + — 2h + .. 
2 
d'où h=2yh+ (ay Hay). Eh +... 
2 


puis rs 2y', c'y" "y'a 0, etc: . . . 


Enfin, on a les valeurs de y', y/’,.., 
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souvenir que dans le 2° membre,dy et dx désignent des différentielles 
prises relativement à é. Donc, quand une fonction dérivée L est du 
1°" ordre, et qu’on l’a exprimée par la notation différentielle d, elle ne 
devra éprouver aucune altération lorsqu'on voudra changer de varia- 
ble indépendante ; seulement les dy, dx... qui y entrent désiqneront 
les différentielles relatives à celte nouvelle variable. C'est ce qui rend 
la notation différentielle très-commode dans le Calcul intégral, et 
dans toute opération où l’on est conduit à changer de variable prin- 
cipale, pourvu qu'il n'y entre que des dérivées de 1° ordre. 
Soit y = sin 3; y = cos z. 7’, revient à dy — cos 3 .dz; d'où 
dz — dy ce RUN ; ce calcul est préférable à celui du 
cos z V1 — y | 
n° 733, pour obtenir la dérivée de l’équ. z = arc (sin — y). 
Au reste, l’avantage dont nous parlons n’a plus lieu pour le 
2e ordre, car la 2° formule (D) devient 


dy dx.d’y — dy.d°x 
dre dx? À 
Ici les dérivées sont relatives à une troisième variable #, dont on 
suppose que # et y sont des fonctions données. Il suit des principes 
d’où nous sommes partis, que le 1° membre n’est autre chose que 
parus, 4 CHE 
r , dy , CE . , . ’ 
la dérivée de —, qu’on divise ensuite par dx ; et qu’en considé- 
dx 
rant ces dy et dx comme des fonctions def, on peut poser (n° 729, 3°) 


dy d°y 
se Mar) es a (0) 


da? due Sd Med 


en 


en sorte qu’il est bien facile de retrouver les équ. (D), (E)...., et 
même de les conserver dans la mémoire. 


Des cas où la Série de Taylor est en défaut. 


735. La formule (4, n° 699) peut ne pas être vraie, quand on 
mettra pour + un nombre a; car y — fx, devenant f{a + h) lors- 
qu'on change x en a + h, il se pourra que, x étant engagé sous des 
radicaux, la valeur a + k, qu’on mettra pour x, laisse sous quel- 
que radical, parce que les constantes de la fonction f auraient dé- 
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truit a : ainsi h aurait des puissances fractionnaires. On sent d’ail- 
leurs que f(a +- h) ne contenant d'autre variable que h, n'est pas 
toujours développable suivant les puissances entières et positives 
de h. C’est ainsi que cot k, log k.... ont des exposants négatifs pour 
h, puisque k — 0 les rend infinis. 


Soit y= y x +1/( (æ — a)h; pourz —athona 


ah += Vote té- en LES Mi ce 


De LOUE are r Lx, donne + /(a (a-Lh)...ou es *? 


er + y x devient h == ya ce —— Ru ; 7 


Jusqu'ici nos règles ont été sans exception, parce que x a con- 


servé sa valeur générale ; mais quand nous voudrons appliquer ces 
règles à des cas particuliers où x sera un nombre donné, il se pourra 
qu'accidentellement on tombe sur une exception du théorème de 
Taylor ; il convient de trouver des caractères qui annoncent cette 
circonstance , et d'apprendre ce qu'on doit faire alors pour trouver 
la vraie série de fa L h). 

736. Ordonnons , suivant h, le développement de f(a Æ h) ; m 
étant la moindre puissance fractionnaire de L, comprise entre les 
entiers let/l+ 1;ona 


a+ h) = 4 + Bh + Cle + Dh... Lh + Ma... 


Si m est négatif, Mh” est le 1* terme de la série. 4, B, C.... sont, 
en général, des constantes finies et inconnues. 

Puisque cette équ. a lieu, quel que soit k, prenons les dérivées 
relatives à cette variable : 


P (a+h)=B+92Ch+5Dhk.... + Lhl-i + mMhm—1.….…. 

fl'(a+hk)=2C+2.5Dh... + (I — 13) Lhl—2 + mm —1) Mam-2….. 

f''(a+h)=2.3 D. HUE 1) 9) LR +-m (m —1)(m—2) Mm--s... 
ec... 


En faisant À — 0, on trouve 


A=fa,;, BIS O0E=SF 0, D=Ff'n... 
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Les coefficients 4, B.... L sont donc les valeurs que prend /x et ses 
dérivées, lorsqu'on y fait 4 — a, précisément comme dans la série 
de Taylor, Mais à chaque dérivation, le 1% terme disparaît, parce 
qu'il est constant ; à la /° dérivation, on obtient Z; à la ({ + 1), 


ona  fÜH)(aLh)—m(m— 1)... Mami LE... 3 


et comme # est une fraction 7 /L 1, ce 1° terme a un exposant 
négatif, et À — 0 donne fÜ+#H1) & — co . À partir de y), toutes les 
dérivées sont de même infinies, parce que cet exposant reste sans 
cesse négatif (n° 708, 2°). 

Donc, 1° si la valeur x — «a ne rend infinie aucune des fonctions 
y YY/..., le développement de Taylor n’est pas fautif (n° 699). 

2° Si l’une des fonctions y, y’, y”... devient infinie pour x = a, 
toutes les suivantes le sont aussi; le théorème de Taylor n’est fautif 
qu’à partir du terme qui contient la première dérivée infinie; h reçoit 
en ce lieu un exposant fractionnatre. 

3° Siyest infini, y’, y’... le sont aussi, et À a des puissances 
négatives. 

4° Pour y — x”, comme la dérivée de l’ordre n est de la forme 
Azx”"—*", qu'aucune valeur de x ne rend infinie, si ce n’est x — 0, 
quand » n'est pas entier et positif, on reconnaît que la formule du 
binôme (x + h)" n'est jamais fautive (ce cas excepté). On en dira 
autant des séries de a”, Log (1 + x), sin x et cos +. 

737. Il reste à trouver le développement qui doit remplacer la 
partie fautive, quand ce cas existe : à cet effet, changez x en a+ 
dans fx, et faites le développement de f{a  h) à l’aide des séries 
connues. Par ex., 
y—=c—}(x — b)y/ (x — a) donne y = 3, 

Ve —à 


æ— a rend y'infini; donc y”, y”... le sont aussi, et À doit avoir un 


exposant entre 0 et 1 dans le développement de F = f(a + h) : le 
1° terme est y — c. Qu'on HÈNRE en effet x en & —E À dans la pro- 


posée, onaP= 6 + NE Re 
Soit encore y—c—+x—Ei(x — b) LR ; 


d'où ÿ =1+(@— 0) +3 (D y (x—0) 


% — à) Aer er. 
LT SR re. 
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æ = a donne y — c La, y — 1; les autres dérivées sont infinies. 
Le développement de f (ah) commence par (ce + «) + h, les autres 
termes ne procèdent plus selon k’, h°.... En effet, mettons a +- h 
pour #, y devient 


L 5 
F—(c+La)+h+(a — b}h* + h*. 

738. Lorsqu'on a trouvé les divers termes non fautifs de la série 
F, pour obtenir les suivants, retranchez de f (a + h) la partie 
connue, le reste étant réduit, sera une fonction S de h, qu'il s'agira 
de développer en une série qui ne procède plus selon les puissances 
entières de À. 

Soit À la valeur de S pour  —0; on a S— 4 + Mh”, m étant 
la plus hante puissance de h qui divise $ — 4, afin que le quo- 
. S — À Rs és 
tient ST TT nul, ni infini, pour À — 0. Cette condi- 

L 
tion fera connaître le nombre m", et la fonction # de h. De même 
on fera k — 0 dans Æ ; et B étant la valeur que prend alors M, on 
posera M — B + Nh", et l'on trouvera n et N'; et ainsi de suite. 
Donc, 


S— A Bh" + Ch"+" L Dhm+n+r,, 


sera le développement demandé. Si S$ doit avoir des puissances 
négatives de », on fera 4 = k'—", et l’on développera selon k’ ; on 
changera ensuite les signes des exposants de k’ (voyez les fonct. 
analyt., n° 11 et 120). 

739, Examinons ce qui arrive, lorsque + — a chasse un terme 
P de la fonction fx ; P a pour facteur quelque puissance » de x — a 
{n° 520), ou P — ©Q (x — a)”. 

1° Si mest entier et positif, la dérivée m° contient un terme dé- 
gagé du facteur x — a, puisque l’exposant s’abaisse successivement 
jusqu’à... 2, 1, 0; ainsi le facteur ©, qui a disparu de tontes les 
dérivées, reparait dans la #° et les suivantes : le théorème de 
Taylor n’est pas fautif, et 1l ne se présente ici rien de particulier. 
Soit y—{(x — a} . (x — b) — ax ; ona 


= — 0 -—2a ,. h — bh +R. 


2° Quand » est une fraction comprise entre l et ! + 1, 
l'est — où > 1. x — a fait disparaitre Q de toutes les dérivées ; 
celle de l’ordre / + 1 prenant le facteur (x — a)"—!"-*, l'exposant 
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est négatif, la dérivée infinie, et la série de Taylor fautive à partir 
de ce terme; et en effet, puisque le radical indiqué par (æ — a)” 
disparaît de toute la série, et reste cependant dans f(a + 2); les deux 
membres n'auraient pas autant de valeurs l’un que l’autre, si 4 ne 
prenait ce même radical. 


e 
Ainsi y = a (x —b)(x— a). 
5 T 
donne F = & + 3a°h + 8ah + (a — b)h° HR +R. 


Voyez aussi les exemples, n° 733 et 737. 
3° Si m est négatif, P et toutes ses dérivées, ayant x — a au dé- 
nominateur, sont infinis pour + — 4, et le développement de Taylor 
étant fautif dès le 1° terme, À a des puissances negatives. C’est ce 
qui arrive pour 
x? 


y — 5 d'où F—wh1+2a+, 


Vi) 


z 3 


pes 10) +0 


740. Supposons que x — a fasse disparaître de y un radical qui 
subsiste dans y’, c’est-à-dire que la 1"° puissance de x — a soit fac- 
teur de ce radical : pour x — a, y’ se trouve avoir plus de valeurs 
que #ÿ, à cause du radical, qui n’existe que dans y’. En élevant 
léqu. y — fx à la puissance convenable, on pourra détruire ce ra- 
dical , qui n’entrera plus dans l'équ, 3 — Æ{x,y) — 0. Prenons la 


dérivée (n° 724) Te — dy : y —0, et substituons & pourx, et pour 


y la valeur unique dont il s’agit ; les coefficients deviendront des 
nombres 4 et B, savoir, 4 By —= 0. Mais par supposition, y'a 
au moins deux valeurs correspondantes « et B, savoir, 4 + Ba 0, 
À + BB —0; donc B(a — B) = 0, ou B=— 0 et 4 — 0, puisque 
à est différent de 8. Donc notre équ. dérivée de z — 0 est satisfaite 
d'elle-même et indépendante de toute valeur de y" : 


dz dz we, 0 
die 0, PÉTN y 0: 


Passons à l’équ. dérivée du 2° ordre (n° 726), qui a la forme 


d | 
à: JU + My? +ANy +L=0; 
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le 1° terme disparaît ; et cointie #, A et Z sont des fonctions de x 
_el y Sans radicaux, l'équ. My? + 2 Ny LL = 0 ferä connaître 
les deux valeurs de y’, attendu que Æ, Net L sont dés constantes 
connues : à moins qu'il ne dût y avoir plus de deux valeürs de y, 
contre une de 4, pour # — a; car M, N et L devraient se trouver 
nuls ensemble, et il faüdrait recourir à l'équ. du 8° ordre. y” et y” 


ve : : , dz 
s'en iraient, parce que leurs coeflicients étant 3(#y° + N) et mn 
U] 


qui sont nuls, y’ entrerait alors au cube. 
En général, on doit remonter à une dérivée de l’ordre du radical 
que + — à chasse de y. 


Soit, parex.,  y—x—+(r— a) (x —b), 
a 


EE De ni 24 Ant. / De n VABETS 


x — a donne y = a, èt yÿ —1 +y/ (a —b). Mais la proposée re- 
vient à 


(y — x) —=(x — a). (x —b); 
d'où {y — x)y —2{(y — à) + (x — à) (3x — 2b — a). 


Chaque membre devient nul quand & = y — 4. La dérivée du 
2° ordre est 


GS PES 8x a —— b, 
qui donne (y — 1) — a — b, et la même valeur de y que ci- 
dessus. 


3 
De même,y—(x—a).{(x —b), donne y =0, y —= V/(a—b), 
quand æ = a. Mais si l’on chasse le radical, et qu'on prenne les 
dérivées des trois premiers ordres, 
p= (& —aÿ(x—b) 
Syy — (x —a) (4x — 8b — à), 
YY + y = (2x —a) (x — a — b), 
YY! HGyyy LIyS = 0x — Ga — 2b. 
æ = a et y== 0 satisfont aux trois premières équ., et la 4° donne 


p PA Pe< 7 RE + 
ÿ = Va — b, comme ci-dévant, 
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Si le radical disparaît de yet y', mais reste dans y”, (x — a) est 
facteur de y et y', qui ont un égal nombre de valeurs, tandis que y” 
en a davantage, pour # — a. Si donc on fait évanouir le radical de 
la proposée y — fx, et qu’on cherche y” à l’aide de la dérivée du 
2e ordre de l'équ. implicite z— 0, elle devra donner y” =—£, comme 
se trouvant satisfaite d’elle-même. Da passera aux dérivées D°,.492 
qui seules peuvent faire connaître 7”. | 

On raisonne de même quand (> — a) est facteur d’un radical 
dans y — fr, etc. 

Par eEGuPles Tr œ À (x — a) xx, quand x — «a, donne 
y—=a, ÿ =1, ÿ = +2 a: mais la proposée revient à 


(y — 2) = (x — aix ; 
d'où 2(y — 1) ( (y — x) = (x — a) (5x — à), 
y — 1} + y" (y — x) —2(x — a} (6x — 2a), 
Sy" (y — 4 +Y" (y — x) = 6(œ— a) (57 — 8a), 


8" + My y — D) + y (y — 2) = 12 (5x — ha). 
Quand x = a, on trouve y —= a ; tout se détruit dans l’équ. du 
ler ordre ; celle du 2° donne y — 1; la suivante est 0 — 0, et 


enfin la dernière donne y” = +2 a. 
Limites de la Série de Taylor. 


741. Prenons un terme 4k* de la série f(a + h), « étant positif; 
ce terme et tous ceux qui suivent ont une somme de la forme 
h*(4 LL Bhf) (n° 738). Or, 4 —- Bh° se réduit à À lorsque k est 
nul, et croit par degrés insensibles avec le facteur L : si h est très- 
petit, 4 l'emporte donc sur Bh°. Ainsi, on peut prendre h assez petit 
pour qu’un terme quelconque de la série {a + h) surpasse la somme 
de tous ceux qui le suivent. 

742. Quand a croît et devient a  h, fa peut être de nature à 
augmenter ou à diminuer, À étant positif. Dans la serie 


f({a+h)=fa + hfa.... 
comme on peut prendre k très-petit, le signe de f’a détermine celui 
du développement de f{(a 4 h) — fa; si f'a est positif, fa est donc 
croissant ; le contraire arrive quand fa a le signe —. C’est ainsi que 
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sin a croît jusqu'à 90°, pour décroitre ensuite, parce que la dérivée 
cos a est positive dans le 1er quadrans, négative dans le 2°. Donc, 
si fx reste positif depuis x — à jusqu’à x = à - b, sans devenir 
infini, {x va croissant dans toute cette étendue. 

Que dans f'(a + h) on fasse croitre À de zéro à b, etquea hp 
et a —- h — q soient les valeurs qui donnent le moindre et le plus 
grand résultat : 


fa+h)—fr, fa—f(a+b) 


seront positifs : or, ce sont les dérivées, relatives à À, de * 


fa+h) — fa —hfp, fa+hfa—fa+h). 
Ces fonctions doivent donc croître depuis k = 0 jusqu'a k — b; et 


comme À — 0 les rend nulles, elles sont positives dans cette éten- 
due , ou 


fa+h>fathfp et <fa+hfq; 

ce serait le contraire si À était négatif : donc f(a L h) = fa + un 
nombre compris entre Afp' et hf” q, c’est-à-dire que si l’on borne la 
série {(a L h) au seul premier terme fa, l'erreur est © hfp et €'hfq. 

Admettons maintenant que la série de Taylor ne soit pas fautive 
dans ses trois 1° termes f(a Eh) — fa + hf'a + = hf'a.…. 
Soient pet q les valeurs moindre et plus grande que recoit f”(ah), 
depuis » — 0 jusqu’à À —b; dans cette étendue, les quantités 


f'a+h)—f'r, fa—f'a+h) 


sont positives, ainsi que leurs primitives 


f'a+h—fa—hfp, fatale +, 


puisque k — 0 les rend nulles, I faut en dire autant des primitives 
de ces dernières, qui sont 


fa+h)—fa—hfa— "ftp, fa+hfa+shfa—fa+h); 
donc fla+h) = fa + hf'a + WA, 


* F(x + ) devient Fz, quand on pose æ + k = z ; prenons la dérivée relative soit 
à æ, soit à À, comme z' = 1, elle sera également F'z (n° 712). On peut donc supposer 
F'(x + À) provenue indifféremment de la variation de x ou de 2 dans F(x + A). Ainsi, 
quoique nous considérions ici des dérivées relatives à L, elles se trouvent être les mêmes 
que si on les eût prises pour æ, et faitensuite æ = @. 
MATHÉM, PURES, T, Hi. 22 
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A étant un nombre eompris entre f”p et f/'q. En bornant la série de 
Tuylor aux deux premiers termes , l'erreur est donc comprise entre les 
limites 2h2{”’p et <h£"q. 

En général, si l’on arrête la série de f(a + h) au terme qui pré- 
h" 
152785: 0 
par f()p et f(q, ou par des nombres, l'un plus grand que la 1", 
l'autre inférieur à la 2e de ces quantités : p et q sont les valeurs de 
æ + h, qui rendent f(x + h) le plus petit et le plus grand dans 
l'étendue comprise de k — 0 à À quelconque. Mais il faut qu'au- 
cune des fonctions fx, f°x,... f("x ne devienneinfinie depuis x = «4 

jusqu'à æ — a+ h. 
Et puisque pet q sont des valeurs intermédiaires entre a et a+ h, 


cède »", l'erreur sera comprise entre les produits de 


ht. fo (a ÿ) ., 
l'erreur est Fe Lin étant un nombre convenablement 
L CR SN 1 


choisi et inconnu. On peut donc poser exactement, pourvu qu’au- 
cune des dérivées ne soit infinie, 


satilrates hr, fee kfOU(e+-ÿ) 
Reese, Be 
EUR UNE Gal eut tie 


Nous avons ainsi une nouvelle démonstration de la série de Taylor, 
et nous savons mesurer l'erreur qu’on commet en l’arrêtant à un 
terme désigné, ou obtenir une expression finie qui en soit la va- 
leur. 

Par ex., y = «* donne y) = f" . af; ft) (x LR) =. a+; 
la plus petite et la plus grande valeur répondent à k — 0 et 
k" h” 

2 e 3 .. n 


quelconque. Les limites de l'erreur sont les produits de 


par a° et a°+}, Pour a}, ces derniers facteurs sont 1 et a. 


n x” 


ER h" Î l 
Pour log {x — h), les limites sont + — ms Ct 1" }, 
g (+) ites son x ( : nn) 


Enfin, y — x" donne y) = [mPn]z"-" (n° 478) : l'erreur est 
donc entre ces limites 


h'[mPn] 


12,8.,..n À X [rt et (æ + Aer , Où [mCn]h"(x"—7, Z a), 
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Développement des fonctions de plusieurs Variables. 


743. Soit z une fonction de deux variables indépendantes x et 
Y, 5 —= f(x, y); proposons-nous de changer x en x + h, y en y + k, 
et de développer selon les puissances de ces accroissements arbi- 
traires k et À. Opérons comme nous l’avons fait n° 712 ; au lieu de 
faire à la fois ces deux changements, mettons d’abord x  k pour x, 


sans faire varier y; 3, considérée comme fonction d’une seule va- 
riable x, deviendra 


dz d'z À! d'z 
f(œ + h, no 0 dd 0 V0 de -3g + etc. 


Dans ce résultat, mettons partout y Æ k# pour y, sans changer x. 
D'abord le 1° terme z deviendra 


dz d’z 2? d°z [3 
fes Es TS : ERA STE : 337 ete. 


De même, représentons par #, la fonction de x et y désignée par 


dz 
5; en mettant y — k pour y, w se changera en . . . . . . . 


u $ + + 7 — etc. Ainsi, remettant pour # sa valeur, 
d?z k2 
— = h deviendra et + ——— en hk + ——— drdy Lt +. 
d's .} boire d's . }° ds hk 
dr . nr) evienara da . 9 dedy . ) +5 


ainsi de suite, En réunissant ces diverses parties, on à 


ds ds  k 
f(x rh, y+=s + € PACA Tia gi: 


dy .< 
ds 4h 

pipe u TL ode  M TU 
d’z ds x 

Far 2 Tasdy 20 


ds 
DD AS 
d”+"z km hp 


Le terme général est dy"dz" X (2,3. ,,..m)(2,8....n) 
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Il est visible qu’on aurait pu changer d'abord y en y + k, puis 
dans le résultat x en æ À. Mais par là on aurait obtenu une série 
de forme différente de la première, qui aurait dû lui être identique : 
toutes les dérivées relatives à x auraient précédé celles de y. Il suf- 
fit, pour y parvenir, de changer ci-dessus y en x, et À en , et ré- 
ciproquement. L'identité de ce nouveau résultat avec le précédent, 
donne, en comparant terme à terme, 


d'y, hdi ds, «td EN ONAMNRE 
dydæ  dædy” dydx  dxdy” dydx?  dx’dy? 
dre + LM pe 


et en général ES ——, 
Ce] dy” dz" dx"dy" 


Concluons de là que lorsqu'on doit prendre les dérivées successives 


d’une fonction z relativement à deux variables, il est indifférent dans 
quel ordre on fera cette double opération. 


x? dz D1° dz dr 
Par'ex Me donne 2 2, 
y? dr y? ‘d? Le 
y y y y 
la dérivée de la {'°, par rapport à y, ainsi que celle de la 2e, rela- 
tivement à x, sont également — -_…, 
y” 


Les dérivées du 2 ordre sont 


d?; Gr d°s Gz° 
me » ———_—— 


st OL ASE CHR. 


12% | 
done — —,-est à la fois la dérivée de la 1°e, relativement à y, et la 
y 

MU dz 18x° Aer 

dérivée du 2° ordre de — relativenient à x ; —--- est la dérivée de 
dy y* 

d°z l ; dz 

— par rapport à +, et aussi celle du 2° ordre de —— par rapport 

dy° dæ 

à y; et ainsi des autres. 

744. Puisque x et y sont indépendants dans l'équ. : = f (x, y), 
on peut en prendre la dérivée relativement à + seul, ou à y; dési- 
gnons par p et q les fonctions connues de x et y, qu'on trouve pour 

6 L dz az PET ON ‘ 
ces dérivées respectives , A PME A Mais s’il y avait une 
az ay 


dépendance établie entre y et x, telle que y — ox, ces différences 
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partielles ne pourraient plus être prises à part, puisque la variation 
de æ# entrainerait celle de y. Pour renfermer ces denx cas en un 
seul, on a coutume de supposer que cette relation y = or existe, et 
la dérivée se met sous la forme ds — pdx — gdy (n° 724); mais 
comme on laisse cette fonction g arbitraire, il faudra y avoir égard 
dans les usages auxquels cette équ. sera réservée. Si la question 
exige que la dépendance soit établie, de y —= 9% On tirera 
dy = y'dx, et substituant on aura ds —(p — qy') du. Si la dé- 
pendance n'existe pas, l’équ. différentielle se partagera d'elle- 
même en deux autres : car dz représente la différentielle de z prise 
? : dz ds 
relativement à + et y ensemble, ou TS dæ + D dy; et, comme 


l’équ. subsiste quel que soit #, ou sa dérivée y’, on aura 


dz ds: \ APE: FAN dz 
de 0 de PT AN Far 


— axzydx — axr°di 
—— *——- donne dz — dy 


V (+ y) pete 


Là L2 # 
équ. qu'on partage en deux autres 


ds axy ydr — rdy ds ar 
RE emo re 
wtys PT 7 (w4y) 
x — xd 
3 = arc (tan — ©) donne ds — Me a, 
y ÿ +2" 
3 y dz — Z 


l'où l'on tire dt 2 PAR sd a 
7 # 
pe dW p+e 
Soit en général #4 — 0, une équ. entre les trois variables x, yet 
:; Si l'on a en outre une autre relation 3 — F{x, y), on ne doit 
lus considérer dans la proposée qu'une seule variable indépen- 
lante ; ainsi l’on a (n° 713) 


arce que 3 = (x, y) donne dz = pdx —- gdy. On tirera donc 
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d . | #4. L4 . 
aisément la valeur de de LÀ qui est la dérivée qu’on aurait obtenue 


dæ 
en éliminant z de l’'équ. u — 0. 
Mais s’il n'y a aucune antre relation quê # = 0, on en pourra 


supposer une, pourvu qu'elle demeure arbitraire ; en sorte qué 
notre équ. se partagera en deux autres, à cause que y’ est quel- 
conque, 


du du du du 
de TPde 0 dy tds 


où p et q sont les dérivées où différentielles partielles de z relatives 
à æ et y. C’est, en effet, ce qu'aurait donné l’équ. # = 0, si l’on y 
eût regardé tour à tour y etx comme constants, ainsi qu’au n° 724 ; 
Péqu. (1) est donc la dérivée de # —0, qu’il y ait ou non une autre 
dépendance entre les variables +, y et z. 

Il est inutile d'insister sur les dérivées des ordres supérieurs, et 
ilest évident qu'on pourra différentier chaque équ. du 1‘ ordre, 
soit par rapport à x, suit relativement à y, ce qui en donnera trois 
du 2e ordre : et ainsi des autres ordres. 

On pourra aisément trouver le développement des fonctions de 
3, 4,.... variables suivant les puissances de leurs accroissements, 
puisqu ‘il ne s'agira que de répèter les mêmes opérations D 
pour chaque variable. | 

745. Nous avons dit que la dérivée d'une équ. entre deux varia- 
bles peut servir à l'élimination d'une constante. Il se présente quel- 
que chose de plus étendu dans le cas de trois variables : c’est ici le 
germe du calcul aux différences partielles, devenu si célèbre par 
ses applications à la Mécanique, à l'Astronomie, etc. 

Soit z — ft, t désignant ici une fonction connue de deux va: 
riables, t = F(x,1). Les dérivées relatives à x et y séparément sont 
(n°711) 

LR dz 


dz 
où p — f't XX — vs 


de gr X À: 


AC ere 
la fonction f’# est la même de part et d'autre, et les dérivées 


Lente ASUS PE ; . 0 
PA Ter sont supposées connues en æ et y. En divisant, f? diss, 


dé dt | 
ds Rudi relation qui exprime que | 


parait, et l’on trouve p. 
? dy | 


| 
b 
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£ est une fonction de #, 3 = ft, quelle que soit d'ailleurs la formé 
de cette fonction f. 


Par exemple, z=—=f (x L y) donne 
P=f(+y)X2%, qg=f (+7) X 2; 
d'où PY — QT —= 0. | 


. Or, de quelque manière que 2° - y entre dans la valeur de , 
cette dernière équ. demeurera la même; elle s’accordera avec 


s= log (2°+y), == (x ty), A eg DID 
sin (& + y?) 

D'où il suit que toute fonction de #° — y° doit être nn cas particulier 

de l'équation aux différentielles partielles py — qx= 0. 

_ De même, y — bz— f(x — az), lorsqu'on différeritie séparément 

par rapport à z et +, puis à zety, donne 


—p=(l— a) Xf, (bp aqxf. 
Éliminant f; on à ap + bg — 1 pour l’équ. aux différentielles par- 
tielles de la proposée, quelque forme qu’ait d'ailleurs la fonction f. 


/ ; D T— a 
En traitant de même ? = fl ) ; On trouve 
; 3 — C 3 — C 


8 —C—p (x — a) + Q (y —b). 

Nous aurons par la suite occasion de faire sentir l'importance de 
cette théorie ; nous nous bornerons ici à dire que les trois équ. du 
2° ordre peuvent servir à éliminer deux fonctions arbitraires 
ft; ot, qui existeraient dans l’équ. proposée, etc. 


CHAPITRE If. 


APPLICATIONS DU CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


Développement en séries des fonctions d’une seule Variable. 


746. Faisons x — 0 dans la série de Taylor (page 304), et dési- 
gnons par /, f” f”".... les valeurs constantes que prennent fx, f'x, 
f'x,.... lorsqu'on y met zéro pour x, on a 


fh= fe hf HP LS RP. 
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Il est vrai que cette formule n’a lieu qu’autant que x = 0 ne rend 
infinie aucune des quantités fx, f x... .(p. 332). Changeant ici k 
en #,f',f.... sont indépendants de 4, il vient 


è Li Uei æ° 771 Ca iv 
D AD A mp eg dr ne 


Telle est la formule, due à Maclaurin, qui sert à développer toute 
fonction de x en série suivant les puissances entières et positives de 
z, lorsqu'elle en est susceptible. 

Par exemple, y —(a—+ x)" donne 


y=m(a<k a), J=m(m—l) (ar)... ; 


dou = 0 Din LT == HEUms N)0 D 


ce qui reproduit la série de Newton (p. 11). 

De y—=sin x, on tirey —= cos x, y” —=—sinv, y" —=— cos; 
d'où 0, 1, 0 et — 1 pour les valeurs alternatives de f, f”, f”.... 
jusquà l'infini. En substituant ci-dessus, on trouve la série de sin + 
(p. 226). 

On appliquera aisément Îles mêmes calculs à cos x, a”, 
log (1 zx)....,et, en général, à toute fonction de x. Si l’on prend 

= arc (tang = x), on retrouvera la série N (p. 233) (voy. n° 840). 

747. Si l’une des fonctions f, f’, f”.... est infinie, la formule de 
Maclaurin ne peut plus être employée, parce que la fonction pro- 
posée ne procède pas suivant les puissances entières et positives de 
la variable. Il faut alors, ou la soumettre aux procédés du n° 736, 
ou plutôt lui faire subir une transformation qui la rende propre à 
notre calcul : la supposition de y = x"2 remplit souvent ce but, en 
déterminant la constante £, de sorte que x — 0 ne rende infinie au- 

4 1 


cune des fonctions z, 3, 27. ... 
Par ex., la série de cot x ne peut procéder suivant les puissances 


positives de x, puisque cot 0 —c , Faisons y = —— cot x; d’où 
æ 
æ COS æ 4 
3 = ———, ou, à cause des formules G et 7, p. 228 
sing ; 4 


foucüon dont 6n aura aisément les dérivées successives, qui ne 
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sont pas infinies lorsque x est nul. On trouve f = 1, f = 0, 
Tæ—:i, f”"== 0. 5 d'où 


= l——————,,.,, 


t 2 litre æ° 2° æ7 
D a 1 SIN TOURS DST M SD 
Ce procédé a d’ailleurs l'inconvénient de ne pas faire connaître la 
loi de la série, quoiqu’elle soit mise ici en évidence. 

Nous enseignerons bientôt les moyens d'employer le Calcul diffé- 
rentiel au développement de y en une fraction continue fonction 
de x (voy. n° 875). On en tire même y sous la forme de série, d’a- 
près le procédé de la note p. 162. 

748. On peut appliquer aussi le théorème de Maclaurin aux équ. 
à deux variables. Ainsi, pour m2 — x3 — m, on prendra z', 3"... 
(n° 724), on fera x — 0, et l’on aura 


APT 1 CARS TR 2 — 2 1 
rh HR a st PPT à Ho-21 ST ne) VON 


LA 3 4 
æ x z 
d’où = © + — 
| 8m 81m a 243m 
On peut même développer suivant les puissances descendantes 
de æ. On mettra {1 pour x; et après avoir obtenu la série selon les 
exposants croissants de #, on remettra 37 pour £, et l'on aura celle 
‘on d le. P le ny —- 2y — mr —= 0 f 
qu'on demande. Par exemple, pour my° — x°y — mx°— 0, on fera 
a = 1"; d'où myË — y —= m; on prendra les dérivées y’, y”... 
relatives à #, puis on fera partout £ = 0 ; enfin, on mettra les résul- 
tats pour j, f’, f”.... dans la série de Maclaurin, où £ tiendra lieu 
de x. Ge calcul donnera, en remettant +—* pour #, 


y = — m — mix — Smix$ — 12m) —- Dhmir-12, ,.. 


749. On propose de développer & = fy suivant les puissances de 
æ, y étant lié à x par l'équation 


DT D PU ee ANNE TT 
les fonctions /y et oy sont données. Observons que si, à l'aide de 


l'équ. (1), on éliminait y, « ne contiendrait plus que #, et la for- 
mule de Maclaurin deviendrait applicable. On chercherait alors 
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uuw,u'.:..; puis f, f,f/...., en faisant x — 0. Or, le caleul 
différentiel sert à trouver les dérivées w”, w”.... Sans recourir à 
l'élimination. En effet, les dérivées (n° 711) relatives à x et # de 
l’équ.u = fy, sont 


du dy PE sh 
TE NN ef ie (2 


bu du dy du dy 
er A EMAr PNR 


en éliminant f’#. Or les dérivées de l’équ. (1) relatives à # et à x 


d 
sont —7— X, dy — #, et l'équ. précédente devient 
dæ d& 
du du 
— —= e e e e e 8 
pers po gl (8) 


Nous pouvons tirer de là toutes les dérivées successives de % par 
rapport à x; car prenons-en les dérivées relativement à x et à #, 
nous aurons | 


d'u d’u du du 6; 
de drdé WT de ‘us 
du  d’w FTP 
drdé — dm 7 Maoirre TG die 
ne d° du , du dy ; 
ÉTpoet RE APT ET se y +5) sv 
.. dy dy j né vai | 
mais le ere donc la parenthèse se réduit à 297, et 


le produit par #'y, à 2oy . s'y —= dérivée de y relative à #; ainsi 


— 


du 1, 
d? du du  d (sy) dLém #2) 
gg > — ©; .. (4) 


ET ALL LEE TC LOT T LTUBL & 


ge Ai UE 
Donc, en multipliant une dérivée —— par #°y, et prenant de nou- 
dé 
veau la dérivée de ce produit par rapport à #, on passe à la dérivée 


| du | 
de l’ordre suivant. Maintenant représentons ne: y par v, hôus 
€ 
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d2# do ; : x , . 
rod enter et d'après la règle qu’on vient de trouver, 
du y) 
do de “77 dx d°v 
dr de » PS das — “dedt ? 
. fde: 
du 4 e #4 ) | 
donc eh end nb ex mon ec ce ef 0 b vûl 6) 
du 
th dé 
ù diu d É ? y) 
RO re, ce Cr de le ANNE SETRUTARNE LL (D) 


et ainsi dé suite ; la loi est manifeste. 

Faisons maintenant # — 0 dans la fonction fy qu'on veut déve- 
lopper, et dans ses dérivées successives, pour obtenir les expres- 
sions qui ont été désignées par f, f', f'.... dans la série de 
Maclaurin (n° 746) ; l'équ. (1) se réduit à y = t, d’où fy = ft, 
TL (équ. 2) devient f'y ou ft; ainsi Le = fit . gt (equ. 6); " 


Tr? 
d(f't.ot) d‘# ,__ d'(f# oi) 
ur (8 di 


devient qu. À), à au mr ur ts LC 4); etc., et 


on a enfin, les accents désignant des dérivées prises par rapport à é, 


x? æ FT 
fy = ft + ot . f't + (et. ft) +33 (pt. ft)" + etc. 


Telle est la formule de Lagrange (voy. Méc. cél., t. T, p. 177). 
Si fy est — y, d'où f'y = 1 = f't, on a simplement 


2? , a À 
piton (ps + (PT ete 


Soit demandée la valeur développée de uw = y”, en supposant 
y = t + xy". Comparant à l'équation (1), on a 


ft ==", ft HM gt — {", otf't PETITE À 


PORN, lo LR DIT la n« à 
L'On— 1 
d'où ÿ" = 14, + moi Leon . Parme DER Re 


On aurait aussi la valeur de y", dans le cas où l'équ. (1) serait 
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remplacée par & -L By — yY" — 0 ; il suffirait de faire ici 
CE e REP ÈNRE 

750. En faisant ci-devant x — 1, on trouve le développement 

de fy, lorsque y = # + y, 
{y = ft + ptf't - L(v4.ft) + = (ot «f't)" +. ste 
On tire de là la puissance » de la moindre racine y de l'équation 
y = t + yy, en faisant fy— y", ft", ft nt; 
= nfgt. ni LE (os. ar) EE (8e 

Les traits indiquent des dérivées relatives à 4 ; on ne met pour # sa 
valeur numérique, qu'aprèsles calculs (voyez Résol. numér., uote XI.) 

Par ex., l'équation y — By + «x — 0 est ramenée à la forme 


y —=t + oy en posant 
* 2 
pt=— 5 F, = PH, QE PT rte Hi 


prenant les dérivées convenables, on trouve enfin 


-(GDe6h (ee sA)] 


terme général (2) k = p. 4 [(2i + À re 1) CG (à dti 1)] x (2) | 


Pour avoir la puissance # de la plus grande racine y, il faudrait 
changer y en y=!; c'est-à-dire remplacer, dans le résultat, « par, 
9 par a, et y" par y”. 

751. Lorsqu'on veut la 1"° puissance de y, l'équation étant 
y =t + oy, on fait ci-dessus n — 1, 


He GC ETS OO CA TE 
Cette suite s'applique surtout à la méthode inverse des séries, qui 
consiste à tirer la valeur de y de l’équ. & + By + y +... —0, 
qu'on réduit à la forme y — # - y, en posant 


2 2 } LG 5 
Luc: MANVGR Jen AE Rad 208 2-5 ui 
Pa B L? 
il vient enfin 
a y , cd ads 2aty | Sañod L7205 


Hosts (8) anal Fa dés el Bt pds lee ie B? …. 
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Sur la Résolution des Équations. 


752. Démontrons de nouveau plusieurs théorèmes sur les équa- 
tions. 

I. Soit y une fonction de x, qui admet les facteurs (x — a)", 
(æ — b}"...., en sorte qu’on ait 


y—={(x— a)". (x — b}.... X P, 


P ne contenant que des facteurs du 1°" degré inégaux; prenant les 
log. des deux membres et leurs dérivées, on trouve 


ÿ =(c—a)"—"(x—b)"....[mP(x —b)...+nP(x—a)....etc.] 


Ainsi, la fonction de x proposée a (5 — a)" {x — b}1,.,, pour 
plus grand commun diviseur, avec sa dérivée, ce qui reproduit le 
théorème des racines égales (p. 55). 
IT. La dérivée de 1 (cos # + sin x. }/ — 1), est (n° 719) 
— sinz+cosr.l/ —1 
cos + E sin æ .}/—1 
est aussi la dérivée de xy/ —1, donc (n° 808) 


l(cos x Hsinz. —1)—=+ry/—1. 


Comme cette équ. duit avoir lieu quel que soit x, on n’ajoute pas 
de constante arbitraire 4, puisque x — 0 donnerait 4 — 0. On en 
conclut le théorème (1, p. 232), d’où il sera aisé de tirer les for- 
mules À, L, M, et par suite les facteurs de 3” Æ a” (p. 126). 

LL, L'équ. 2” — pr"... Lu —0, étant décomposée en ses 
facteurs simples (x — a) (x — b) (x — c)...., les log. de ces deux 
fonctions de x sont identiques ; d'où 


M Lpan E....)=l(s—a)+l(c—0b)+..…..; 


et prenant les dérivées de part et d'autre, on retrouve l'équ. de Ja 
page 148, et par suite le théorème de Newton sur les sommes des 
puissances des racines, qui forment une série récurrente dont 
l'échelle de relation est — p, — q...., —u. 


, Qui se réduit à Æ /— 1. Or, p/ —1 


IV. x désignant une fonction rationnelle et entière de x, soit k 
la partie approchée d’une des racines de l'équ. Fr = 0, et y la cor- 
- rection qu’elle doit subir ; d’où x = +- y, et 


F(kLy)=Fh+yER + pr +... = 0 
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Lorsqu'on néglige 4, y°...., attendu que y est une petite quan- 
tité, on trouve la méthode de Newton (p. 77). 

En ne négligeant aucun terme, on peut tirer la valeur de y de 
cette équ., à BE de la série n° 751. On y fera a— —Fh, B=— FL... 


Fh ! 
et posant, pour abréger, z — FE qui est la première correction 
én signe contraire, il vient 

z° 7 23 
y = TT Fr . . 


NE RON ENT 


La racine cherchée, ou À Æ y, est donc 


æ? F''} 23 F''"'k F"'E 
Be k sms on Run l'on ne 
2 RU A Fas É (x) ]+. 
C’est ainsi que de l'équ. 4° — 2x — 5, on tire 4 — 2,1 pour valeur 
approchée de l’une de ses racines (p. 78); or 


Fh—R5—9h—5— 0,061, F'h— 34—2— 11,98, Fh=6k— 19,6; 
‘eh pry6 F'k 1960 
PRIS LUE CITARN 

et _æ—92,1—0,00543188 — 0,00001655 — 2,09455187. 


donc Z — 


Sur les Valeurs 0, =, 0 X æ , etc. 


753. Nous avons dit (p. 39, 2°) que quand x = a change une 
fraction proposée en ?, z — a est facteur commun des deux termes, 
et qu'il faut la pr de ce facteur, qui pent y entrer à des puis- 
sances différentes. Le calcul différentiel donne un moyen facile 
d'atteindre ce but, et d’avoir la valeur de cette fraction, dans le cas 
de x = a, valeur qui est nulle, ou finie, ou infinie. Changeons x en 
æ + h; la fraction proposée 


P P' EURE eh re 
Sr sre pu md NAT NE tn sm aa (ff 
Q O0 + hQ + + KO ere 
faisons ensuite x — & : P et Q sont nuls ; on divise ensuite haut et 
bas par k, et l’on a 


LL D 2 
X ATRQ EN, TO 


pe dt hi à pes 


mjJmiwls 
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quand  — 0 ; les suppositions de x — a et k — 0 reviennent à 
. ’ . |. à P 4 “, . 
avoir changé x en a. Ainsi, lorsque x = a, — — Pr S'ilarrive que 


P' ou ©” soit encore = 0, la fraction est done nulle ou infinie ; et 
si P” et Q” disparaissent ensemble des développements (4), il faudra 
, 

les diviser par +4 et faire 4=— 0 ; on aura, pour + — a, o — de ; 
et ainsi de suite. 

Donc, pour avoir la valeur d’une fraction qui devient 2 lorsque 
x — a, on différentiera le numérateur et le dénominateur un même 
nombre de fois, jusqu'à ce que l’un ou l’autre ne devienne plus zéro 
lorsqu'on mettra à pour x. 1l ne faut pas craindre que toutes les dé- 
rivées P’, Q', P”, Q".... soient nulles, car alors, quel que soit h, 
on aurait f(a + h) = 0, ce qui est impossible. 

754. Voici quelques exemples de celte théorie : 


I. Là somme des » premiers termes de la progression 


a" —il : 
Jet a a... est = (n° 144); si x — 1, cette 


. T _—. 


o 
o 


fraction devient ? ; prenant les dérivées des deux termes, qui sont 


_nz"-tet 1, puis faisant # — 1, il vient # pour la somme cherchée, ce 


| 
| 


qui est évident. 


NC ac? — Qacx | ; 
II. Soit RES qui devient — pour LT = C; les 
æ — cx c 
8x. ’ OT — ucC : 
dérivées du 1°" ordre donnent encore PRET F Thu 23 il faut pro- 


? s | ER . (42 , 
céder à une nouvelle dérivation, et l’on a Gr Il a fallu deux opéra- 


| tions successives, parce que (x — c)° était facteur commun. 


LS — ag? — x — a 


a? — ? 


III. De même donne © pour x — a ; les dé- 
o P 


rivées des deux termes sont 37? — Dax — a°, et 2x : la 1"° est nulle 
2 2 


quand x = a; zéro est donc la valeur cherchée, ce qui vient de ce 


que le facteur du numérateur est (x — a), et que celui du dénomi- 


| nateur est (x — a). Pour la même fraction renversée, on aurait 
| trouvé l'infini, par une raison semblable, C'est ce qui arrive pour 
æ = à dans 

az — 2° , 


a — Dax + 2ar — 24 
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IV. x = 0 rend TE 2 ; les dérivées donnent 
D rar Ho 1. 1} 2] ()- 
1 b 
V. Pour y — ar AN a dans le cas où l'arc x est le 


sin æ + cos x — 1 
quadrans, on a 
— COS 7 — sin æ 


grele  RANNE ns 


COS ? — sin 


x — 4) — a/ (a 
VI. Quand x — a, PA TT AE A devient ? : les dé- 


î 


a — | (ax) 


rivées des deux termes donnent 


VII. On verra de même que x = 1 donne £ pour 


LOU RU MN LU PORN dx de AO 7 


1— y (27 — 1°) 1 — x +ix 
755. La méthode que nous venons d’exposer cessera d’être ap-. 
plicable si le théorème de Taylor est fautif dans l’ordre des termes 
qu’on est obligé de conserver : ce qu’on reconæaitra aisément, puisque 
l’une des dérivées auxquelles on sera conduit deviendra infinie. 
Alors il faudra changer x en a - A dans P et ©, et effectuer les dé- 
veloppements (n° 738), en se bornant au 1% terme de chacun. On 
P ARyehmte 2 

QUE = ——————— 
Bh" + .... 


On divisera les deux termes par la puissance la plus basse de h, et 


, Mmoun étant fractionnaire ou négatif. 


À het, 
l'on fera À — 0. Sim — n, on a la valeur finie 7; la proposée est 


nulle ou infinie, suivant que m est © ou < n. 
I. Soit ; & — «a donne =? , et il est inutile de recourir 
(tv — a) 

aux dérivées des deux termes, puisqu'elles deviennent infinies 
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(n° 739, 2°), Faisant > = @ — h, on trouve pour 4 — 0, 


(2ah + 4° = Gen" 
1° 
LL. Vr—-Va+y(r— 
 (&° — a’) 


æ—= ah; nous avons 


3 
= (2a)'. 
li asviètitis 2 pour + — a; faisons 


Li ï 
—_ _ — 
)* 2 


(a+ h) — SL h Li 


(2ah + 4° h° (2a + h) Aa 
en développant par la formule du binôme, divisant haut et bas par 


h* , et faisant ensuite k — 0. 


| Dane dV GB +Ey(&— 0) d 
III. Pour z— c dans SE FTP APT NN PAP on met 


tra c À pour x ; on pourra même employer la formule de Taylor 
à la recherche des termes provenus de (x — c) y/(x — b) et 


V/ (x + c), pour lesquels elle n’est pas fautive (n° 739); on aura 


VhHRY (—D +... 
x VER pan 7e Lan 


h— 0, on trouve 1 pour la valeur cherchée. 


3 
IV. (22 — a) L x — a be h + (ah) … 
(za) — 1 "3h 8h. . 
æ en a + h, et PArAIUPRR RES divisant ensuite haut et bas par 4, et 
faisant À — 0, on a < pour valeur de la proposée quand 5 = a. : 
756. Lorsque # — a donne à un produit P X Olaforme0X © , 


3 divisant par /h et faisant ensuite 


D en changeant 


1 U 
on met pour @ une valeur TÉ telle que R soit nul pour + = a; 
MAP. UN 
alors on a la fraction 7% qi devient 2. Par ex., 


NT (1 — %) . tang (+ TT), 


1 
est dans ce cas quand x — 1; comme tang = ——, 0n a 


MATHÈM, PURES. T. I. 25 
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1— x 2 à "Ro 
she der EtD cages M traitant cette fraction par les règles 
prescrites. 


Quand 5 devient _ , P et Q ont la forme #, R devenant nul 


pour # = a; ainsi la proposée rentre dans le cas de 2. 


Soit, par ex., P=— tang ë à ” tt 0 TON LE 1 (FANS 


d(& — vw)" 


: : co . 1: à F 
tion 7 devient =-lorsque x — a; mais elle se change en 


4 


P a(x? — a° 2a° 4a 
—— —= ( ) 9 d’où a Se PS os cé) 
O 5 DeR Her T 
æ? COt | —.— 
2 a 
Enfin, si l’on a c — © pour x — &, on transformera l’expres- 
1 O— P 


À 1 
sion en d P et Q étant nuls, ou , Qui rentre dans ce 


PO 
qu’on vient de dire. C'est ainsi que x tang x — = 7 séc +, dans le 
cas où x — 90°, devient 

æ SIN © — <r | æ cos æ + sin x 
DEEE SRE RE + hi dune LE — — À, 
cos æ — sin # 


Des Maxima et Minima. 


757. Lorsqu’en attribuant à x différentes valeurs successives 
dans une fonction y — fr, elle croît d’abord pour diminuer ensuite, 
on donne le nom de maximum à l’état de la fonction qui sépare les 
accroissements des décroissements ; et si fx diminue d’abord pour 
croître ensuite, le minimum est la valeur qui sépare ces deux états. 
On dit donc qu'une fonction fx est rendue un maximum ow un mi- 
nimurm par la supposition de x = a, lorsqu'elle est plus grande dans 


le 1° cas, et plus petite dans le 2°, que les valeurs qu’elle aurait en 
prenant pour x deux nombres, l’un © à, l’autre <° a, IMMÉDIATEMENT. 

Ainsi, pour juger si /à est un maximum où un minimum, il faut 
que {a+ h) et f{a — h) soient tous deux > fa, ou tous deux < 78, 
quelque petit que soit ». Mais 


fath)= fa + hf'a —- j'a + etc.- 
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Dans cés développements, on pourra toujours prendre À assez petit 
pour que le terme /f'a l'emporte sur la somme de ceux qui le sui- 
vent (n° 741), en sorte que le signe de Af'a sera celui de torité la 
suite à partir de ce terme. On aura donc f(a + h) = fa + «h; 
fa ne pouvant pas être compris entre ces denx valeurs, n’est ni 
maximum ni minimum : ainsi, il faut que f'a — 0: Pour trouver les 
valeurs de x, qui sont seules capables de rendre fx un maximum ou 
un minimum, il faut donc résoudre l'équation y = {x = 0. | 
Alors nos développements sont 


f(a+Hh)= fai hkfa+kihf"a+k.... 
Si fa est positif, on voit que f(a + k) — fa + ah ; d'où il suit 


qu'il y a minimum : on à un marimum quand f''a est négatif. 
Mais si fa —0, 
4 


fa+h)= fa +ihf"a+Z hMfa +... 


et l’on retombe sur un développement semblable à celui du 1e" cas, 


d'où il résulte qu'il n’y a ni maximum, ni minimum, quand fa 


n'est pas nül : et si fa — 0, fa est négatif pour le 1°* de ces états, 


et positif pour le 2e ; et ainsi de suite. 

Après avoir trouvé les racines de l'équation x — 0, on substituera 
chacune dans 1x, {'x..., jusqu’à la première dérivée qui n’est pas 
nulle : la racine à correspondra à un maximum si cette dérivée est de 
signe contraire à celui de fa, et à un minimum si les signes sont les 
mêmes ; mais il faut que cette dérivée soit d’ordre pair, car sans cela 
la racine a ne répondrait ni à un maximum, ni un minimum. 

758. Présentons quelques exemples. 


I. Poury = (2px), on ay — “Fun cette quantité ne pou- 
V (2px) 
vant être rendue nulle, la fonction j/ (2p+) n’est susceptible, ni de 
maximum, ni de minimum. 

IL. y— b — (x. — a) donne y = —.2 (x = a) = 0, d'où r = 4, 
ÿ!—= — 9; ainsi x — a donne le maximum y — b, puisque y” est 
négatif; c’est ce qui est d’ailleurs visible, 

ÿ = b + (x — a) a au contraire un #inimum. 

En général y = X (x — a)" = 0 donne + — 4, 


g 
ÿ!=[X' (x — a)HnX](x — a)—',y" = etc. 


Jl sera facile de voir que x = 4 donne un maximum ou un mini 


25° 
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mum, suivant que X devient par là négatif ou positif, pourvu que 
n soit impair, 


UT, Soit y — ;onen tire (n° 706 et 705), | 


x 
1+ 7° 


pot 2 ri éngrli-HP eur) 


AROTE mr NE rs (A+) 
y —0 donne —+Hl; mais alorsy—++ ety” = ++; doné 
— l'répond au maximum =; et x — — 1 au minimum — =; où 
plutôt au mazimuin négatif, puisque nous sommes convenus de re- 
garder les quantités comme plus petites quand elles sont plus avan- 
cées vers l'infini négatif, 
IV. Pour y — 2mxy + x — «, on trouve (n° 724 et 705) 


R MY — À 2 2my — y? — 1 
int PE UT PANNE es MELUN ÉRNRNEE SR »., 


y = 


AM 
ymx y — MX 


y'—= 0 donne my — » ; éliminant + et y à l’aide de la proposée, on 
trouve 

+ MA, + a F 1 
RU. AUTRE SUR CR AU DE D 7 VIPP ARRET Pre 

AL , 2? 1 

y (1 — n°) s y (1 — n°) , ay/ (1 — #°) 
on a donc un maximum et un minimum. 

V, Pareillement 2° — 3avy + y —0 donne 


T —= 


ann AY EE LA y" = 2(ay' + AT lets yy"°) k 


2 7? 2 S 
Ya eOn y — ax 


3 
on voit que æ— 0 répond au minimum y — 0, et x = a / 2 au 


maximum y—= a //4 (voyez p. 382 ct fix. 47). 

VI. Partager un nombre & en deux parties, de sorte que le pro- 
duit de la puissance »# de l’ane, par la puissance n de l’autre, soit 
le plus grand possible, En prenant x pour l’une des parties, il faudra 
rendre un maximum la quantité 


y — 94 (a #28 m)".: 
d'où y — 2" (a — x)" [ma — x (m—n)|, 


= a" (a — 2)" [(m en — 1) (m + n) x — etc.]. 


na - À * 
y = 0, donne #0, x = a et r — ; cette dernière racine 


m+n 
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wi e a tried 
convient au maximum quiest mn" 5) ; les deux au- 
m n 


tres répondent à des minima quand m et n sont pairs. 

Pour partager un nombre a en deux parties dont le produit soit 
le plus grand possible, il faut en prendre la moitié (n° 97, 8). C’est 
ce qu’on voit quand m—n = ]. 

VII. Quel est le nombre x dont la racine 2° est un maximum? On 
a (n° 720) 


x il à 
VSrr, Ph, CAES dree host 


le nombre cherché est donc la base des logarithmes népériens, ou 
072 2,71028:,,4. 


VIII. De tontes les fractions quelle est celle qui surpasse sa puis- 
sance »° du plus grand nombre possible? Soit x cette fraction ; 
ON ay—=x—x", 


Di— 1 


1 
y—=1l—mz"-1=0, d'oùx =\/ Di 
mn 


IX. De toutes les cordes supplémentaires d’une ellipse, quelies 
sont celles qui forment le plus grand angle? En désignant par a et 
b les demi-axes , & la tangente de l'angle que l’une de ces cordes fait 

ae ne. 
a(a? — b)° 


’ RER à 72 ? s . 
c'est cette quantité qu'il s'agit de rendre un maximum par une-va- 


avec les x, l'angle des cordes (n° 409) a pour tangente 


leur convenable de «, ou plutôt (en négligeant le diviseur con- 
stant a? — b°) 

: : 

y —= a —+- Eat d'où y = a? — des 0, « asp Re 

œ a a 
donc les cordes dont il s’agit sont dirigées à l’une des extrémités du 
petit axe : leurs parallèles, menées par le centre, sont les diamè- 
tres conjugués qui forment le plus grand angle possible : ces dia- 
mètres sont égaux (voy. p. 405 du 1er vol.). 
‘ X. De tous les triangles construits sur une même base a, et 
Isopérimètres, c'est-a-dire de même contour 2p, quel est celui dont 
l'aire est la plus grande ? On a (n° 316, 111) 


g=p(p—a)(p— x)(a + x—p), 
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en désignant l'aire par y, et l'un des côtés inconnus par x ; car le. 


3e côté est 2p — a — x. Pour rendre y? un maximum, prenons les 
log. et la dérivée, nous aurons 


= 1 1 « 4 

——— + — 0, d'où 2x = 2p — a; ‘# 
p— x az —p 

ainsi le triangle cherché est isocèle. $ 


En général, de tous les polygones isopérimètres, celui dont l'aire 
est la plus grande est équilatéral ; car soit ABCDE (fig. 41) le po-* 
Iynôme masimum, si AB n'est pas — BC, faisons le triangle isocèle 
AIC, tel que 41 4 IC— AB + BC; nous aurons le triangle 
AIC © ABC, d'où 4ICDE © ABCDE, ce qui est contraire à l'hy=M 
pothèse. 

XI. Sur une base donnée 4C = a (fig. 42), quel est le plus petit 
des triangles circonscrits au cercle OF? Soit le rayon OF = 7r, 


AF = AD = #3, le périmètre 2p, CFsera= CE = a, — 35% 


BE — BD sera — p — u. Les trois côtés: étant a, p — x et. 
p — a+ x, on a pour l'aire y du triangle (n° 818, III) 


y? = pr(p—a)(a — x), 


d’où y x (y — ar) (a — à); 


7. - Den dee. 


à cause de y — pr (n° 818, IV) : prenant la dérivée, et faisant” 
y — 0, on trouvera (y — ar) (a — 9x) — 0 ; d'où x — 4; Fest 
le milieu de 4C; les deux autres côtés sont égaux, et le triangle estw 
isocèle. 

XIL. Sur Îles côtés d’un carré 4BCD (fig. 35), prenons les partiesw 
égales quelconques 4a, Bb, Cc, Dd ; la figure abcd sera un carré; 
car, l°aB— bC..…., le triangle da — aBb = ...., d'où } 


UT OC 


ab= bo =cd ad; 


2° a est le sommet de deux angles compléments, et de l'angle dab; 
donc celui-ci est droit; de même pour l'angle abc, etc... 
Cela posé, de tous les carrés inscrits dans un carré donné, on 
. demande quel est le plus petit? Soit 4B — a, Aa — x, d'où 
aB — a — x; puis le triangle {ad donne | 


ad? — 2x? — 2ax + a’, 4x — 2a = 0 ; 


donc x — © a ; ainsi le point a est au milieu de 4B. 
XIII. De tous les parallélipipèdes rectangles égaux à un cubew 
donné a, et dont la ligne b est une arête, quel est celui dont la 
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surface est la plus petite? Soient x et z les autres arêtes, bwx sera 
le volume— a : done, les dimensions du parallélipipède sont b, x et 


” ET à a 
LU 77 bx et — sont donc les aires des faces ; le double de leur 
T 


somme est l'aire totale, 


3 | 3 
T° 


donc les deux autres dimensions x et z doivent être égales. 
Si le côté b n’est pas donné, + étant toujours l’un d’eux, les au- 


: , d - do â: 
tres doivent être VS + — 4 y ax est donc l'aire totale, 


3 3 

s a & 
d’où — = — et b— a: 
b? b | ? 


le cube proposé est donc le parallélipipède rectangle de moindre 
surface. 

759. Lorsqu'on veut appliquer cette théorie aux courbes, on 
forme (n° 724) la dérivée de leur équ. : les racines réelles de x et 
Y, qui satisfont à la proposée et à sa dérivée, s'obtiennent par l’éli- 
mination ; elles peuvent seules répondre à des maxima où minima 
d'ordonnées. On prendra la dérivée du 2 ordre, et faisant y = 0, 
puis mettant pour x et y l’une des couples de racines obtenues, si 
z = Ap et y = pO (fig. 1) rendent y” négatif, le point O sera un 
maximum : si les coordonnées 4p”, po” rendent y” positif, o” sera 
au contraire un nA2n1mum . 

Quand les développements de /(a Æ h) sont fautifs dans les ter- 
mes auxquels on est forcé de recourir pour reconnaitre les mavima 
ou minima, il faut chercher ces développements tels qu'ils doivent 
être (n° 738), et voir s'ils sont en effet l’un et l’autre > ou < fa. 


5 
Ainsi y = b + (x — a)° donne 


2 
3 


y=;(t—a)",y cas Lt 1 VAE a) *; 
y — 0 donne x — a, qui rend yÿ”= « ; ainsi la formule de Taylor 


£ 
est fautive. Mais f(a Æ h) = b + h°, doncil n'y à ni maximum ni 
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4 è 


minimum. Au contraire de y = b (x — a)°, on tire 


fat + h = fl — à); 


done x — a et y = b répondent à un minimum. On aurait un 
{ 


maximum pour y = b — (x — a). 

760. Quant aux fonctions de deux variables, 3 — f(x, y), imitons 
les raisonnements du n° 757. Changeons x en x—h,etyeny—+k, 
et devéloppons comme n° 743 ; en faisant 4 — «h, nous aurons 


Ed d 2 /d?z d°z 25 : 
2=s4 (Te 2) +R (TE 2 Fapi } =. 


dx dy dx? dy dx dy? 


Or, pour qu’on ait toujours Z <° x, on Z © z, quelque petits que 
soient k et k, il faut que le second terme soit nul indépendamment 
de x, d'où 


Do sen dote SL eng Ven Led (1) 
dy dx 
mais en outre, le terme suivant doit être positif dans le cas du mini- 
mum, et négatif pour le maximum. On éliminera done x et y entre 
les équations (1), et leurs racines pourront seules convenir au but 
proposé : il faudra substituer ces racines dans le terme suivant 


k° d?z Q A , A ve 
— (-—_...}), qui devra être perpétuellement de même signe, 


quelque valeur qu’on attribue à «, et quel qu’en soit le signe. Or, 
une quantité À + 24B + Cx ne peut conserver son signe quel que 
soit 4, à moins que ses facteurs ne soient imaginaires (n° 139, 9°), 
ce qui exige que ÀC — B° soit > 0. Il faut donc qu’on ait 


d?z  d?z d?z \? à 
ee ( Se MR 


dy? dæ dy 
d'z d?z ; , À | l 
-— et -— devront donc être de même signe : s'il est négatif, 
dr" dy c 
st: ( d°z EL EE 
pour À — 0, ou & — 0, notre trinôme devenant ES, c'est-à-dire 
2 


négatif, le trinôme conserve toujours ce signe ; il y a donc maxi- 
2 2 


: Ge z z ." 
mum ; il y a minimum quand —— et—— sont positifs. Et si la 
dæ? dy? 
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condition (2) n'est pas remplie , il n'y a ni maximum, ni minimum. 
Quand les racines des équ. (1) rendent nuls les termes de notre 
trinôme, il faut recourir au 4° terme du développement qui doit 
aussi être nul, puis au 5°, et ainsi de suite. 
761.Quelle est, par ex., la plus courte distance entre deux droites 
données? Nous prendrons l’une de ces lignes pour axe des x, et 
l’autre aura pour équation 


B—= ax ta, y— bx+ 8. 


Prenons sur la 1'° un point, dont +’ soit l’abscisse : sa distance à un 
point quelconque de la seconde sera R, savoir (n° 654), 


R = (x — x) +y 
ou R= (5 — x} + (br + 8} L (ax .. 


Désignons ce 2° membre par #, nous aurons 


T2 (r— 2) —0; A ARS Autre DR 


a bp 


Puisque x — 2’, la ligne cherchée est perpend. à l'axe des x, et 
par conséquent elle l’est aussi à la 2° droite qu’on aurait pu prendre 
pour cet axe : c’est ce qu'on sait déjà (n° 274). Du reste 
2 L d?# 2 
ppt rues 
la condition (2) est satisfaite, puisque 4 (a? + b?) © 0; il y a mi- 
aB — ba 

V'(@+5) 
L’équ. de sa projection sur le plan yz étant y — 43, comme elle 
passe par un point (x, y, z) de la 2° droite, 


nimum. La longueur de la ligne cherchée est R — 


“ . 
ae 


donc ces lignes satisfont à la condition (n° 673, 6°), et sont perpend, 
entre elles : ce qu’on avait déjà prouvé. 
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Méthode des tangentes. 


762. Soit proposé de mener une tangente TM (fig. 40) au point 
M (x, y) de la courbe BMM', dont l'équation est donnée y = fx : 
celle de la droite TMH est 


Y — y—=tang a (X — x), 


Xet F étant les coordonnées variables de la droite, + et y celles du 
point de contact #, «l'angle T. Il a été prouvé, n° 695, que la dé- 
rivée y = f x est la tangente de lPangle 7, la limite du rapport des 
accroissements #O et MO des coordonnées x et y. C'est même sur 
ce principe que nous avons établi l’existence des dérivées pour 
toute fonction de r, et par suite le Calcul différentiel entier. Donc 
(n° 346 
tan , ir ÿ 
GAY, COS —, SIN G = — —, 
(+ y") V A+") 


P—y=Yy (X— 2). 
1° La normale ÆN fait avec l'axe des x un angle (n° 870) dont 


1 ANS à 
la tansente est — — ; son équation est donc 
y 


YF —-y)+X—x= 0. 
2e En faisant Y — 0, on a les abscisses 47, AN, des pieds de la 
tangente et de la normale ; d'où l'on tire x — X, ou 


sous-tangente TP — A sous-normale PN = yy'. 


Lorsque ces valeurs ont un signe négatif, cela indique que ces lignes 
tombent en sens opposé à celui de notre figure; il suffit alors 
d'examiner si c'est y ou y qui est négatif, pour reconnaître la situa- 
tion de ces lignes (voy. n° 339). 

3° Les hypoténuses TM et MN donnent les longueurs 


LA à la 
tangente TM — ; y’ (1 + y”), 


normale MN = y y (1 + y:). 
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4° En appliquant le raisonnement ci-dessus (voyez n° 420) au cas 


où l’angle des coordonnées est quelconque, on trouvera que l'équa- 


tion de la tangente et la valeur de la sous-tangente restent les 
mêmes. 


763. Voici quelques exemples de ces formules : 
TL. Dans la parabole y —2px, d'où yy — p, — — 2x; la nor- 


y 
y 
male MN = y/(2px —L p°) (n° 104). 
IL. Pour l'ellipse et l'hyperbole ay + b’x° = Æ æ&b; d'où 


2 


! T . x , 
J'TE ay on tire de là les sous-tangentes, etc. (voyez n° 408 


et 414). Par ex., on trouve pour la longueur de la normale, en fai- 
sante 4 , 


b + ah — çc°x? 
pl PE EX 
a? 
s on max 
III, Pour l’équ. y” = +” a"—", on trouve “= —. La para- 
7 2 
bole en est un cas particulier : c’est ce qui à fait donner aux cour- 
bes renfermées dans cette équ. le nom de paraboles, m et n étant 
positifs. y? — a°x s'appelle la première parabole cubique ; y — ax° 
est la seconde. 
De même, on donne le nom d’hyperboles aux courbes dont l'équ. 
n, 7 1212 ñn y mx 
est z"y" — a”"+" ; leur sous-tangente est + — — —; elle est la 
y n 
même, prise en signe contraire, que dans le cas précédent. 


IV. Pour la courbe dont l'équ. est x3 — 3axy + y —0,ona 


U = 1? FFE ER ; 
Ÿ — EC 9 sous-tangente — use d ele 
ÿ — ax 1 ay — 
1 
. V.Danslalogarithmique (n° 469), y— a* donne Den ne la sous- 


tangente est égale au module (n° 625). 
VI. Soient AP — x, PM —y, MO —3—;/ (2ry — y) (fig. 43), 


l’équ. de la cycloïde AMF est x = arc (sin — z) — 5, (n° 472); 
l'arc est ici pris dans le cercle générateur MGD, dont le rayon = r. 
La dérivée est donc (n° 723) 
1 — ré z', équ. où 7 — ANT hy 
pt Cm D V y — 
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Donc, chassant x et z’, la cycloïde a pour équation dérivée 


, , 2e. 
yy =V (@ry— y), ou y =\/ ( ; !), 


l’origine étant au point de rebroussement 4. 
Pour mener une tangente TM, on remarquera que 


sous-normale = yy = / Cry — y) = 3 = MO. 


Ainsi, la ligne MD menée au point de contact D du cercle généra- 
teur avec l'axe Æ4£Æ, est la normale. La corde MD en est la lon-” 
gueur; on obtient, en effet, y / (1 + y”) — y (2ry). La corde 
supplémentaire AG est Ia tangente. On voit donc que pour mener 
une tang. en J, on décrira HN parallèle à l'axe 4£, puis la corde 
KF, et enfin MG parallèle à XF. 

Si l'origine est située au point le plus éleve F, en sorte qu’on 
prenne FS=— x} SM — y, l'équation de la cycloïde est . . . . . . 
æ=—= arc (sin — z) + 3 (n° 472); la dérivée est 


ts set dents ju 
: VG 


On aurait aussi trouvé cette équ. en transportant l’origine en F 
(changeant x en 7r.— r, et y en 2r — y). 

764. On peut résoudre un grand nombre de problèmes relatifs 
aux tangentes, tels que de les tracer par un point extérieur, ou pa- 
rallèlement à une droite donnée, ou etc. (voy. n° 407 et 413). 
Cherchons, par ex., l'angle 8 formé par la tang. TM (fig. #4), et le 
rayon vecteur AM mené de l’origine au point de contact M{x, y). 
L'angle 6 que ce rayon vecteur fait avec les x est donné par 


4 
tang 0 — T_. d’ailleurs tang à — y’; donc 
æ 


Ya — 1 
tang (x -— 6) ou tang B — 3 1 


a + y" 
Dans les applications, il faut avoir attention au signe que prend 
cette fraction. 

Pour l’équ. y x = °, qui appartient au cercle, on trouve 
tang B— © , ce qui est d’ailieurs évident. 

765. Lorsqu'une courbe BM (fiy. 44) est rapportée à des coor- 
données polaires AM — r, MAP — 6, les formules précédentes ne 
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peuvent servir qu'autant qu'on traduit préalablement l'équ. r = fà 
de la courbe, en x et y, à l’aide des relations (n° 385) 


g=rcosé" y—=rsnt EF y=n, 


Transformons, au contraire, en r et9 les formules de tang., ete. 
Prenons donc 4 pour variable indépendante au lieu de x; et ce 
calcul, qu'on a déjà fait page 326, donne 


r 
tang B he 


766. On pourrait de même traduire en r, r’ et 4 les valeurs 
r . : : n fa 
yy',—, ete. ; mais, à cause de leur comyilication, on préfère le 
y 


procédé suivant. On nomme sous-tangente la longueur de la partie 
AT, prise sur la perpend. à 44 ; le point T'étant ainsi déterminé, 
la tangente Z'M s'ensuit. Or, le triangle T AM donne . . . . . 
AT = AM tang. B, ou 


H v? 
sous-tang = AT = —, 


4 


Pour la spirale d’Archimède (n° 473, fig. 45), on a 


Ainsi la sous-tangente 4T' est égale en longueur à l’arc de cercle 
décrit du rayon 4H — r, et qui mesure l'angle M4x — 90, Quant à 
l'angle 8, il croît sans cesse avec l'arc 9 ; et comme ce n’est qu'après 
une infinité de révolutions du rayon vecteur que 4 devient infini, 
l'angle droit est la limite de 8. 

Dans la spirale hyperbolique (n° 474) 


a 
ÉmETE sous-tang = —4, tangb—= —0; 


la sous-tangente est constante ; l’asymptote est la limite de toutes 
les tangentes ; enfin, l’angle du rayon vecteur avec la tangente est 
obtus et décroit à mesure que 4 augmente (voyez dans le 1° volume, 
la figure 287). 

Pour la spirale logarithmique (n° 474) 


1 r 
r= 4, tang L'= 1. sous-tang. ACTE 
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Da courbe coupe tous ses rayons vecteurs sons le même ängle, qui 
est de 45°, quand a est là base des log. népériens : la sous-tang. 
croît proportionnellement au rayon vecteur. 


Des Rectifications et Quadratures. 


767. Lorsque l’équ. y — fx d’une courbe BMM' (fig. 40) est don- 
née, la longueur BW — s d’un arc développé est déterminée quand 
ses extrémités B et M Sont connues : cherchons cette longueur. 
Pour cela, remarquons que B restant fixe, s varie avec le point M; 
ainsi s est une fonction de x — AP, qu'il s'agit de trouver, s — Fa, 
Six croît de 4 — PP’, ytvroitra de MO = k,et s de MW — |; 
donc 


y = fx donne f(x + h)= y A ss; 

sa lr, ER h)—= s+ sh +Esh L...,; / 
d'où 4 yh+iyh LL... = sh y = sh LL... ; 
corde MM —}/ (k° + k:) y \ 1 92 L'yy"h +...) 


D'un autre côté, la tangente WJZ donne (n° 762) 


OH=yh, MH=hV (A+y), MH=—igh.; 


corde MM V(Ey Lyy'h+..::) 
MH EMA  VA+Y)=Eighis. 


Plus À décroît, plus ce rapport approche de l'unité; 1 est donc aussi 
la limite du 1° membre ; et puisque l'arc MM’ est compris entre sa 
corde et la ligne brisée MH Æ MH, 1 est aussi la limite du rap- 
port de la corde à l'arc, ou de 


corde us Qi Es y? + # j 2 JM y (1 + y) 
1 s”’ ; nm 
arc s’ D h. s 


s = (1 + van ou ds = }/ (dx? + dy’). 


Cette formule sert à rectifier tous les arcs de courbe, On y met 
pour y’ sa valeur fx, tirée de l’équ. donnée y — fx de la courbe, et 
l’on obtient la dérivée s’ de l’équ. s— F» ; il faut ensuite intégrer F'x, 
c’est-à-dire remonter de cette dérivée à sa fonction primiuve Æ#. 
Nous donnerons bientôt (n° 849) les moyens de faire ce calcul. 


donc 


2 


+ 
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L'équ. du cercle, dont le centre est à l'origine, est 


pP+a=r, d'où yy +z=0; 


æ? r cn Ù à 
l— 1 ve” RES | 
ut 4008) Dan ui 4 ET: 


c’est la dérivée de l’arc de cercle s, exprimée en fonction de son 
sinus ou cosinus (qui est x, voyez n° 723). Pour rectifier l'arc de 
cercle, il faudrait donc intégrer cette fonction (n° 849, IT). 

D'après notre valeur de s’, on peut simplifier les formules de la 
page 362; qui deviennent 


d d u , d 
tanga=y =" 7, eos «= — _ name +, 
ys __ yds yds 


tangente = — — normale = ys = “—. 
Ÿ 


‘dy? AL TA 


768. Pour obtenir l'aire BCPM = t{fig. 40), imitons les raison- 
nements précédents; nous verrons que # est fonction de æ, ou 
t— 9x; que les accroissements # et 2 de l’ordonnée et de l’aire pour 
l’abscisse # L }, sont 


kK=MO—=Yyh À... = MPPM =rh +... 
On a rectangle MPP'O — “ LPP'M = (y+k)h; l'unité est la 


limite de leur rapport ———, 1 est donc aussi la limite du rap- 


TES 
portentre le rectangle MP? Q—yhet l'accroissement MPP'M — à 
de l'aire {. Ce rapport est 


gh y 

LOTIR... 
Il faudra mettre ici /x pour y, et intégrer l'équation #’ = fr. Si les 
coordonnées faisaient l'angle #, on trouverait 


donc “ —# 1, ‘où, =; 


| == 4 SIN &. 


769. Cherchons l'aire AXM — 6 (fig: 44), comprise entre deux 
rayons vecteurs 4, AX, dont le dernier demeure fixe, l’autre va- 
riant avec 4, On a l'aire 4 KM ou 


r = ABMK — APM ; 
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mais 
ABM— ABCD +- DCMP — AMP = ABCD Lt —: y; 
donc Tr — ABMK — ABCD — t + <xy. 


Or, la variation du point M ne change pas les points B, C et Æ : 
prenant la dérivée, en regardant 4BMK et 4ABCD comme con- 
stants, 


= —t HE (ay Ly)=+ (ay — y). 


Traduisons les valeurs de s’, y’ et +’ en coordonnées polaires + ret 4; 


! Y ‘à 


s T 
en mettant —, ‘“, —, pour s’,y'etr' (n° 729), 
D'LA, 


s'’? m1 x’? —- Y?, r’ —— . (xy’ mA yx') . 


la variable principale est devenue quelconque ; pour qu'elle soit 8, 


il suffit de mettre ici, pour #, y, +’ et y’, les valeurs du n° 730, et il 
viendra 


s=yV(r br), 72, 


qui sont les formules des rectifications et des quadratures de cour- 
bes rapportées à des coordonnées polaires, l’équ. étant r — /à : on 
aurait d’ailleurs pu les obtenir directement par la méthode des li- 
mites., 


Des Osculations. 


770. Si l’on prend un point M (fig. 46) sur une courbe BMZ, et 
qu'on mère une tangente TM et une normale MAN ; puis, des diffé- 
rents centres a, b.... pris sur la normale, si l’on décrit des cercles 
qui passent en #, TM sera leur tangente commune. Or, il est clair 
que, par la disposition de ces cercles, les uns sont en dedans, les 
autres en dehors de la courbe ; en sorte qu’il en est un qui approche 
plus que tout autre de la courbe BMZ, de part et d'autre du point 
M. C’est ce qu'on nomme le Cercle osculateur ; son centre D et son 
rayon DM sont appelés Centre et Rayon de courbure; et comme en 
changeant le point 4, le cercle change aussi de centre et de rayon, 
on nomme Développée la courbe ZOD, qui passe par tous les centres 

courbure : la ligne donnée BMZ est la Développante de TOD. 
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Pour trouver le cercle osculateur d'une courbe, en un point 
donné , il faudra exprimer en analyse les conditions qui le dé- 
terminent : généralisons ces considérations. Concevons deux courbes 
qui se coupent; leurs équ. y—/fx, FY — FX donnent y= F pour 
la même abscisse + — X, qui est celle du point commun : jusqu'ici 
il n’y a qu'une simple intersection. Comparons le cours des deux 
lignes de part et d'autre de ce point et pour cela, mettons æ - k 
pour x et X, dans y et F ; les ordonnées correspondantes sont 


y+y high. FL VYRLET he +....; 
d’où d= h(y — 1) LEh(y — F7 +...., 


pour la distance entre les deux points de nos courbes dont l’abscisse 
est x  } : il faut dans F”, Y”...., remplacer X par x. Plus d sera 
petit pour une valeur donnée de h, plus les points correspondants 
seront voisins, de sorte que le degré de rapprochement de mos 
courbes dépend de la petitesse de 9, dans une étendue détermi- 
née À. 

Or, s'il arrive que la valeur de x, pour laquelle y = F, rend 
aussi y — Ÿ’,on a 


DE — PT) 3 PI) 

et nos deux courbes approchent plus l’une de l’autre que ne le 
ferait une troisième qui, passant par le même point (x, y), ne rem- 
plirait pas cette même condition. Car, soit y — 4£ l'équ. de celle-ci, 
la distance A, entre les points de cette courbe et de la première, 
qui ont pour abscisse x  h, est 


A=h(y —y)+ik (y — y) +...., 


en supposant ox = fr, pour qu’elles aient le point commun (x, y). 
Or, les valeurs de d'et A ont la forme 


d = bh° Lch+...., A— Ah Bh + Ch ....; 
d'où A— 9 — Ah -(B — D) h° + (C — c) h +... 


Si donc on prend z assez petit (n° 741) pour que le terme 4h donne 
son signe à cette série, A — d'ayant le signe de À, on aura A > d 
pour cette valeur de h, et pour toutes celles qui sont moindres, 
quel que soit le signe de À. Ainsi la courbe y — Fx approche de 


celle y — fx, dans toute cette étendue h, et de part et d'autre du 
MATHÉM, PURES, T, 11. . at 
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point commun, plus que ne le fait la 8° courbe > = #Ë£, quelle qu’en 
soit la nature. 

Si, outre y —= F’, on a aussi y’=— F”, on verra de même que 
nos deux courbes approchent l’une de l’autre, dans les points voi- 
sins de celui qui est commun, plus qu’une troisième qui ne rem- 
plirait pas ces deux conditions , et ainsi de suite. Nous dirons de 
deux lignes qu'elles ont wn Contact ou une Osculation du 1° ordre, 
lorsqu'elles satisfont aux conditions y — Y,y — Ÿ”; pour la même 
abscisse x. De même, y = Ÿ, y — F”, y’ — F", seront les condi- 
tions du contact du 2 ordre, etc. ; et il est démontré que ces deux 
courbes sont plus proches l’une de l’autre vers le point commun, 
qu'une 3° courbe, à moins que celle-ci ne forme une semblable 
osculation. 

771. Ces principes posés, si quelques-unes des constantes 4, b, 
c,.. que renferment les équ. y — fx, Y — FX, des deux courbes, 
sont arbitraires, la nature de ces lignes est fixée, mais leur position 
et certaines dimensions ne le sont pas. On peut donc déterminer 
n + 1 de ces constantes par un nombre égal de conditions y = }, 
y —= F”, y! — Y"...., et les courbes auront ainsi un contact du 
n° ordre : elles approcheront plus près l’une de l’autre que toute 
autre courbe qui ne formerait pas une osculation du même ordre. 

772. Appliquons ceci à la ligne droite : soit y = fx l’équ. don- 
née d’une courbe. Prenons une droite dont la situation soit indéter- 
minée ; nos équ, sont 


yo, Ve aXet-:b, 


a et b étant quelconques. Si l'on pose y = F'et y — }’, ou 


y—= ax Lb, y — a, 
il y aura osculation du 1er ordre ; la droite sera tangente : en effet, 
pour qu’une autre droite approchât plus qu’elle de la courbe , de 
part et d'autre du point commun, il faudrait que celle-ci remplit 
les mêmes conditions, c’est-à-dire qu'elle eut les mêmes valeurs 
pour ses constantes, Ainsi, y’ est la tangente de l’angle que fait 
notre droite avec les axes; éliminant a et b, l’équation de la tan- 
gente est 

Pre A 2) 
comme n° 762, On tire aisément de là l’équ. de la normale, la va- 
leur de la sous-tangente, ete. 
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773, Raisonnons de même pour le cercle : les équ, de la courbe 
donnée, et d’un cercle considéré dans une situation quelconque, 
sont 
y=fr, (P—b}+A—-a)=R; 
a et b sont les coordonnées du centre, À est le rayon, Nous établi- 


rons un contact du 2° ordre pour déterminer ces trois constantes. 
Les dérivées de cette dernière équ. sont 


MED ELL Xi ae MES DEN Pau 10: 
donc (y—b}PL(r—a} = R, . . . . . (1 
(y—byLr—a—0, . . . . . (2 
(y— by +y+H1=0 ., + + + + (8) 


Tirant y — b etx — a des deux dernières, 


y—b= — (y) Ha, PHONE 2 En, 


la 1re donne 


3 
H—="+#? Are 1 __— , 


Y 4 
G=e — a (1 + y?) dt Bu wéouev 2 mL 


On a donc ainsi le rayon et le centre de courbure. Tout autre cercle 
approchera moins de notre courbe que celui-ci, parce qu'il devrait 
remplir les mêmes conditions, c'est-à-dire coïncider avec lui. 

774. On voit que, 1° la tangente à la courbe l'est aussi au cercle 
osculateur, puisque y’ a la même valeur pour l’une et l’autre. 

2° L’équ. de la normale est y (Y — y) + X — x = 0; si l’on y 
met a et b pour X et F, elle est satisfaite, puisqu'on retrouve la 
relation (2), qui ne suppose qu'un contact du 1* ordre entre la 
courbe et le cercle : donc le centre de courbure est sur la normale, 
ainsi que le centre de tout cercle qui a la même tangente 7M 
(fig. 46). 


* La valeur de R doit comporter le signe = ; mais comme cette expression n’a de sens 
que lorsqu'elle est positive (n° 336), on devra préférer celui de ces deux signes qui don- 
nera à la valeur de R le signe +4. Si y/' est positif, ce qui arrive lorsque la courbe tourne 
sa convexilé vers l’axe des x, on prendra le signe +; il faudra préférer le signe — dans 
le cas contraire (voy, n° 784). 

24* 
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3° Si l’on élimine x et yentre l’équ. y — fx de la courbe, et 
celles 2 et & qui déterminent a et b, on aura une relation entre les 
coordonnées du centre de courbure, quel que soit le point Æ ; ce 
sera donc l’équ. de la développée. 

4° Puisque À, a et b sont des fonctions de x, que le calcul déter- 
mine aisément, si on les substituait dans les équ. 1 et 2, elles se- 
raient identiques : on peut donc les diflérentier en regardant R, a 
et b comme variables. Opérons d’abord sur l’équ. (2) ; il vient 


(y — D) y" y — by — a +1—=0; 
d’où | y! + a Lu 0, 


en retranchant de (3) : c’est, comme on devait s’y attendre, la dé- 
rivée de l'équation (2) par rapport à & et b seuls. On a donc 
1 b' 
NA = 7 pour la tangente de l'angle que fait la normale avec 
l'axe des x. Soit b— pa l’équ. de la développée ; sa tangente au point 
(a, b) fait avec l’axe des x un angle dont la tang. trigonométrique 
do D 1 
est—— — —— — — (n° 729), puisque, dans notre calcul, nous 
DA , ( ), puisque, ; 
avons regarde b et «a comme des fonctions où x est variable princi- 
pale. Donc la normale à la développante est tangente à la développée. 
5o Faisons la même chose pour l’équ. (1), c’est-à-dire prenons-en 
la dérivée en faisant tout varier, et ôtons le résultat de l’équ. (2) ; 
où plutôt prenons la dérivée de (1) relativement à a, b et R seuls. Il 


vient 
— (y — b) D — (x — a) à — RR'. 


Pour en tirer une relation qui appartienne à tous les points de la 
développée, il faut éliminer # et y. Mettons donc pour x — a et 
y — b leurs valeurs tirées de (1) et (2); après y avoir substitué 


! 


a 
7 pour y', On trouve 


PANTRULE tn MR in ne DR US 
AE PTS MP PACE Ce 1 
R b'R 
Or Pre TES PET 2 
pe) He eee) 
donc DEREVEE — — RR', ou R — / (a? Hp). 


 @°+0") 
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Si l'on prend a pour variable principale, R'—y/ (1 +- b'?) est la 


dérivée du rayon de courbure relativement à «. Mais celle de l'arc 
s de la développée est aussi s —}/ (1+- b'?) (n° 767); donc R— 5’, 
équ. qui est la dérivée de À — s + 4, 4 étant une constante ar- 
bitraire (n° 808). 

Pour un autre arc S de développée, le rayon de courbure est 
SL 4, l'origine fixe de cet arc étant la même ; ainsi s — S est la 
différence des deux rayons. Il suit de là que si O et D (fig. 46) sont 
les centres de courbure des points B et M, l'arc OD de la dévelop- 
pée est la différence des rayons de courbure BO, MD. Done, si l’on 
courbe un fil sur la développée OD, et si on le tend suivant BO, en 
le déroulant de dessus OD, l'extrémité B décrira la développante 
BM : c’est sur cette propriété qu'est fondée la dénomination de ces 
courbes. 

6° Les expressions du rayon de courbure et des coordonnées du 
centre se présentent sous diverses formes, suivant qu’on y prend 
telle ou telle variable pour indépendante. C’est ainsi qu’on a vu 
(n° 732) que 


suivant que la variable principale est arbitraire, ou bien est l’arcs : 
si cette variable est l’abscisse x, on peut écrire ainsi les valeurs de 
R, a et b, 


73 y's2 la 
R ns es OZ TL — b = 1 . 
y? y” ? y —- 7 


7° Si les coordonnées sont polaires, on exprimera x et y en fonc- 
tion de ces nouvelles coordonnées AM = r, MAP — 9 (fig. 44); 
puis on substituera pour x, x’... leurs valeurs dans celle de R où 
aucune variable n’est principale (voy. les formules, n° 730). On a, 
toutes réductions faites, 


. 


R Frost s® 


re RE ER 
775. Appliquons cette théorie à quelques exemples. 
7 p° 


I. Pour la parabole y = 2px, y = ALL io en substi- 
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tuant dans nos formules, on trouve 


pue / Es PR cdi ue 8 LU 
2% 8 PF p° f 


AN étant la longueur de la normale (n° 763, 1). Donc le rayon de 
courbure de la parabole est égal au cube de la normale, divisé par le. 
carré du demi-paramètre. Au sommet À (fig. 46), où x = 0, on a 
R= p; ainsi, la distance 47 du sommet à son centre de courbure 
est le double de celle du foyer. Plus x croit, plus la courbure dimi- 
nue, et cela indéfiniment. Les coordonnées du centre de courbure 
sont 


27y 
p e 


Éliminant x et y de y — 2px, on a, pour équ. de la développée, 
| 3 


a —=6T + p, b — 


0 O4 
D d'ores A D res ‘où b? — 
37p (a — p}, d’où b 27p 


c'est la seconde parabole cubique. Nous apprendrons bientôt à la 
discuter (p. 384). 
IT. Pour l’ellipse on à m°y° + n°2? = m°n?, 


noyy + nx = 0, myy" EL my? En = 0, 


, en transportant l'origine en Z : 


x n°x x ” n4 1 y Nm — ca? 
YU = — —— = — Tr 
J my? J m°y*? 4 mi PSN. 
e étant la distance du foyer au centre, © — m° — n°. 
j 
(m4 — cr)" pt ACy? 
R=— ——————, a = », bD=——., 
min mé": ni 


Telles sont les valeurs du rayon et des coordonnées du centre de 
courbure pour l’ellipse. En comparant les valeurs de À, de la nor- 
male (p. 863) et du paramètre p, on reconnait que , . . , « « 
m2 N° AE / d POUR 
R= =: cest le même théorème que pour la para- 
f Gb) 
bole. Puisqu'un arc de la développée est la différence entre les 
rayons de courbure qui partent de ses extrémités (p. 373), et que 
ces rayons sont des quantités finies, cet arc est rectifiable. La même 
chose arrive pour toutes les courbes algébriques; on peut trouver 


une droite de même longueur qu'un ârc donné de la développée. 
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Comme À décroit quand x augmente, c'est aux quatre extrémités 
des axes que À est maximum ou minimum : aux sommets O, Ode 


l'ellipse (fig. 73) la courbure est la plus grande, R — = a—=+—, 


b=— 0 ; en D et D’, elle y est la moins grande, R ——., SEE . 


a — 0 ; les points k, k', à, 1’, ainsi déterminés, sont les centres de 
courbure des extrémités des axes. Pour avoir l’équ. de la dévelop- 
pée, tirons les valeurs de x et y de celles de a et b, et substituons 


’ 


dans l’équ. de l’ellipse ; nous avons 


VE) +VE 
æ . VO+V Li 


en faisant Ch = q, Ci = p. D’après ce qui sera dit (p. 885), on 
trouve que la courbe a des rebroussements aux quatre points 
h, h', à, 1’, et qu'elle est formée de quatre arcs convexes vers les 
deux axes, à l'égard desquels elle est symétrique : la développée 
est dessinée au ponctué dans la figure 73. 

Pour l’hyperbole (n° 397), changez » en n/ — 1. 

III, La cycloïde (fig. 43) donne (p. 363) 


tas Mat 47 à 
onh Vo De AN me) mure à 


d'où 8"? =T, et R—9y/ (2ry) = 2N. 


Le rayon de courbure étant double de la normale, prolongeons 
MD, et prenons M'D — MD, M’ sera le centre de courbure; il se- 
rait aisé d'en déduire la figure de la développée, mais nous prélé- 
rerons suivre la méthode générale, qui donne 


ac 2 (ry — y), b=—7Y, 


pour éliminer x et y. Comme l’équ. de la cycloïde est une dérivée, 


nous prendrons celle de & et b, « — —, D ext met een 
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Divisant ces valeurs on a 


HORS NE CS ro 
ae" 5 Qype En TEEN 9r LD’ 


en mettant — b pour y. Or, si l’on prend les ordonnées positives b 
re. css à b À ri A 
en sens contraire, il vient — — CREUSE qui est précisément 
a r — 


l’équ. de la même cycloïde, lorsque l’origine est en F. Donc la dé- 
veloppée ZA de la cycloïde est une cycloïde égale; l'arc ZZ est 
identique avec F4’, le sommet Fest porté en 4. 

IV. Dans la spirale logarithmique (fig. 45), r — a? ; 


3h5 fe 2 —— ; ; — 
se RE T POR MARS ne  PÉ 
la tangente de l'angle 4AMN — y du rayon vecteur avec la normale 
étant — I a (n° 766). La projection du rayon de courbure ÆN sur 
le rayon vecteur est — r; ainsi, la perpend. ZW, élevée sur ce 
rayon au pôle, rencontre la normale au centre V de courbure. 
AM est donc la sous-tangente de la développée, et 4! son rayon 
vecteur ; M forme avec la courbe AJ, en chaque point, le même 
angle B que AA fait avec la développée. Donc, la développée est 
cette même courbe placée. en sens différent. 

On appliquerait de même la théorie des osculations à des courbes 
d'un ordre plus élevé (voy. Fonct. anal., n° 117); et il est visible 
que deux courbes qui ont un contact du 2°, 3°, 4°. ... ordre, ont 
même tangente et mème cercle osculateur à ce point. 

776. La différence entre les ordonnées des deux courbes étant 
d'— Mh"+Nh"—i 2, ..., suivant que Mk” est positif ou négatif, 
comme le signe de d'est celui de ce terne quand h est très-petit, 
l’ordonnée de la courbe est plus grande ou moindre que celle de 
son osculatrice : ce qui fait juger si la 1° est en-dessus ou en-des- 
sous de lautre. Mettant — 4 pour k, le signe de Mh" changera 
lorsque m sera impair, et la courbe sera coupée par son osculatrice 
au point commun. On voit donc qu'une courbe est toujours coupée 
par son cercle osculateur. 


Des Asymptotes. 


777. Si le développement de f(x - h) est fautif, alors on ne peut 
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établir une osculation qu’autant que la série de F (x + À) procède 
suivant la même loi, du moins dans l’ordre des premiers termes 
qu’on doit comparer : cette condition dépend de la nature des 
fonctions fx et Fr, et ne peut avoir lieu qu’accidentellement, c'est- 
à-dire pour de certaines valeurs de x ; le même raisonnement exige 
alors qu’on égale les premiers coeflicients pour qu’il y ait oscula- 
tion (voy. Fonct. analyt., n° 120). 

Soient y = fr, y — Fx les équ. de deux courbes : supposons 
qu’on ait développé /x et Fx en séries, suivant les puissances des- 
cendantes de x (voy. p. 845), en sorte que chacune de ces fonctions 
soit mise sous la forme 


Ant + Bat LE... Mat No 


Si les exposants de ces deux développements sont les mêmes jusqu’à 
un certain terme Mx”", et qu’on puisse disposer de quelques con- 
stantes pour rendre aussi les 1°" coefficients égaux sans introduire 
d’imaginaires, la différence entre deux ordonnées quelconques sera 
M'x" —.... 11 suit de là que l’une de nos courbes ira en s’ap- 
prochant continuellement de l’autre, à mesure que x croitra, mais 
sans jamais l'atteindre : et il y aura un terme, passé lequel aucune 
autre courbe, qui ne remplirait pas ces conditions, ne pourra en 
approcher davantage. Nos courbes seront donc des Æsymptotes 
l’une de l'autre. 

Ainsi, quand une courbe s’étend indéfiniment, elle a une infinité 
d’asymptotes, qu’on trouve en développant y — fx en série descen- 
dante, et prenant pour ordonnée de la ligne cherchée la somme 
des premiers termes, jusqu’à un rang quelconque dont l’exposant 
soit négatif ; ou bien en composant une fonction Fx, dont le déve- 
loppement commence par ces mêmes premiers termes. 


1. Par exemple, pour l’hyperbole (n° 416) 


b ” 
Y=E-V(—-e)=E Ts bar... 


bx 
Donc les droites qui ont pour équ. y= + — sont les asymptotes 
a 


rectilignes, et jouissent seules de cette propriété. 
Il en est de même de x — 0 et y = 0, pour y = mm. 


0 


II. La courbe dont l'équ. est y = — est formée de 


Vu — à 


578 CALCUL DIFFÉRENTIEL. 
quatre branches symétriques par rapport aux axes, et dont nous 
pourrons bientôt trouver la figure. On a (n° 135) 


42 
y = hr + etc., æ =a + + esse 


selon qu’on forme le développement suivant les puissances de x où 
de y. Les droites qui ont pour équ. y—0 et x = a, sont donc des 
asymptotes. L’hyperbole qui a pour asymptotes les axes des x et des 
y, et k pour puissance, l’est aussi ; mais le rapprochement est ici 


beaucoup plus grand. 
LIL, Soit y — Saxy + à° — 0, fig. 47 (n° 748); on à 


y=— x — a aix A LT TS PEUR 


La droite y — — x — a est donc une asymptote ; elle se construit 
en prenant 4B — AC — a, et tirant BC. | 
IV. Soit enfin y# — 27°y? — 24 L Jury — Bar = 0; 


3 2—4 
y = + pr + Li 


—- Ax—1 + es 

p désignant W (1 Æy/2). Donc, en construisant les droites GF, 
GH (fig. 48), qui ont pour ordonnées ces deux premiers termes, on 
aura les asymptotes rectilignes de la courbe proposée. 


Des Points multiples et conjugués. 


778. Lorsque les branches d’une courbe passent par un même 
point, soit en se coupant, soit en se touchant, ce point est appelé dou- 
ble, triple. . .., multiple, suivant qu’il est commun à deux, trois..…, 
ou plusieurs branches. Étant donnée l’équ. d'une courbe, propo- 
sons-nous de déterminer ces points, si elle en a, et leur nature. 


Soient V—0, My/+LN—=0, 


l’équ. en x et y de la courbe, et sa dérivée : on suppose 7 délivré 
de radicaux. 

1°" cas. Si les branches de la courbe se coupent au point cherché, 
il y a plusieurs tangentes en ce point : ainsi, pour une valeur de x 
et celle de y qui y répond, y’ doit avoir autant de valeurs qu’il y a 
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de branches. Or, on a vu (n° 740) que cette condition rend Æ et N 
nuls. 
2° cas. Si les branches de la courbe se touchent, il n’y a qu’une 
Yaleur de y’; et même quand le contact est du (» — 1)° ordre, il 
n’y a (n° 771) qu’une valeur de y’, y”.... y—1 ; mais on doit en 
trouver plusieurs pour y). Or, l'équation dérivée de l’ordre n a la 
forme Myl) Æ, ,...=—0, M étant ici lé même coeflicient (n° 726) 
que pour y’, y’...., dans les dérivées successives ; et comme cette 
équation est du 1° degré, et exempte de radicaux ; elle ne peut 
donner plusieurs valeurs de y") pour une seule de zetdey:ona 
donc encore M = 0, et par conséquent N — 0, par la même raison 
qu’au n° 740. 
Concluons de là que, pour trouver les points multiples d’une courbe, 
on égalera à zéro les dérivées M et N de son équ. V — 0, prises tour 


à tour par rapport à y et à x. Puis , éliminant x et y entre deux de 
ces équ. 


0 a 0 res 017,0 100. P0(L) 


les valeurs réelles qui satisferont à la 3°, pourront seules appartenir aux 
points multiples. à 

Je dis pourront appartenir, parce que ces points peuvent aussi ne 
pas exister avec ces équ., ainsi qu'on va le voir. On passera à la 
dérivée du 2° ordre (n° 726), My” + Py® + etc. — 0 ; et prenant 
l’une des couples de valeurs de x et y qu’on vient de trouver, on les 
substituera ici : y” disparaîtra, et y sera donné par une équ, du 2° 
degré. Si les racines sont réelles, il y aura wn point double; les” 
deux tangentes à ces branches seront déterminées par ces valeurs 
de y, et donneront la direction des courbes en ce lieu. 

779. Mais si les racines sont imaginaires, il y aura un point sans 
tangente, et par conséquent tout à fait isolé des branches de la 
courbe ; c’est ce qu’on nomme wn Point conjugué. En effet, s’il y a 
un tel point pour l’abscisse a, les ordonnées voisines doivent être 
imaginaires ; en supposant l’équ. = 0, mise sous la forme y = fx, 
si l'on y met a + À pour x, la valeur correspondante de y, ou 
f{a + h), sera imaginaire pour h très-petit. Soit y") le 1° coefl- 
cient qui sera imaginaire dans cette série; comme l'équation 
My) + etc. — 0 «ne peut présenter yl”) sous cette forme, attendu 
qu’elle ne contient pas de radicaux, même après en avoir éliminé 
YyYle Yo, faut donc que lon ait M = 0, et par suite N— 0, 
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Ainsi, les points conjugués sont compris parmi ceux que donnent 
les équ. (1); mais on les distingne en ce que la courbe n’y peutavoir 
de tangente : y’ doit être imaginaire, x et y étant réels. 

780. Il pourrait arriver que tous les termes de la dérivée du 2° 
ordre disparussent : alors il faudrait recourir à celle du 8°, d’où 
y” et y” s'en iraient, et qui contiendrait y’ au 8° degré. Il y aurait 
un point triple, si les trois racines étaient réelles, et il n’y aurait pas 
de point multiple dans le cas contraire. 

Quand on est forcé de recourir à l’équ. du 4° ordre, où y’ est au 
4° degré, la courbe a un point quadruple, double ou conjugué, suï- 
vant que les quatre racines sont réelles, ou que deux sont imagi- 
naires, où qu’enfin aucune n’est réelle ; et ainsi de suite. 

781. Voici quelques exemples : 

LE. Soit ay — x°y — bx° — 0; d’où 


1°... (Bay — 2°) y — 8x(y Lb) = 0, 
2°, . . . Gayy? — Gr°y — 6x (y + b) — 0, 
3, . . . Gay® — 18xy — Gy —6b—0. 


Nous avons omis les termes en y”, y”’...., qui disparaïtraient par 
la suite du calcul, De 


Sa — 2 — 0, x(y+b) — 0. 


3 
on tire y = — b, x—}/ (3ab°), qui ne satisfont pas à la proposce ; 
etx —0, y — 0 : l’origine peut donc être un point multiple. Mais 
tous les termes de la dérivée du 2e ordre disparaissent; celle du 
3° devient ay — b, qui ne donne pour y’ qu’une seule racine 
réelle ; donc notre courbe n’a pas de point multiple. 


IL. Prenons y# — a$  x4 LE 8x°y = 0, 
d’où 2yy' (2y° - 3°) + 4x — 5x4 + Gyx — 0. 

En posant y (2y° + 81°) —0, x (4x° — Ba? —6y°) = 0, on trouve 
que æ# — 0 et y — 0 peuvent seules remplir ces conditions et satis- 
faire à la proposée. Les dérivées des 2° et 3° ordres sont par là nulles 
d’elles-mèmes ; celle du 4° devient y'#4 + 3y? + 1 = 0, dont les 
racines sont imaginaires ; ainsi, l’origine est un point conjugué. 

IL. Pour 4 — 2aÿ — Say — 2a°x° LE ai — 0 (fig. 49), on a 

— Ga (ya) yy 4x (x? — a) = 0, 
— Ga (2y Ha) y? +122 — 4a = 0. 
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Voici comment on trouvera la figure de la courbe, qui d’ailleurs est 


symétrique par rapport à l'axe des y, puisque x n’entre dans la pro- 
posée qu'avec des puissances paires. On fera 


y—+a)y=Q, xx — &) —0; 


et combinant ces équ. avec la proposée, on trouvera qu'il ne peut’ 
y avoir que trois points multiples, savoir, 


euDet D’, cvoù y=0 et r=+ta, 
etenÆ£, où z—0 et y—— a. 


Ces points sont doubles; les tangentes Zc, Æf, Da, Db,... font, 
avec Ax, des angles qui ont pour tangentes y — + / < pour le 
point £, ety —+y À pour Det D’. 

Pour les points où la tangente est parallèle aux +, on fera y’ nul, 
où O— x (#—a°). 1° x—0 répond à y — — a, ce qui redonne le 
point Æ, pour lequel y est ©, et non pas — 0 ; on trouve aussi le 
maximum en F, y—;5a. 2x = + a donne , outre les points 
D et D, les minima O et H pour lesquels y = — + a. 

Enfin, y — c, ou y(y a) = 0 fait connaitre les points 
I et G, où la courbe a sa tangente parallèle aux y : on trouve 
AAC DE, 

IV. Soit encore æ4 L 2ax°y — ay = 0 (fig. 50); 


d’où ay" (2x? — 3y°) + 4x (x? L ay) — 0. 
Après avoir trouvé que l’origine peut seule être un point multiple, 
on est conduit à la dérivée du 3° ordre, qui donne y — 0 et 


y = + 2. Ainsi, en A il y a un point triple : la courbe a pour 
tangentes l’axe des x, et les lignes 4B, Ac à 45°. é 
On a les minima H et O en faisant y = 0 ; ou & (x? L ay) — 0, 


d’où y—— 8 et x — + a. 
Enfin les limites Get F'se trouvent en posant y — co , ou 2r2=3y"; 
d’où r—=+4#a/ 6, et y—=—$0. 

V. L'équ. y# -— ax + x4 = 0 (fig. 51) donne 


1°... .  2yy (y? — ax) + ka — ay = 0, 
2, . . . 2(6y° — ax) y? — kayy + 12: = 0, 
3, , . . 24yy3 — Gay? + 247 = 0. 
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On trouve que l’origine est un point triple; et comme l’on a 
y — 0 et y — c, les axes sont tangents à la courbe, 
VI. On pourra s'exercer (fig. 52) sur l'équation 


y# + 4 — Sayÿ + Qbx°y = 0 ; 
la courbe a aussi un point triple à l’origine (voy. encore l’ex. IV, 
p. 976, fig. 48). 

782. Lorsque l’équ. est explicite, la recherche des points mul- 
tiples est bien plus aisée. On a vu (p. 334) que l’abscisse correspon- 
dante doit chasser un radical de la valeur de y, en rendant nul son 
coefficient. Le degré de ce radical dépend du nombre des branches, 


et l’exposant du coefficient détermine s’il y a simple intersection ou 
osculation. 


2 (2 — 2) 


y perd un radical pour + — 1, qui ne disparaît pas de y’. Ainsi, 
l'origine étant en Z (fig. 53), ZC — 1 donne un point double en €, 
pour lequel les branches se coupent sous un angle droit, puisque 
y = El. D'ailleurs, = © donne les navima vers D et D’; 14=2 
fixe la limite 4 de la courbe. 

Pour l’équ. y = (2 — x) W/ (1 — x), la courbe a un point con- 
jugué dont l’abscisse est — 2, parce que y est imaginaire dans les 
points voisins. L’orisine est de même un point conjugué pour la 
courbe dont l’équ. est y —x}/ (x — b). 

Enfin, y— {x — a) y (x — b) + c, où a > b, est l’équ. de la 
courbe £DFG (fig: 54) formée de deux branches qui ont en D la 
même tangente £D, Si x — a eût été au cube, les deux branches 
auraient eu même cercle osculateur, etc.... = 


L’équ. y—(1— 2) y (2 — x) donne y — 


Du reste, un point triple, quadruple. ... est annoncé par un ra-. 
dical du 8°, 4° degré... 

On a décrit un cercle du diamètre 47 = 2r (fig. 53) ; une droite 
AF tourne en 4, tandis que PW, perpend. à 41, glisse parallèle- 
ment. On demande quelle est la courbe 4C des points # de sec- 
tion de ces deux droites mobiles, le point /ÆV étant sans cesse au 
milieu de l'arc 4NF sous-entendu par 4F. L'origine étant en €, 
les équ. des droites mobiles PN, 4F sontx = a, y = B (x —r); 
les coordonnées du point M sont CP — «x, PM—=B(a—7r): 
comme PA est une ordonnée au cercle, 2N? = r° — «, Or, N 
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étant le milieu de l’are 4AWF, le rayon CN est perpend, sur 4F, et 
les triangles 4P M, CPAN sont semblables : d'où 


GF eUr r—0« pt V/ (r°— at) een M 
PM PC? B(a—r) a 35m 9 


telle est l’équ. de condition entre les constantes x et 8 (n° 462) ; en 
les éliminant, à l’aide de #2—4, y—= B(x — r), il vient, pour l'équ. 
de la courbe proposée, 


dis S hentai A'OÙ a 1 — D — TT 
te xp) Gaves) 


Il est aisé de reconnaitre la fig, 53. L'origine C a un point double, 
pour lequel y — + 1 : les tangentes y sont inclinées à 45 degrés 
sur AJ, La feuille AC a un maximum vers D, et ne s'étend pas au 
delà du sommet 4, qui est une limite. De même que le point Æ 
est donné par le milieu N de l'arc ANF, le milieu NW’ de l'arc 
AN'F donne Y' : on a ainsi deux branches infinies CO, CO'; les 
points O et O’ de section avec le cercle ont pour abscisse — + r. 
Ces branches ont pour asymptotes, la tangente du cercle au 
point Z. 


Concavité, convexité et points singuliers des Courbes. 


783. On peut employer les situations diverses de la tangente à la 
recherche de la figure des courbes (n° 406, 411). Étant donnée 
l'équ. y — fx, et sa tang. au point (x, y), comparons les ordonnées 
pour la même abscisse x - À (n° 722), fig. 22. 


YPH=y+yh, fe +h = PM =y+yÿh+syh +... 

Comme on peut prendre k assez petit pour que le signe de ? y”’k? 
soit celui du reste de la série, l’ordonnée de la courbe est plus 
grande ou plus petite que celle de la tangente, suivant que y” est 
positif ou négatif ; en sorte que la courbe tourne vers l'axe des sa 
convexité dans le 1° cas, et sa concavité dans le 2e. Si les ordon- 
nées étaient négatives, ce serait visiblement le contraire : donc wne 
courbe tourne vers l’axe des x sa convexilé ow sa concavilé, suivant 
que y et y” sont de mêmes signes ou de signes contraires (voy. p. 69). 

Il est aisé de voir qu’au point d’inflexion M (fig. 59 et 60), où la 
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courbe change sa concavité en convexité, y” doit aussi changer de 
signe, ce qui exige qu’en ce point y” soit nul ou infini : à moins 
cependant que y ne change de signe en même temps que y”, le 
point qu'on considère se trouvant dans ce cas sur l’axe des x. C’est 
au reste ce qui va être développé. 

784. Après avoir pris un point (x, B) sur notre courbe, pour juger 
s’il présente quelque particularité, c’est-à-dire s’il est Singulier, il 
faut comparer les parties de la courbe de part et d'autre de ce point, 
pour les ordonnées f(x + h). Distinguons deux cas. 

1® cas. Le développement de f (x + h) ne contenant pour h aucun 
exposant frachionnaire dont le dénominateur soit pair, 


on a f(a+h) = 8 + Ah + BR +... 


Les coefficients sont réels, puisque, s’ils étaient imaginaires, le 
point (x, B) serait conjugué (n°779). De plus (quel que soit le signe 
de À) °, h’.... sont réels, en sorte que la courbe s’étend de part 
et d’autre du point (x, B). 

1° Si le développement de f(x- h) est fautif dès le deuxième 
terme 4°, ou si a est une fraction > 0 et << 1, y est infini 
(n° 736), et au point (4, 8) la tangente est perpend. aux x. En pre- 
nant les dérivées relatives à k, on a 


f@+th)= aARi Es ff(akh) = a(a —1) Ah... 


La valeur de f”(x — h) est destinée à donner la direction de la 
tang. au point de la courbe dont l'abscisse est &  }, puisqu'il est 
indifférent que x ou 4 ait varié dans f(x —- h) (voyez la note, 
p. 337). 

Cela posé, le signe de 4h° et de ses dérivées décide de celui des 
séries entières, lorsque À est très-petit. Que a soit une fraction 


MALE HAN Et ; 
y Où n est impair : si # l'est aussi, l'ordonnée f (x -h) croît d’un 
côté et décroit de l’autre côté de l’ordonnée tangente, parce que 


n 
AY hk" change de signe avec h. Il y a donc une #nflexion, disposée 
comme le montrent les fig. 55 et 56, suivant que Z est positif ou 
négatif. 

En effet, f”’ (x Æ h) change aussi de signe avec k, parce que 
a — 2 donne à , dans le 1° terme, un exposant impair 5» — 2n : 
ainsi, la courbe présente d’un côté sa concavité, et de l’autre sa 
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convexité à l’axe des + (n° 783). Nous avons construit les équ. 


Las 177 


y—BL(r— a), . .. (fig. 68), 


y —= B — (x — a)”. List: (fig. 56). 
On en dira autant pour yÿ° = ax, et (y — 1} = 1 — x. 


' 

Mais si » est pair, AV h”* a toujours le même signe que 4, quel 
que soit celui de k, en sorte que les ordonnées, voisines de notre 
tangente de part et d'autre, croissent lorsque 4 est positif, et dé- 
croissent dans le cas contraire, à peu près comme pour les maxima. 
La courbe prend la forme indiquée fig. 57 et 58, que nous appel- 
lerons Cératoïde *. Le signe de f”(« + h) est visiblement négatif 
pour l’un et positif pour l’autre, en sorte que la courbe doit pré- 
senter à l'axe des x, des deux côtés de l'ordonnée tangente, sa 
concavité ou sa convexité, suivant que À a le signe — on le 
signe —. 


Les équ. y = B+- (x— a) ely— 8 — (x — a) donnentlesfig. 
57 et 58. On en trouve un autre exemple dans la Cycloïde. 

20 Mais si le développement n’est pas fautif dans les deux pre- 
miers termes, «— 1, b > 1, y’ n’est plus infini, et l’on a 4 pour 
la tang. de l'angle que fait avec l'axe des x la droite qui tonche la 
courbe au point (x, 8) : elle est parallèle aux #, si 4 — 0 ; inclinée 
Hub isr = 1 etc: : 


fa +) 
FGe+h) 
fa + h) 


D'après cela, si l’exposant b est un nombre pair, ou une fraction 
dont le numérateur soit pair, la courbe ne présente au point (x, 8) 
rien de particulier, puisqu'elle s'étend, de part et d'autre, au-dessus 
de la tangente si B est positif, et au-dessous si B est négatif; la 
différence entre les ordonnées de ces deux lignes étant Bh° + ete. 
On voit d'ailleurs qu’alors le signe de f” (x + h) est le même que 
celui dé LB. 


B+ Ah + Bh +. ... 


A + DB LL, ,.. 
Bb 01) Be 


| 


* Nous avons préféré les dénominations de Cératoïde et Ramphoïde à celles de re- 
broussement de la 1e et de la 2e espèce sous lesquelles ces points sont connus. Ces mots 
sont dérivés de K:x6, corne, P'aue:s) bec d'oiseau, Erdre, forme. 

MATHÉM, PURES, T, I. 25 


22 


Es 
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| | 4 
C’est ce qui à lieu pour l'équ. y = B + à? HE (x — x). 
Cependant, si À — 0, il y a maximum où minimum (voy. p. 8b9). 
4 
Cela arrive pour y = B + k (x — a). 
Quand b est un nombre impair, ou une fraction dont le numéra- 


. ., m se . # + 
teur » est impair, b — El Bh, ou By/ k", change de signe avec 


h, les ordonnées croissent d’un côté et décroissent de l’autre : de 
plus, f”’(æ—- }) est dans le même cas, puisque l’exposant de son 
1° terme est aussi un nombre impair b — 2, ou une fraction dont 
lé numérateur » — n est impair: donc il y a une inflerion au 
point («, 8), dont la disposition dépend de la direction de la tan- 
gerite, et du signe de B. 

Voici plusieurs exemples : 


ly= cH(r—a); y—irt (s — 02) (g.89); 


(fg.60) ; 


SOy— Lt —(x — a); ho y—= — (x — à) 
7 
8° y—= — x + (x — a) (fig. 63) : ï 


la tangente est inclinée à 45° dans les exemples 1°, et 3°; à 135° 
dans le 5° ; elle est parallèle aux x dans le 4e. 

Si best entier (c’est-à-dire, 8, 5, 7....), y” est nul; on pourra 
rapprocher notre théorème de celui des maxima (n° 757). Chacune 
des racines de y” — 0 ne peut répondre à une inflexion, qu’autant 
que la 1° des dérivées y”, y"...., qu'elle ne rend pas nulle, est 
d'ordre impair. Si b n’est pas entier, come ilest > 1, y” est nul 
ou infini, suivant que b est > ou < 2. 

785. 2° cas. Le développement de f(x Æ h) contenant un radical 
pair, l'une des crdonnées f (x + h) ou f(« — h) est imaginaire ; 
l'autre est double, à cause du radical pair qui y introduit le signe 
Æ. Ainsi, la courbe ne s'étend que d’un côté de l’ordonnée B, et 
elle a deux branches. 

1° Si le développement est fautif dès le 2 terme, a est entre 0 et 


; ’ m , . 
1; l'ordonnée B est tangente. Supposons que « — > * étant pair; 
le terme + 4y//hk" montre que le point (x, B) est une Limite de la 


courbe dans le sens des x ; elle a la forme V#Q ou N'MO' (fig. 61), 
suivant que À doit être pris en — ou en — ; l’une dés ordonnées 
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est > 8, l’autre est € B vu PM : d'ailleurs, pour les points voisins 
de #7, l'une des valeurs de f” (4 - h) est positive; l'autré est në- 
gative ; ce qui prouve que l’une des branches V est convèxe, ét 
que l’autre OM est concave vers l’axe des x, 

3 

Les équ. y = k Lx (x — a)", et y = 4 À rx Ex — x) 
donnent, l’une QMN, l'autre O'MN’. Nous en avonstrouvé plusieurs 
exemples (n° 781). 

Mais si le radical pair affecte un des termes qui suivent 4h", pour 
les ordonnées voisines de celle qui est tangente, B est f(x + h) 
quand Z est positif ; le contraire a liéu lorsque 4 est négatif; en 
sorté que les branches de courbe ont (fig. 62) la forme OMN dans 
un cas, Q'AN’ dans l’autre. On voit d’ailleurs qu’alors f” (x - h) 
étant dé signé contraire à 4, là courbe doit affecter cette figure, 
que nous nommerons une Æamphoiïde. C’est ce qui a lieu pour 


y=B+Rk(x—a) HI(x—a). 

Quand X doit être négatif, pour que f(«  h) soit réel, la courbe 
est à gauche de l'ordonnée tangente PH. 

2° Lorsque le développement n’est fautif qu’au delà du 2° terme, 
a = 1, et la tangente à la courbe au point («, 8) sera facile à eon- 
struire. Si le terme Bh° porte le radical pair, il a la forme 


a. 
4 


ñn 
+ By/ h" ; l'une des branches est au-dessus dé la tang., l’autre 
s'abaisse au-dessous, puisque celte droite a pour ordonnée 
F —8+ Ah :ily a donc une Cératoïde, On à y” nul ou infini, 
3 
suivant que best > ou < 2. Pour l’équ. y—=8 + x <+(x — a), 
(fig. 65) la tangente est inclinée à 45°, quand x = «. 


Pour 2y—=—1—%-192(1— x)", on a la fig. 64. 


Mais si l’exposant, dont Le dénominateur est pair, est au delà de 
Bh, le signe de Z suffit pour décider quelle est la plus grande, de 
l'ordonnée de la courbe, ou de celle 8 + 4h de la tangente. On voit 
donc qu'il y a une Ramphoïde. On a (fig. 66) pour l'équation 


y = B + x — ar + by/ x. . . . la courbe OMN, 
y = B + & — ax? + by x5. ... là courbe Q'MN. 


786. Coneluons de là que, 1° aux limites, dans le sens des æ ou 
dans le sens des y, y est nul ou infini. 
2 Aux inflexions et aux cératoïdes, y” est nul on infini. 


[9 1 40 


PA) 
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3° Pour trouver les points singuliers, il faut prendre la dérivée 
My + N— 0 de l'équ. y (x, y) — 0 de la courbe; faire M — 0 ou 
N = 0; en tirer, à l’aide de # (x, y) — 0, les racines qui peuvent 
seules appartenir aux limites. 

4° On prendra de même la dérivée du 2° ordre, ou celle de 


AA 


= EN? qui donne y” #0 (on suivra la 1"° règle du n° 705), 


N 

puis on posera Q — 0, ou N — 0 : ces équ. feront connaître l’x Jet 
l'y des points qui sont des inflexions ou des cératoïdes. 

5° Il faudra ensuite chercher le développement de f(& + h) pour 
chacune des valeurs de x ainsi obtenues, ou plutôt reconnaitre le 
cours de la courbe de part et d'autre du point qu’elles déterminent. 

6° Les ramphoïdes et les cératoïdes peuvent être considérées 
comme des points multiples et soumis à la même analyse : elles ont 
une tangente commune à leurs deux branches au point de rebrous- 
sement. 

7° On peut encore, dans la discussion des équations, s’aider du 
développement de y en série ascendante ou descendante (n° 747) 
suivant les puissances de x; on aura aisément les limites de la 
courbe, si elle en comporte ; et pour les branches infinies, on ob- 
tiendra leurs asymptotes courbes ou droites, etc. 

Voici encore quelques exemples : on en trouvera beaucoup 
d’autres dans le Traité de Cramer. 


ces Lai 6 y= 2 y (x — 2) (fig. 61), 
VS Ye IP ME LEON) NPA PRES 
y= & + (x — 1), y = a2°— 25 (fig. 66), 


È 
| 


y = Va ar, y= Votez (fig. 4), 
y=V(&—1) (fig. 57), y —= B — V x? (Hg. 58), 
y—= 2 + (c— 1) (Gg. 89), y = La — Wa (fig. 60). 


Des Surfaces et des Courbes dans l’espace. 


787. Soient z— f(x, y), Z— F(X, F) les équations de deux 
surfaces courbes ; pour qu’elles aient un point commun (+, y, z), il 
faut que pour les mêmes ordonnées Z — x, on aitz= X,y—#. 
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Prenons sur chacune un autre point répondant aux abscisses æ  } 


et y—-k; nous représenterons, pour abréger, les 3 correspondants 
(n° 743) par 


5 + ph + ir +... ZE Ph+LERE LH. ... 
+ qgh + shk +. ... + Oh +  Shk +. ... 
+ th +... LL Tk +... .. 


La distance entre les deux points dont il s’agit est 


(P— p) h 4 (Q — q) RE (R=—r) BE eh 


Si P = pet Q — q, c'est-à-dire si les différentielles partielles 
du 1er ordre de nos fonctions f'et F sont respectivement égales, les 
raisonnements du n° 770 feront voir qu’une 3° surface ne pourra 
approcher des premières autant qu’elles approchent l’une de l'autre, 


wi” 


à moins que celle-là ne remplisse les mêmes conditions à leur 
égard : il y a alors contact du 1° ordre. Pour le contact du 2° ordre, 
il faudrait en outre que les différences partielles du 2° ordre fussent 
aussi égales entre elles, ou 


Her; MR EE SU ent 


Par ex., tout plan a pour équ. (n° 659) Z— 4X+LBF+LC; 
sa position dépend des constantes 4, B, C, qu’on peut déterminer 
en établissant une osculation du 1% ordre. x, y et 3 étant les covur- 
données du point de contact, il vient 


3= Ax+By+C, p—=4, q—=b, 
dz 


3 . dz LA F 
 p et q désignant toujours les fonctions LÉ tirées de l’équ. 
3 —f (x, y) de la surface courbe ; cette équ. ayant par conséquent 
pour dérivée dz = pdx + qdy. 
Si l’on élimine 4, B, C, on trouve, pour le plan tangent, 


Z'=s=p(X = 5) + q (Pi-ighee M colt0ù Lo) 


Une fois l’équ. du plan tangent obtenue, il sera facile de trouver 
tout ce qui se rapporte à sa position. Par ex., le cos. de l'angle p 


1 
PLANS COPIES SRE P 


qu’il fait avec le plan æy, est cos y — 
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La normale qui passe par le point (x, y, x) est de plus perpen- 
diculaire au plan tangent ; ces conditions, exprimées en analyse 
(n° 668), donnent, pour les équ. de la normale, 


X—x+p(Z—-3)=0, F—-yLqg(Z—:)—=0,... (B) 


788. Voici plusieurs exemples de l'usage qu’on peut faire deséqu. 
4.01": 

I. Tous les cylindres ont cette propriété distinctive, que le plan 
qui les touche en un point, touche selon une génératrice ; cette 
droite est parallèle à une autre (n° 680) dont on donne les équ. 
æ = az, y — bz. Énonçons ce fait en analyse, et nous aurons ex- 
primé que la surface {touchée est un cylindre, sans avoir particula- 
risé la courbe directrice ; nous aurons donc l'équation de toute 
espèce de cylindre. On a donné (n° 667) la condition du parallé- 
Hisme d’un plan avec une droite : elle devient ici (où 4 = p, 
B = Q), ap + bq = 1, équ. cherchée (voy. p. 343). 

IT. Le plan tangent au cône passe par le sommet. Mettons pour. 
X, Yet Z, dans l’équ. (4), les coordonnées a, b, c de ce point, et 
Péqu. z — c — p (x — a) +- q (y — b), exprimant la propriété 
qui caractérise toute surface conique, quelle qu’en soit la base, 
sera l’équ. de cette surface (n° 745). 

IT. Imaginons qu'une droite coupe sans cesse l’axe des z et de- 
meure horizontale, tandis qu'elle glisse le long d'une courbe : elle 
engendre une surface nommée Conoîde, à cause de sa ressemblance 
avec un cône dont le sommet aurait une arête. Ce qui caractérise 
ces surfaces, c’est qu'un plan les touche selon une génératrice ho- 
rizontale : exprimons analytiquement cette propriété. En faisant 
Z = 3, dans l'équation (4), nous avons 


(X— 2) p+(T —y)g = 0; 


ce sont les équ. d’une horizontale tracée dans le plan tangent, Pour 
que cette droite coupe l'axe des z, il faut que sa projection sur le 
plan xy passe par l’origine, ou bien que px + qy = 0 : telle est 
l'équ. de tous les conoïdes. 

IV. Toute normale d'une surface quelconque de révolution va 
couper l'axe ; donc, si l’on élimine X, Ÿ, Z, entre les équations (B) 
de la normale et celles de l’axe de révolution, l’équ. résultante en 
%, Y, 3, exprimant la propriété énoncée, sera celle de la surface de 
révolution, quel qu'en soit le méridien. Par ex., si l'axe est celui des 
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3, dont les équations sont X — 0, F — 0, l'élimination donne 
py = gx, équ. de toute surface de révolution autour de l'axe des z 
(ne 745). 

Lorsqu'on veut particulariser une espèce de surface cylindrique, 
conique... il faut introduire, pour p et q, des fonctions de x et y, 
qui sont déterminées par la nature de la courbe directrice donnée. 
C'est ce qui sera examiné par la suite (n° 901). 

789, Nous avons traité (n° 760) des maxima des fonctions de deux 
variables. Il en résulte que si l’on veut trouver les z maxima ou 
minima d’une surface courbe, dont on a l'équation 3 — f(x, y), 
il faudra poser p — 0; q —0 (le plan tangent parallèle aux y), 
et éliminer x, y et z entre ces trois équ. ; mais les coordonnées ainsi 
obtenues n’appartiendront à des points doués de la propriété dont 
il s’agit, qu'autant qu’elles satisferont à la condition (2) (p. 360), qui 
apprendra à distinguer le maximum du minimum. 

790. Pour que le plan tangent soit perpend. au plan yz, il faut 
que son équ. soit réduite à la forme Z — z = q(Y — y) (n°655); 
ainsi p = 0. Plus généralement, soit 


Pdx + Ody + Rdz = 0, 


la différentielle de l’équ. d’une surface {n° 744); P — 0 est la 
condition qui exprime que le plan tangent est perpend. au plan yz. 
I fant donc que les coordonnées x, y, z du point de contact satis- 
fassent à l'équ. P = 0, et à celles (x, y, z) —0 dela surface. T'elles 
sont donc les équ. de la courbe qui jouit de la propriété que le plan 
tangent soit perpend, au plan yz; cette courbe est la limite de la 
surface dans le sens des yz. Ainsi, en éliminant #, on a la projec- 
tion de la surface sur le plan des yz. De même, celle sur le plan 
æy se trouve en éliminant z entre 5 = 0, et À — 0. Les deux équ. 
P — 0, Q — 0, se rapportent au maximum de 3, etc. ) 
Pour la sphère, par exemple (n° 654), 


@—d+4—b+G-y—=r, 


la dérivée relative à z seul est z — c — 0; éliminant z, on a 
(x — a} + (y —b} = r°, pour l'équ. du cercle de projection sur 
le plan y ; ce qui est d’ailleurs visible, 

791. Projetons sur le plan y l'arc s de courbe dans l’espace, puis 
développons (n° 287, 4°) le cylindre formé par le système des 
perpend. à ce plan : la base est un arc à, projection de l'arc s. Or, 
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on peut concevoir cet arc s rapporté aux coordonnées rectangles À 
et 3, puisque à est étendu en ligne droite; l'aire { du cylindre et la 
Jongneur de l'arc s seront données (n° 767 et 768) par les relations 
# — 3,8? — 1 + 3°, dans lesquelles les dérivées se rapportent à 
À. Si l’on veut qu'elles soient relatives à x, on aura (n° 734) 


dt :dà, ds — ddr. 


Mais l'arc à est rapporté aux variables du plan æy, en sorte que 
dx — dz° + dy? ; donc 


dt — zy/ (dx? + dy), 
ds? — dx? + dy? + dz, 


Une courbe dans l’espace est donnée par les équ. de deux surfaces 
dont elle est l'intersection, telles que Â = 0, N — 0 : qu’on en 
tire les différentielles dy et dz en fonction de x, et qu’on substitue, 
l'intégration de ces formules donnera, d’une part, laire # du cy- 
lindre droit, qui a pour base la projection de Parc, et qui est ter- 
minée par cet arc; et de l'autre la longueur de l’are rectifié. 

792. Supposons que le trapèze curviligne CBMP (fig. 40) tourne 
autour de l'axe 4x, cherchons le volume v et l'aire # du corps de 
révolution qu’il engendre, l’équ. de l'arc BM étant donnée, y = fx. 
Soient v — Fx, u — 9x; il s’agit de déterminer les fonctions F et +. 
Attribuons à æ l'accroissement PP = h; y, v et w deviendront 


y Lh, v+i,ul; d'où 
Rem ty he ES Nu vRE., = ht... 


H s’agit maintenant, pour appliquer la méthode des limites, de 
trouver des grandeurs qui comprennent entre elles les accruisse- 
ments 2 et /, quelque petit que soit h. 

1° Les rectangles ÂPP'O, LPP'M', engendrent, dans leur révo- 
lution autour de 4x, des cylindres dont les volumes sont 7ry°h et 
z(y + k}ÿh (n° 308) : leur rapport avant l'unité pour limite, et le 
volume 1, engendré par l'aire MM'P'P, étant toujours intermédiaire 
entre ceux-ci, l'unité doit être aussi la limite du rapport 


LA 4 
on eic. 
ou LAS Te donc .... AUS 
TY° 


zyÿh 


2e La corde ÂM'etla tang. MH décrivent des troncs de cône, dont 
les aires (n° 290, 8°) sont 7(2y +4). MM’, et x(2y + y'h) . HM : 
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le rapport de MM à MH tend sans cesse vers l’anité (n° 767 ); la 
limite du rapport de nos deux aires est donc 1, qui est par con- 
séquent celle du rapport 
x(2y + 4) MM' __ 7(2y +). (A+ y +yyh....) 
l w + ru "h +... / 
attendu que l'aire / décrite par l'arc AM est intermédiaire entre les 
premières, quelque petit que soit L. Donc 


w —= 2ry VA + y) = 2rys'. 

On mettra fx pour y dans ces valeurs de v’ et w’, et l’on intégrera; 
c’est-à-dire qu'on remontera aux fonctions v et # dont elles sont les 
dérivées (n° 851). 

793. Traçons sur un plan 4PB (fig. 67) un trapèze CDEF, 
Soient cdef sa projection sur un autre plan 40B, et x l’angle de ces 
deux plans ; supposons que les côtés CD, EF soient perpend. à l’in- 
tersection 4B, on a (n° 354) cd — CD X cosa, ef — EF X cos &; 
donc l’aire du trapèze 


cdef = = GH X (CD + EF) cosx« = CDEF X cos «. 


Cette relation entre notre trapèze et sa projection a également 
lieu pour un triangle quelconque DIF (fig. 68), puisqu’en menant 
les perpend. CD, LF sur AB, et CE parallèle à DF, on forme le 
parallélogramme CDLF, dont l'aire est double de celle du triangle 
DIF. Or, d’une part, toute figure rectiligne est décomposable en 
triangles ; de l’autre, on peut , par la méthode des limites, étendre 
aussi la proposition à toute aire plane curviligne. Donc la projection 
P sur un plan d’une aire plane quelconque À, est le produit de cette 
aire par le cosinus de l’angle des deux plans, P — A cos x. 

Soient donc «, x’, «”, les angles que fait une aire plane 4 avec 
les plans coordonnés ; P, P', P”, ses trois projections ; on a 


P— A cos «a, P'—Acosx, P'— A cos x”; 
faisant la somme des carrés, il vient 
lo 
4 = P°+ pr pr, 


à cause de cos’æ + cos’x — cos’«” = 1 (n° 674, 1°). Donc, le carré 
d’une aire plane quelconque est la somme des carrés de ses trois pro- 
jections sur les plans rectangulaires coordonnés. 
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Ces théorèmes servent à trouver l'étendue des surfaces planes 
situées dans l’espace, en les ramenant à être exprimées à l’aide de 
deux variables. 

794. Soit z= f(x,y) l'équ. d'une surface courbe; menons quatre 
plans parallèles deux à deux, à ceux des #z et des yz; cherchons 
le volume 7 et l’aire U du corps ÂMNEF (fig. 69) renfermé entre 
ces limites. Attribuons à x et y les accroissements k et k; le point 
M (x, y, z) sera comparé au point € : le corps aura pris l’accrois- 
sement renfermé entre les plans ME, SD, FM, SB; F et U sont 
donc des fonctions de x et y qu'il s'agit de déterminer. x étant 
augmenté de k, et y de k, F sera accru (n° 743) de 


dy d7 d7 Ok dy d7 
— D 2, Ph + —> , <E 
dx 25 dy k de? 2 ne drdy QUE QUE = 


Or, si l’on n’eüt fait croitre que x de h, ou bien que y de 4, le corps 
aurait reçu l’auginentation 


dy œF ke 
MPRBF = h + os, 


d, dr kr 
LÉ Q RE IC .... 


donc, enretranchant,ona volume HCRO — — hhL ,... 
ædy 

dU 

Pour appliquer ici la méthode des limites, cherchons des gran- 
deurs entre lesquelles ce volume et cette aire soient toujours ren- 
fermés, quelque petit que soit À; représentons le corps ÂCRSOP 
à part (fig. 70). 

1° Le parallélipipède rectangle MPS$s a pour volume hkz; celui 
du parallélipipède construit sur la même base, et dont SC = z +} 
est la hauteur, est = hk(z 1). 

3 
z +! 
1 est aussi la limite de 

dy Nas A 
hhz : AN d’où SL 


On verrait de même que l'aire MC — 


Le rapport de ces volumes ayant l'unité pour linute, 


On mettra donc pour 3 sa valeur f(x, y), puis on intégrera deux 


ee 
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fois , d'abord relativement à x, en regardant y comme constant ; 
enfin, on intégrera de nouveau le résultat par rapport à y seul 
(voy. n° 852). 

2° Menons un plan tangent Hs’ au point M (x, y, z); l'aire Mr's'q , 
qui est renfermée entre les plans HR, MO, Os’, s'R, est (n° 793) le 
‘quotient de sa base PORS divisée par le cosinus de l'angle qu’elle 
fait avec le plan y, savoir (n° 674, 1°) : 


SR 1 —— À 2 2 
VTT r Ep REV (+p + 9). 


Mais il est facile de voir que l'unité est la limite du rapport de 
du | Er 
drdÿ hh L..,.,à cette quantité. Donc 


d'U | 
EP A LEE AE D 


Il faudra donc différentier l’éq. z = f(x,y) de la surface; puis de 
dz = pdx + gdy, tirer les valeurs de pet q en fonction de x et y, 
et les substituer ici; enfin, intégrer comme on l’a dit ci-dessus. 
Nous donnerons des applications de ces diverses formules (n° 855). 

795. Imitons en trois dimensions ce qui a été dit des oseulations 
des courbes planes. 3 = f(x, y), Z = F (X, Y) sont les équ. de 
deux surfaces courbes ; si elles ont un point commun (x, y, z), pour 
en comparer l’écartement dans les parties voisines de ce point, on 


changera X et x en x + h, F et y en y + k, et l’on prendra la 
différence d des z. Continuons de supposer 


dz Le dz d?z TM d?z d°z 


de dy? dr vu dædy ENS dy E3 

que de même P, Q.... aient de semblables significations pour la 
2e surface. On démontrera précisément, comme n° 770, que si l’on 
aP=p, O = 0, la différence d'étant du 2° ordre en k et k, aucune 
autre surface, qui ne remplirait pas les mêmes conditions, ne pour- 
rait approcher de la 1re surface autant que le fait la 2°; et si, én 
outre,ona R—7r, S—5s, T—t, l’osculation sera du 2° ordre, et 
les deux surfaces auront un plus grand degré de rapprochement 
dans la région voisine du point commun, et ainsi de suite. 

Soit, par ex., un plan Z = 4X + BF Æ C; il aura un contact 
du 1% ordre avec la surface z = f{r,y), si l’on détermine les con- 
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stantes 4, B, C par ces conditions, que le plan passe par le point 
donné (x, y, z), et qu’on ait 4 = p, B —q. De là résulte l’équ. (4) 
du plan tangent (n° 797). 

Pour la sphère, on a l'équation 


X— a L(F—b} H(Z—c=n. 
On établit ainsi un simple contact au point x, y, z (n° 744), 


(GG — a) +(y— Bb) +(s — 0) =#, 
(@— a) Æp(s—c0)=0, y—b+q(s—c)—0; 


ces trois équations déterminent les coordonnées du centre, et par 
conséquent la sphère, dans le cas d'un simple contact, lorsque le 


rayon x est connu. En posant, pour abréger, (1 4 p° E q) * = y, 
l'élimination donne 


a— x np, b=y<nqp, c—z— np; .+. (1 


cette sphère a même plan tangent que la surface ; son centre est 
sur la normale, équation (B) p. 390. Pour que l’osculation füt du 
2e ordre, il faudrait déterminer l'arbitraire n de manière à rendre 
R—7r,S—5s, T —t:puisqu'on n'a qu'une constante à déterminer, 
on ne peut remplir ces trois conditions ; en général toute surface 
n’a donc pas une sphère osculatrice comme une courbe a un cercle 
osculateur. 

796. Mais rendons la somme des termes du 2° ordre de la série 
(n° 787) les mêmes pour la sphère et notre surface, ou 


r — 2sa Lie = RLISxL Te, 


a étant le rapport k : h; on trouve pour les dérivées du 2° ordre de 
l’'équ. de la sphère relatives à x et à y, 


—c)R+1+p=0, (5—c) SE pg—=0, (3 —0c)T 41 +g—0: 
(s — c)(r + Das + ta) 1 pt 2pqa + (1 + q°) & — 0... (2) 


Ps 4 7» Sy t sont des fonctions de x et y, qu'on tire de l'équation 
2 — f(x,y) de la surface proposée; z est la tangente de l'angle que 
fait, avec l’axe des x, une droite qui touche au point commun, et 
est menée dans une direction arbitraire. Cette équ. fait connaitre 
3 — cen fonction de x, yetæ; les équ. (1) donnent ensuite a, b, et 
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le rayon » de courbure de la section faite par un plan passant par la 
normale et la tangente dont il s’agit, On peut donc trouver les cour- 
bures de la surface dans toutes les directions imaginables. 

Ayons surtont égard aux sections dont la courbure est la plus 
grande ; faisons varier # par rapport à « seul, et posons »' — 0 
(n° 757). Mais, d'après l’équ. (1), on a alors €’ — 0, en prenant 
£, p, q, constants ; donc la dérivée de l’équ. (2) relative à c et «, 
en faisant c’ nul, donne : 


GRO ET PT (Lg) = 0} 
d’où (s — 6) sa pqa+(s—chr+l—p = 0 \ 


en multipliant par « et retranchant de (2). Il est aisé d'éliminer 
« entre ces deux équ., et d'arriver à cette relation destinée à donner 


C2 NE (S) 


A(z— cc} ÆB(z—c)+yp2—=0;....,..(4) 
ou A=tr—s, B=r(1l + 9) + 6(1 + p°) — 2pqs. 


On en tire deux valeurs de z — c, et par suite (1) donne les 
rayons # de la plus grande et de la moindre courbure de la surface 
au point donné (x, y, z) : enfin, l’une des équ. (3) fait connaître 4, 
ou les directions de ces deux courbures. 

Concevons nos deux lignes de courbure tracées à la surface pro- 
posée ; elles sont indépendantes du système d’axes auquel celle-ci 
est rapportée, et restent constantes lorsqu'on change de plans 
coordonnés. Prenons le plan tangent pour celui des y; il est vi- 
sible que x, y, 3, p et q sont nuls, et les équ. (3) deviennent 


c(s—ix) = a, c(sa+r) =1; 


d'où so? & (r —t) —s—0. 


Le produit des deux racines de « étant — 1, on en conclut que les 
deux courbes se coupent à angle droit. Donc, à Pexception des cas 
très-particuliers où l’équ. (4) serait satisfaite d'elle-même, sur toute 
surface, si l’on prend un point quelconque, il y a toujours deux plans, 
passant par la normale en ce point, qui sont perpend. l’un à l’autre, 
et donnent la plus grande et la moindre courbure de la surface. Les 
équ. précédentes font connaitre ces deux directions, et par suite 
les rayons de ces deux courbures. 
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797. Étant donnée une courbe dans l’espace, par les équ, dé 
deux surfaces dont elle est l'intersection, en éliminant successive- 
ment + ety entre ces équ., on aura remplacé ces surfaces par deux 
cylindres perpend. aux plans coordonnés des #z et des y; et les 
équ. résultantes 3 — fx, : — Fy, seront celles des projections de: 
la courbe sur ces plans. Une tang: à la courbe l'est aux cylindres; 
et par conséquent ses projections sont tang. à celles de la courbe; 
ainsi les équ. de la tang. sont 


Z—s=p(X—x), Z—z—q(r —y). 


Qu'on mette f’x et F'x pour p et q,et ces équ. seront déterminées. 
En éliminant x, y, z, entre nos quatre équ., on a une relation entre 
X, F, Z, qui est l'équation de là tangente en un point quelconque 
de la courbe, c’est-à-dire celle de la surface engendrée par une 
droite mobile sans cesse tangente. Si cette surface est un plan,'la 
courbe est plane, autrement elle a une double courbure : on distin- 
guera donc aisément ces deux cas l’un de l’autre. 

Au point de contact, il y a une infinité de perpend. à la tangente; 
cette multitude de normales déterminent le plan normal, dont il est 
facile de trouver l’équ. (n° 666), 


25 


798. On peut appliquer la théorie des contacts des surfaces aux 
courbes à double courbure, mais nous n’entrerons pas ici dans ces 
détails [ voyez Fonct. analyt. (n° 141), et l’Anal. appl. de Monge |. 
Bornons-nous à la recherche du plan osculateur. Soient z = fx, 
y —= Lx les équ. de la courbe ; celle du plan qui passe par le point 
(&, y, z), est 


Fa s # 
RME A Ci 1 À 
nn q 


Z—z— A(X— x) LB(Y — y). 


Déterminons 4 et B en établissant un contact du 2° ordre. Si l’on 
change x en #  h, y et z recevront, pour la courbe, les accrois- 
sements 


= hf LE hfl sk hY LE a 


Mettons donc x 4h, y k, : 7 pour X, F, Z, dans l’équ. du 
plan : il vient ! = 4h + Bk, ou 


APE fe (A BD) 5 BY 
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Les arbitraires 4 et B seront déterminées par ces deux conditions 
A + BY =f", BY"=f"; donc l'équation du plan osculateur est 


W'(Z—N= (LP) Xe) +". (F—v). 
De la méthode infinitésimale. 


799. Nous avons déjà remarqué (tome I, note, page 268), en 
appliquant la méthode des limites (n° 113) à une équ. entre des 
constantes et des variables qui peuvent être rendues aussi petites 
qu'on veut, que lorsqu'on n’a besoin que de la relation qui lie les 
termes constants, ce n'est pas commettre une erreur que de négli- 
ger dans le calcul quelques-uns des termes qu’on sait devoir dispa- 
raître par la nature même du procédé. Il en a été de même (n° 422) 
pour la méthode des tangentes. La certitude mathématique ne sera 
donc pas altérée par ces omissions volontaires, pourvu qu’on se 
soit assuré qu’en effet elles n’affectent que les quantités qui, par la 
nature même de l'opération, doivent disparaitre du résultat, 

On pourra donc, dans toute question semblable, omettre les 
termes indéfiniment petits, que les géomètres ont appelés, avec 
Leibnitz, des infiniment petits. En se dispensant d’y avoir égard, 
on abrégera beaucoup les calculs, puisqu'il est souvent difficile 
d'évaluer ces termes; et les résultats seront exacts. On pourra même 
. présenter la théorie avec la rigueur géométrique, en prouvant que 
les quantités omises sont au rang de celles qui doivent en être sup- 
primées. Cette méthode est précieuse, non-seulement pour graver 
les résultats dans la mémoire, mais encore pour les spéculations 
analytiques compliquées ; et il importe de ne pas se priver d'un se- 
cours aussi puissant, surtout en considérant qu’on peut toujours 
rendre au procédé la rigueur qui lui manque en apparence. 

800. Les applications de ces notions aux éléments de Géométrie 
sont si faciles, que nous nous dispenserons de les faire; chacun 
pourra aisément y suppléer. Mais venons-en à celles du Calcul dif- 
férentiel. 

Soient y, z, t.... des fonctions données quelconques de x; si æ 
prend l'accroissement dx, ceux que prendront y, z.... résulteront 
des relations données qui lient ces variables à x, et l'on aura 


dy = Ade + Bdr +...., ds 4'dx + B'dr#. 
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Or, quel que soit le but de notre opération, dy doit être combiné 
avec dz, dt...., de manière à former une équ. #— 0, Lorsqu'on 
aura substitué à dy, dz....leurs valeurs, dx sera facteur commun, 
et pourra être omis dans l’équ. 3 = 0, en sorte que les premiers 
coefficients 4, 4',.... en soient seuls exempts. Mais #, y, 3.... 
étant maintenant regardés comme des termes fixes, leurs accroisse- 
ments dx, dy.... pourront être rendus aussi petits qu’on voudra, 
de sorte qu’en faisant dx = 0, l’équ. À — 0 devra perdre tous les 
termes 2, B’.... On pourra donc d’avance dégager le calcul de ces 
termes, et dire que dy — 4dx, ds — A'dx....; les autres termes 
sont négligés comme des infiniment petits du 2° ordre, expression 
qui sert à éviter une circonlocution. 

On conçoit les grandeurs comme formées de parties quelconques 
élémentaires, qu'on nomme Diférentielles, et qu’on désigne par la 
lettre d, comme nous l'avons indiqué n° 698. Ces différentielles, 
comparées aux éléments véritables, n’en diffèrent que de quantités 
négligeables, c'est-à-dire de valeurs que le calcul ferait disparaitre 
si l’on y avait égard. Le résultat n'étant pas atteint de cette sorte 
d'erreur, en prenant ainsi des quantités défectueuses au lieu des 
véritables, on se trouve conduit à des calculs et à des considérations 
simples qui abrégent singulièrement les opérations. 

dæ, dy, différentielles de x et y, ne sont pas précisément les ac- 
croissements de ces variables, quoiqu'on les traite comme tels, 
puisqu'au lieu de prendre dy — 4dx - Bda?...., on prend seule- 
ment dy — Adx; ce sont des quantités qui ne diffèrent de ces ac- 
croissements que de parties qui s’entre-détruisent par le calcul, et 
qu'il est inutile de considérer. 

A est la dérivée que nous avons désignée par y, et que nous 
savons trouver pour toute fonction. Il est, au reste, bien aisé de 
l'obtenir de nouveau, en partant des principes mêmes que nous 
venons d'exposer. En voici quelques exemples : 

Soit y — 2, z et t étant des fonctions de x, on a 


dy = (3 +- ds) (6 + dé) — zt = tds + dé, 


en négligeant dz . dé, qui ne contient que da’, dai,... 
Pour y=3",0ona | 


dy = (3 + ds)" — 2° — mz"—"dz, 
en négligeant Les dz°, dz5..,. (voy. n° 708). 
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Soit y= a; d'où dy = a +Ë — 4° = a (a — 1); mais 
(p. 221) on à a = 1 + kh—.,..; done dy = ka‘dz, en suppri- 
mant les dz?, dx*,... 
— Log : donne z — a’, et 


dy = Log (z + dz) — Log 3 — Log (: -L =): 


dz 
je 

801. La méthode infinitésimale consiste, comme on voit, à sub- 
stituer dans le calcul, aux véritables accroissements qui en font 
l'objet, d’autres quantités dont l'erreur soit de nature à ne pas alté- 
rer le résultat. Au lieu des variations véritables, qui seraient diffi- 
ciles à traiter et compliqueraient les opérations, on prend à leur 
place d’autres quantités plus simples, et quise prêtent mieux aux 
recherches qu’on a en vue, aux calculs qu’on doit exécuter. Mais 
pour être en droit de prendre des valeurs défectueuses, il faut, 
avant tout, s'être assuré qu’il n’en résultera aucune erreur, et que 
si l’on ajoutait à celles-ci ce qui leur manque, ces parties ajoutées 
s’entre-détruiraient. 


donc a% — 1 + or, a = 1 + kdy; ainsi dy — 


Aïnsi, pour que la méthode puisse être employée en toute sûrete, 
il faut remplir une condition indispensable, celle de l'égalité des 
limites, ou dernières raisons, qui consiste à comparer les grandeurs 
véritables à celles qu’on leur substitue, à les faire varier ensemble, 
et à voir si, dans leur diminution progressive, leur rapport tend 
sans cesse vers l'unité, car l’unité en doit être la limite. Si un arc de 
courbe BM'(fig. 40) a pour accroissement l'arc MM’, on pourra 
prendre en sa place la corde MW ; cette corde sera la différentielle 
de l'arc, attendu qu’en rapprochant les points M et M", l'arc et la 
corde diminuent, et leur rapport tend vers l’unité qui en est la 
limite. Mais on ne doit pas prendre #Q pour différentielle de MW, 
sous prétexte que ÂM' et MO tendent à l'égalité, et deviennent nuls 
ensemble, car le rapport MM’ : MO n'a pas 1 pour limite. C'est 


ainsi que az? et bx, qui deviennent nuls ensemble, ont pour rapport 
“, dont la limite est zéro, et nonlpas 1 
7 > dont la limite est zéro, et noïjpas 1. 


En comparant un arc de cercle à son sinus, on peut prendre l’ac- 
croissement de l’un pour celui de l’autre : y — sin 3 donne 
dy= sin (3 ds) — sin z, on sin z cos dz sin dz, cos z — sin 3. 
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En remplaçant sin dz par dz et cos ds par 1, parce que les rapports 
de ces grandeurs tendent vers l’unité, on trouve dy = dz . cos z. 
On trouverait de mêmela différentielle de cos x, de arc(tang = x)... 

Un principe qu’on ne doit jamais perdre de vue, dans ce genre 
de considérations, est celui de l'homogénéité, qui consiste en ce que 
les différentielles doivent être de même nature que la grandeur 
qu’on considère, et de même ordre entre elles. On ne peut donc 
prendre pour différentielle d’un solide qu’un autre solide; pour 
celle d’une surface qu’une aire, etc.; on ne doit pas regarder une 
ligne comme la somme d'une infinité de points, une aire comme la 
réunion d’une série de lignes, etc. ; et en outre, toute formule ne 
devra jamais renfermer que des termes où les différentielles seront de 
même ordre. 

Cet artifice, qui traite les différentielles comme si elles étaient 
exactes, donne lieu, il est vrai, à des équ. défectueuses ; maïs on 
ne doit pas s’en inquiéter, parce qu’on est convaincu que le résultat 
définitif n'en sera pas atteint, toutes les fois qu’on n’aura en vue 
que les limites, lesquelles sont les mêmes pour les différentielles et 
pour les éléments véritables. Ce calcul se présente d'abord comme 
un moyen d’approximation, puisqu'on remplace ceux-ci par des 
quantités qui en sont voisinés ; mais comme on ne destine ce calcul 
qu'à la détermination des dernières raisons, qui sont les mêmes 
pour les uns et les autres, le calcul acquiert la rigueur même de 
l’Algèbre; et le langage, aussi bien que la notation, en ont toute 
l'exactitude, puisque dès qu’on prononce les mots d’infiniment 
petit, de différentielle, on entend ne faire usage du calcul que dans 
les problèmes qui dépendent, non plus des grandeurs qu’on a en- 
visagées, mais des rapports de leurs dernières raisons. Une diffé- 
rentielle est donc une partie de la différence, partie dont le rapport 
avec cette différence a l’unité pour limite. 

Dans le Calcul intégral, qui a pour but de remonter des dérivées 
aux fonctions primitives, on regarde l'intégrale comme la somme 
des éléments ou des différentielles, ainsi que nous aurons occasion 
de le remarquer, n° 842, 846 et 852. 

Les applications de ces principes à la Géométrie et à la Méca- 
nique sont très-fréquentes. Voici quelques exemples des premières. 

802. Soient BM — 5 (fig. 40) un arc de courbe, les coordonnées 
de M étant x et y; enfin y — fx l’équ. de cette courbe. La tangente 
TM sera supposée le prolongement de l’élément infiniment petit 
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MM! de la courbe ; ce qui revient à dire que la corde de l'arc 
MM' = ds, pouvant approcher autant qu'on veut de MA, l'angle 


M'MOQ, dont la tangente — 


Î 
quantité indéfiniment petite. En résolvant le triangle H'MO, dont 
les côtés sont dx, dy et ds, on a donc, comme n° 762 et p. 367, 


2e ne diffère de ZMO que d’une 


tang T — À cos T=®, snT=—= 2 
Puisque l’arc MM — s et sa corde ont l'unité pour limite de leur 
rapport, on peut substituer l'arc ds à sa corde, et l’on a la longuëur 
de l’hypoténuse, ou ds —}/ (da + dy°). 
Soit { l’aire CBMP ; le rectangle indéfiniment petit HPP'O —ydx 
pourra être pris pour dé; donc dt = ydx. 
803. Appliquons ce procédé aux coordonnées polaires. Du pôle 
A (fig. 45) pour centre, décrivons l'arc MQ par le point # (r, 6), 
me de set ou Te + ; done MQ = rds. Me- 
nons AT perpendiculaire sur 4M, et la tangente TM’ qui se con- 
fond avec l'arc, suivant l'élément MM = ds; or, les triangles 
semblables VM'O, TMA donnent (voy. p. 365) 


MO AT. rd9 Ar 
MO, LAME dr n 


nous aurons 


donc sous-tang AT = ——, 


Dans le triangle rectangle TMA, on à 


AT ÊE rdg 


tang TMA = els 


De plus, MM? — MO’ + M'OQ* devient ds = r°d8 + dr. 
Enfin, l’aire 4BM — + comprise entre deux rayons vecteurs a pour 
différentielle 4MM', qu'on peut regarder comme égal à 4M0Q ; 
or AMO =: AM X MO ; d'où dr — : r°d8 (p. 368). 

804. Dans sa révolution autour de 4x (fig. 40), CBMP engendre 
un corps dont le volume est » et l'aire #; or, l’arc MM décrit la 
différentielle de #, qui est un tronc de cône, et 


= + MM! (cir, PM + cir, PM), ou plutôt = MM YX cir, PM; 
26* 
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donc du — 2ryds. De même, l’aire HPP'M engendre la différen- 
tielle du volume v qu’on peut regarder comme égal au cylindre 
décrit par MPP'Q = PPT YX cercle PM; donc dv — ry°dx. Cela 
est conforme au n° 792. 

Soit la surface courbe BD (fig. 69) dont l’équ. 3 — f(x, y) est 


donnée; lorsqu'on fera croître x de dx, le volume Ÿ — EFMN 
croitra de MBFR — _ dæ. Si, dans ce résultat, on augmente y de 
dy, le volume MBR croîtra de MCSP — Li . drdy. 


De même, l'aire MN — U augmente de WC — Te . dedy. 


Cela posé, 1° le plan Wrsq (fig. 70), parallèle au plan +y, forme 
le parallélipipède Æ#PSs dont le volume est zdxdy; donc 
dF = zsdvdy, formule qui revient à celle du n° 794. 

20 Le plan tangent Mr's'q peut être supposé confondu avec la 
surface dans l’étendue de AC ; et comme (n° 793) la base PS, ou 
dydr, est — MC X cos «, « désignant l’inclinaison de ce plan sur 
celui des y, on a 


dxd 
MC TE = dady V (1 + +), (p. 389). 


Donc ŒU = dædy y (1 4-p° + 9°) 


805. Soit # — 0 l’équ. d’une surface en x, y, z et les constantes 
arbitraires « et B. Si « et B reçoivent des valeurs fixes, la surface 
aura tous ses points déterminés dans l’espace. Mais qu’on trace à 
volonté une courbe sur le plan xy, y — 9x, et qu’on établisse entre 
B etala même liaison, B—#9«; en chassant 8 de #, on pourra en- 
suite attribuer à & une série dé valeurs successives. # — 0 devien- 
dra l’équ. d’une multitude de surfaces courbes, qui ne différeront 
entre elles que par la grandeur des constantes x et B. La suite 
infinie de ces surfaces forme ce qu’on nomme wne Enveloppe. 

Pour considérer la surface qui varie par le changement de 2, 
dans deux états infiniment voisins, il faut différentier 47 par rapport 
à a. M — 0, M — 0, particularisent, pour une valeur donnée de 
«, la courbe d’intersection, ou plutôt de contact des deux surfaces 
voisines : c’est cette courbe qu’on a appelée Caractéristique. Qu'on 
élimine « entre ces deux équ., et l’on aura une équ. en x, y, z, 
sans & niB, qui appartiendra à cette courbe, quelle que soit la posi- 
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tion de la surface mobile : ce sera donc l'équation de l'Enveloppe. 

De plus, pour une caractéristique , déterminée par une valeur 
particulière de &, si l’on fait varier « infiniment peu, # et M’ de- 
venant #' et M”, on aura une seconde caractéristique infiniment 
voisine de la 1°. Pour les points communs à l’une et à l’autre, on 
a les trois équ. M — 0, M — 0, M" — 0, les dérivées étant ici 
relatives à « seul, En faisant passer « par toutes les grandeurs pos- 
sibles, chaque état donnera des points particuliers de l'enveloppe, 
lesquels sont ceux du contact des caractéristiques considérées dans 
leurs situations consécutives. La courbe qui les joint est nommée 
arête de rebroussement ; elle est touchée par toutes les caractéristi- 
ques, précisément de la même manière que l’enveloppe touche 
toutes les enveloppées selon ces courbes. Les deux équ. de cette 
arête s’obtiennent en éliminant « entre les trois équ. précédentes. 

Enfin, éliminant « entre les équ. M = 0, M —0, M'=0, 
M" — 0, où les dérivées sont toujours relatives à x, on verra de 
même qu'on obtient celui des points de l’arête de rebroussement qui 
forme lui-même un rebroussement ou une inflexion. 

806. Prenons le plan pour surface mobile, les caractéristiques 
seront des droites, et l’enveloppe jouira de la propriété d’être une 
surface développable, de pouvoir s'étendre sur un plan, sans rupture 
ni duplicature, en ne la supposant ni flexible, ni extensible. En 
effet, si l'on fait tourner chaque élément de cette surface autour de 
la droite de section par l'élément voisin , on pourra visiblement 
amener tous ces éléments à se trouver appliqués sur un:plan. 

Les surfaces développables peuvent être regardées comme for- 
mées d'éléments plans d’une longueur indéfinie, tels sont le cône 
et le cylindre. Cherchons une équ. qui appartienne à toutes ces 
surfaces, sans avoir égard à la nature du mouvement que prend le 
plan mobile. Le plan tangent coïncidant avec un élément plan, il 
est clair que x, y et z peuvent varier, sans que pour cela ce plan 
varie. L’équ. est (4, p. 889) 


Z=pA + QF + s— pr — y. 


Différentions par rapport à x, y et 3, et exprimons que p, get 
3 — px — qy ne changent pas. De ces trois conditions, le calcul 
montre que l’une est comprise dans les deux autres, en sorte qu’on 
n’a que ces deux équ. dp = 0, dg — 0, ou plutôt (en conservant 
la notation de la p. 895) r sy —0, séy — 0. Toi, y dépend 
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de la direction selon laquelle le point de contact a changé ; en éli- 
minant y’, il vient enfin, pour l’équ. de toutes les surfaces dévelop- 
pables, quelle qu’en soit d’ailleurs la génération particulière, 


Et — s? — 0, 


Voy. l'Analyse de Monge, où cet illustre géomètre a présenté 
une foule d'applications curieuses de la doctrine infinitésimale aux 
surfaces courbes. 


“CHAPITRE IT. 


INTÉGRATION DES FONCTIONS D'UNE SEULE VARIABLE, 


Règles fondamentales. 


607. Le calcul intégral a pour but de remonter des fonctions 
dérivées à leurs primitives; on y parvient à l’aide d'une suite de 
principes et de transformations. Pour éviter les modifications qu’il 
faudrait faire éprouver aux formules, en vertu des divers change- 
ments de variable indépendante (n° 734),nous préférerons l'emploi de 
la notation de Leibnitz. Lorsqu'on veut marquer qu’on doit prendre 
l'intégrale d'une fonction, on la fait précéder du signe / qu’on pro- 
nonce Somme; ainsi ÿ == 4a, étant la dérivée de #4 EL c, on 
écrira dy = 4r*dx, d'où y — f'hx*dx = 4  c. 

808. Examinons la relation qui doit exister entre les fonctions 
primitives /x et Fx d’une même dérivée y’. Le théorème de Taylor 
donne 


Fe = fa + yh + y Eu 
F(xLh)=EFr+yh+<iyh+...…., 
d’où f@Hh)— Fa+h) = fx — Fr. 


Il faut donc que fx — Fx n’éprouve aucun changement, lorsqu'on 
y change x en x + h; ainsi fx — Fx conserve la même valeur €, 
quel que soit x, fx = Fx + C. Donc, toutes les fonctions primitives 
qui ont même dérivée, ne diffèrent entre elles que par la valeur du 
terme constant, Si l’on ajoute une constante arbitraire à toute intégrale, 
elle prendra la forme la plus générale dont elle soit susceptible. 
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809. En renversant les règles principales du calcul des dériva- 
tions, on trouvera autant de règles du calcul intégral. Il sera facile 
d'en conclure que, 

L. L'intégrale d’un polynôme est la somme des intégrales de ses 
divers termes ; on conserve à chaque terme son signe et son coefficient 
(n° 702). 

IT. Pour intégrer 1 dz, il faut augmenter l’exposant n d’une unité, 
supprimer le facteur dz, et diviser par l’exposant ainsi augmenté 


(n° 702) ; ou j'Az"dzs — RCE + C. 


Pareillement 4z-"dz, ou Ad3 : z", a pour intégrale , . . . . . 

Az—nt Fr + j 
= — -———————. Ainsi, lorsque la variable est au dé- 

—n—+Il (ne — 1) z"—: 
nominateur, on prend la fraction en signe contraire; on y diminue 
l’exposant de la variable d’une unité, et l’on multiplie le dénominateur 

P ? F 
par cet exposant ainsi diminué. 

Ces règles s'appliquent aussi aux fonctions qu'on peut ramener 
à z"dz. Pour az"—"dx(b — cx")", on remarque que la différentielle 
de b < c2" est ncx"—'dx ; puisque notre 1° facteur n’en diffère que 

? 


par la constante nc, on le prépare pour l’amener à cette forme, et 
l’on a 


a a 
— K nczx"-'dx (b ca)" — — 3"d3 
nc X (Por) nc 4 


E 


en faisant b Lex" = z. On a donc, pour intégrale, 


az": 
CE EG + or 
mem ET) FRET 
La transformation qui a introduit 3 n’était même pas nécessaire, 
et il conviendra à l'avenir de l’éviter, parce qu’elle fait languir les 
calculs, 


Demême, /'6 W/(4r° + 8) ædx = À (4a° + 8) LC. 


III. La règle précédente est en défaut lorsque »m = — 1, puis- 
qu’on trouve /z—*dz — « ; mais cela vient de ce que l'intégrale 
appartient à une autre espèce de fonction. On sait (n° 719) que 


fE—is+c. De même, f - = let +. 


Z 
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Donc, toute fraction dont le numérateur est la différentielle du dé- 
nominateur, a pour intégrale le logarithme de ce dénominateur. Dans 
ce cas, nous mettrons à l'avenir, pour la commodité des calculs, la 
constante arbitraire sous la forme 1C. 


Pour intégrer , je remarque qu'au facteur constant près 


5xdxr 
324 7 
5, cette fraction rentre dans la règle précédente : je la prépare 
donc ainsi ; 
5 122*dx 5 
ÉRONEE rm an EURE or 324 . 
Je are non alles 2 


IV. Toute fraction dont le dénominateur est un radical carré, et 
dont le numérateur est la différentielle de la fonction que ce radical 
affecte, a pour intégrale le double de ce radical (n° 710), 


ou CA Le nTel Je 


V. Une des règles les plus importantes à considérer, est celle de 
l'intégration par parties ; voici en quoi elle consiste. On a vu (n° 708) 
que d (ut) = udt H 1du ; donc, en intégrant, 


ut = J'udi + f'idu 
et J'udt = ut — fidu; 


ainsi, après avoir décomposé une différentielle proposée en deux fac- 
teurs, dont l’un soit directement intégrable, on intégrera en regardant 
l’autre facteur comme constant; mais on retranchera ensuite l'inté- 
grale de la quantité qu’on obtient, en différentiant ce résultat par rap- 
port à la seule fonction qu’on a prise pour constante. 

Ainsi, pour intégrer 1x . dx, je regarde dx comme seule variable, 
etj'ai æ.1x; je différentie ce résultat par rapport à 1x seul, et 
j'obtiens | 


A 


S\iz.dr=v.lz— [x. Lo x — x + C. 


Cette règle offre l’avantage de faire dépendre l'intégrale cherchée 
d'une autre intégrale; et l'adresse de ce genre de calcul consiste 
à faire la décomposition en deux facteurs, de sorte que le dernier 
soit moins compliqué que la proposée. 
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VI, La règle du n° 723 donne, le rayon étant 1, 


dz 
DA PET UNE 
= (cos = z) + C, 


dz 
jnrse D arc (tang = 3) + OC. 


On pourrait aussi supposer le rayon — r, et l’on aurait ces mêmes 
seconds membres pour valeurs respectives des intégrales 


f° rdz 2 — rdz r°dz 
Jve-s Jve-s Jr+r 
? mdz 
DA 


mn mm SAVE 
mr DROLE Et 
Ce 142 bz° + 


.arc (tang =?) + C est l'inté- | 


Pour obtenir on divisera haut et bas par a, 


; bz? m 
en faisant —— — #?, Donc 
a AC) 


grale cherchée, le rayon étant 1 ; d’où 


mdz m b 
TETE era Nr ie AR 


On trouve de même 
d 
es rue (in= Es) +c 


Des Fractions rationnelles. 


810. Nous avons donné (p. 203) des procédés généraux pour 


| | : N 
décomposer toute fraction rationnelle D d’autres, dont la forme 


soit l’une des suivantes : 


A A Ax + B ; A5 pe Bi 


ma (—0o wEpe Lo (w+pr to 
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À, B,p,q,n...., étant des constantes, et les facteurs de 2° + px + q 
étant imaginaires. [l s’agit donc de donner des règles pour remonter 
de ces fractions aux expressions dont elles sont les dérivées. Re- 
marquons que chassant le terme px des deux dernières, par la 
transformation (page 48), x = 3 — +p, puis, faisant & = q — à p?, 
quantité positive par supposition, on a simplement 


Az B a Az + B' 
22 — B? ? (= _ B2y" 


Ab: d 
ler cas. intégrale de 2 est A1(x — a) H1c, ou 41 c(x—a). 
Par ex., on a vu (p. 204) que 
dx LI dæ dx 
a — x = ÿ (= SH =) J 


donc < [la x) —L(a — x) + lc] est l'intégrale, d’où 


De même, 


(2— 4x) de © fade 2dx 
VE une 2 — x Ten 


——21(x —2)—921(x + 1) FAC 


2e cas. La fraction a a pour intégrale (règle (I) 
ns Par A le (p. 205) 
(n,— 1) (ge — a} RUE PE { 


ge D je Pen dam idst  ;dr 2 dæ 
DS — Dan ù M e—i) x—1 (rHi} +1 
donne pour intégrale 


1 
RG) He + D Pe 


21% — 
x 


.. 0 Ar. +4B LS das. 
3° cas. Pour la fraction — - «ds, on intègre séparément 
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A3ds Bd 
FL et ee ; la première par la règle ITT, la deuxième par 


celle VI {n° 809). On trouve 
(Az B)dz , B 3 
EE —— = = A](z> ‘ — i —— |. 
74 FL : Al(z + 8°) + gr (ang : 


Ainsi (p. 205) on décompose 


[== ja 3 dE = (@—ljdz 
a — 1 Ts a+ x + 1? 


le ler into Hi birath) D sai) 2° on fait # —z— +, ce qui 


2 


= zdz 
donne — = . VE 7; l'une de ces inté rales est 
Ptit ji 
=; (+= (a a+ 1); 


‘l'autre donne <j/ 8 arc (ang << Ps). Donc 


age: es 1)—1 2 1) 5 t Sea 
Ms: e(E —1V (2x2 + x +1)+V 3.arc| tang — V3 . 


Prenons pour second exemple (p. 205) 


(a —# Lldr,., dæ (@ + 1) de 
{@Hl)æ LI) *°r+l 1 


18 
1 se LE — + arc (tang = «). 
V’ (a +1) 
4e cas. Il s’agit d'intégrer une série de fractions de la forme 


RARE n étant successivement — 1,2, 8... Pour cela, cha- 
z 


Azdz Bd; RE : 
cune se partage en deux, = €t -——————, La 1° s'intègre 


GE ET ET 


sur-le-champ (règle IT) *, et donne 


l'intégrale est 


si ce 
2 (n— 1)(3 + 8)": É 
pendant # = 1, ona+41(z + &). 


* En faisant z2 + 82 = /?, la fraction devient monome, on a 


f Adé A 
’ £2n-1 a(n—3)e2 —") 
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811. Quant à la 2°, on en facilite l'intégration en la faisant dé- 
pendre d’une autre plus simple. Æ et Z étant des coefficients indé- 
terminés, on suppose * 


dasa VA Kz je f° Ldz 
He G+J EE 
Pour trouver les valeurs de Æ et Z, on différentiera cette équ. ; 
puis on réduira au même dénominateur (2° + 8°) ”, et l’on aura 


1=X (248) —9K(n —1)2 LL(s Le); 
d’où, comparant terme à terme, on tire 
K+L=2K (1), (K+L6— 


Tirant les valeurs de Æ et Z, et les substituant, on obtient enfin 


dz 2n — 3 ds 
J'en / 


L'usage de cette équ. est LR à concevoir. On a une série de 


fractions de la forme FE DL :; on intégrera d'abord’ celle où 


ia la plus grande sh n, et notre formule la remplacera par 
dz 


qui s’ajoutera avec la fraction suivante. On continuera ainsi jusqu’à 


deux termes, l’un intégré, et l’autre de la forme 3 


É dz HER PL s 
la fraction FLE dont l'intégrale est connue (règle VI). 
Soit, par exemple, 
(ske té Lee (—22+1)d sg (2x 1)dx dæ 
HD GHN Ce T 


le 1° terme de chacune donne, par la règle I, 


— Irvdx I 2rdx — 1 
ANR 0) er cel 


* La forme de cette équ. est légitimée par la suite du ealcul qui sert à trouver Æ et Z. 
Cette transformation est indiquée par l'habitude de l’analyse, qui fait prévoir que le résul- 
tat ne peut contenir que des termes de deux espèces, les uns multipliés par 2, les autres 
conslants. 
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Quant aux seconds termes, on a, par notre formule, 


= Cp T4 IS à 


_Or, ce dernier terme, joint à celui de notre 2 fraction, donne 


dæ x 
PES = D mie) 2? + 1° 
enfin, ajoutant ce terme à intégrer avec la troisième fraction, on 
trouve 
15 dæ 15 À are (t à 
€ g— 
ru ET TG a x). 


Il ne s’agit plus que de réunir ces diverses parties, et l’on a, pour 
l'intégrale de la fonction proposée, 


2 2 Mn == 9 
(a L1 ÿ (x + G re eee cel 


En opérant de même, on trouvera l'intégrale de . . . , . . . 
dx 


(1 x)z? (242) (a+ 1) 


À seuls termes dont l'intégration peut HG quelque difficulté 


sont 
5 — x — 1 
he 2 (a 1} en te 


— çÇ —- A nt — + arc (tang = x). 


. Cettefraction étant décomposée (p.206), 


En voici encore deux exemples (voy. p. 207 et 210) : 


f bdx b° [ T4) / (x? — ax + a°) 


ae el lot Fute) 


_y38 dre (is e RS) arc (an 7) 36 4 


a —Gr rl prés (&—2)(x+-1) C. 
re 8x 7x6 dr =1 | ZT — 9 | mir . 7 
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Fonctions irrationnelles. 


812. Il suit de ce qu’on vient de voir, qu’on sait intégrer toutes ® 
les fonctions algébriques rationnelles, et celles qu’on peut rendre 
telles par des transformations. 

Voyons d’abord les radicaux monomes. 


V zx x nn à 
il est visible qu’en faisant x — x, les irrationnalités disparaîtront, 


puisque 6 est divisible par les dénominateurs 8 et 2 des exposants 
fractionnaires proposés. Par là on aura à intégrer 


Soit 


gti gt EL 34 le Gzd2 
6dz . M Cu — 6z"dz + 6sdz — RÉ. 
ce qui n'offre pas de difficulté. 
Pour px . dæ : (x — 1), on fera x — z°, et l’on aura 


813. Prenons maintenant une fonction quelconque affectée du 
radical /(4 + Bx  Cx°). Après avoir dégagé 2° de son coeffi- 
cient C, en multipliant et divisant par WC, il se présente deux cas, 
suivant que +? est positif ou négatif *, 


*_X désignant une fonction rationnelle de x, on a à intégrer 
Xdæ 
Va + bx E x?) d 


ces deux expressions se traitent comme il est dit ci-après. On pourrait même rame- 
ner la 2e à la ire, en multipliant et divisant par le radical ; 


ou Xdx W(a+ 6x Ex); 


X(a+ br Ea) 
Va + bx Ha) . dx 


d'où 


FONCTIONS IRRATIONNELLES. A15 
1° cas. Si l’on a y/ (aLbx— x), on fera * 
V'(a+-brta)=sta; d'où a-Lbx = 7 +2, 
À — 0 _b3+(#+a) , 
É LO NL SE PRET OT TES Sd de 


ges RS PLIS 5h pla nd 2 
V' (a + br Lx) = 5 Ex — Hp APT 


ainsi tout est devenu rationnel dans la fonction proposée. 
En prenant, par ex., les signes inférieurs, on trouvé 


243 F | 
free = Je =10840)Po0mt 
Re D De LAIT 


Donc aussi 


Îe=s TL ANT, 
Pour intégrer dy — dx |/ (a° - x°), on fait 

V'(@ Lx) = 3 — x, d'où dy = 2dx — xdr; 
ainsi, y—=— + 2° + /zdx; mettant pour dx sa valeur (p. 414), puis 
intégrant, on a fzdx — + 3° + a°1z; enfin 

y=c+iaop (@ La) Lie l[r + y (a + x)]. 
RE EN UE Er CES 1) 
JV —1=IG+y @—DI+ 06; 
mais æ — cos y, W/ (x? — 1) = — 1 . sin y; de plus c—0, 


Pour dy = ) Ona 


puisque # — 1 doit rendre y nul : on retrouve donc la formule 
(n° 631) 
+yy/—1—=1(cosy Ep —1.siny). 


* On pourrait encore faire ici le radical = x 2: ce qui conduirait aux mêmes va- 
. À à Hbz—73—a : 
leurs de x et dz; le radical deviendrait = ==, et tout serait rendu ra- 


BE 24 


tionnel, 
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814. 2° cas. Si l'ona p/ (a + bx — x°), la méthode précédente 
pe peut être appliquée sans introduire des imaginaires ; mais re- 
marquons que le trinôme a H- bx — x° doit avoir ses facteurs réels, 
puisque sans cela il serait négatif, quel que fût x (p. 72). Le radical 
- étant alors imaginaire, il faudrait, comme dans l'exemple précé- 
dent, mettre W/ — 1 en facteur, puisqu'on ne doit pas espérer de 
trouver l’intéorale réelle. On retomberait alors sur le cas qu’on 
vient de traiter. Soient donc « et B les deux racines réelles de 
a — bx — a—0; on fera 


(a+ br —)= y — 0) (B— 2) (2 —0)z. 
Carrant et supprimant le facteur commun # — x, on a 
B—x—=(x—0) 2; 


æ et dx sont donc rationnels. 
C'est ainsi qu’on trouve 


rs —c—2.arc {tang — — 
J V(@ + br — +) œ — a)" 


De même pour JS É qu'on sait d’ailleurs être l’arc 


dont le sinus est +, on fera p/ ( 4 — 2°) = (1 — x)z ; d’où 


z? — | DE 93 FRS lz:d3z h 
À SR ee D'UN 


dæ 243 
Sr AE de US: 


ou arc(sn—x——;712. arc | tang = V # L+)] 


Pour dy = dx y (a? — x?°), on fait = (a — x)z ; d'où 


que Ga?z2d3 A — 8adz RDS 6a°d3 
G+e G+s TT +s 
— Va?z 


y = TE) * - + & . arc (tang= #) +C, 
y=iay a — x + œ are {tan = NE) + C, 


a — x 
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On pourrait appliquer ce procédé au 1° cas, lorsque les racines 
de z° +- bx a — 0 sont réelles. 

815. L'adresse qu’on acquiert par l'habitude indique les trans- 
formations les plus favorables, Ainsi, on pourra faire disparaître le 
second terme sous le radical (n° 506), ce qui le mettra sous la forme 
V (: + &), ou p/ (« + z), en sorte qu'on aura pour termes à in- 
tégrer (voy. n° 821) 

| z"dz sa z"dz 
y (3 Æ a°) Wa, ÆE ») 
Dans ce dernier cas, l’irrationnalité disparait en faisant 
V'(@+Ezx)—=a— uz, 


parce que le carré de cette équ. est divisible par 3; d’où 


2au wHl 
» = sd” PA a (et 
: AE dx 1 — d3 ; 
C’est ainsi que V Chr — x) devient VE — #) , en faisant 


æ = b — z; l'intégrale est donc (règle VI) 


© + arc (cos — 5) = € arc (cos — =). 


On aurait pu aussi faire la transformation précédente, qui aurait 
donné 


» du, 
- Jr — 2.arc (tang = 4). 


De même, en faisant  —z —4a,ona 


us nd . 
——————— —— —_—__—_— —— © 2 ———————— 


7 V'@artz) (x — «)? 
l'équ. de la Chafnette (voy. ma Méc., n° 91) est donc (p. 415) 


y= al { ofe ta y (ar+ x] | 
Différentielles binômes. 


816. Proposons-nous d'intégrer Kzx”dzx(a + bx")”, m, n, p étant 


MATHÉM, PURES, T, I. 927 
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quelconques, entiers ou fractionnaires, positifs ou négatifs *; on 
j z 


\ 3 et Q ’ 
supposera 3= 4 EL bz"; d'où x — ( P :) : élevant les deux 


membres à la puissance #- 1, et différentiant, il viendra 
; ! 


M} I és 
LEUR) Cine, ds, 
m + 3 
MO rs 
K TE 
Kz”"dx (a-bx"} ——- * (:—0) < . zPdz. 
FA: a 


Quand l’exposant de 3 — «a est entier, on sait intégrer la fonction. Si 
ne — ], on doit intégrer z°dz; si ne — 1 est positif et 
— # on a une suite de monômes, en développant (z — a) :ds; 
enfin, si et — l'est négatif, on a une fraction rationnelle. 


Donc toutes les fois que l’exposant de x hors du binôme, augmenté de 
1, est divisible par celui de x dans le binôme, on sait intégrer la 
fonction. 

817. Ce cas n'est pas le seul où l’on sache intégrer ; en divisant 
le binôme proposé par +", et multipliant hors du binôme par x”, 


on à Ka°+7P (b + ax—")dx. 
Or, en reproduisant ici le théorème précédent, il est clair que 
cette expression sera intégrable pourvu qu’on ait 


ipod mb 


ou plutôt + p = entier. 


Ainsi, lorsque la condition indiquée précédemment ne sera pas 


m1 


remplie, on ajoutera p au résultat fractionnaire obtenu EN 


* On pourrait rendre aisément # et n entiers par le procédé {n° 812). Ainsi 


ï 1 

— =)? 
æ TA F3 + ba=) , en faisant x = 26, devient 6z7dz (@ »4- 625), Mais cette transforma- 
tion n’est nullement nécessaire pour ce qui va être dit. - 
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et, si la somme est entière, la fonction sera intégrale par cette voie, 

818. Nous ferons remarquer que si p est fractionnaire (et ce cas 
est le plus important, puisque sans cela on n'aurait à intégrer 
qu'une suite de monômes), en supposant que q soit le dénomina- 
teur de p, il sera plus facile de faire le calcul, en faisant a br" — 21, 


5 
| — +. M 1 
On demande, par ex., d'intégrer #7?dx (a 4 x) *; ser 
est ici — +; mais si l'on ajoute — 5, la somme est — 2; pour 
5 


intégrer il faut donc multiplier et diviser par (x?) * ou #5, et: 


si 


l'on a a—dæ (1baz-3) 5. 
m3 = YUNI F | 
On fera 1 H ax = 35; d'où x — ( - ) ; puis élevant 
à la puissance — 6, et différentiant, on trouve +-7dæ; d'où 
— _ (1— :-*)dz, dont l'intégrale est 


De même, z°dx (a? + z*)° deviendra ? dz (26 — a°z3), en faisant 
a? x? — z$; on en conclura pour l'intégrale de la proposée, 


À (a? + 2°)4 (42° — 3a°) + c. On a aussi 


3 
= Sax ar (la) = Ti) + C. 
(ie) 

819. Lorsque les conditions d’intégrabilité ne sont pas remplies, 
on cherche à faire dépendre l'intégrale demandée d’une autre qui 
soit plus facile à obtenir ; c’est ce qu’on fait à l’aide de l'intégration 
par parties (voy. p. 408). En faisant toujours z —a--b+", et suppo- 
sant d’abord 3 constant, nous aurons 


m1 zP 
Sz"dr . = AT PAT . Sax" tida; 
- FOR gHFizP nbp 1/7 n — 1] 
d’où no AO OP CEE ES +sdr, 4, 1,21) 
à cause de s=a—bs" et ds =nbs"-\dr, 
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Mais = ghost 5 = gt (ga L br"); 

donc Ja"dr. = a fa"de., st LD [sig "tde , . . (2) 

Égalant les valeurs (1) et (2), on trouve 

b(mL1np) fa, a de —2"#12— a(m+-1) [271 . 2"dx.…..(3) 
 Changeons p — 1 en p, et » +- n en m, nous aurons 


DPI PE q(n — n +1) J 2°—"z?dx 
b(m+1+n 


En mettant pour le dernier terme de l’équation (2) sa valeur que 
donne (3), on ôbtient 


Jr" dr, sP — 41020) 


spas EL anp f x"dx . #1 
m = 1 + np FD 


équation où l’on a 3= & + br”. 


Jz"dzr. # — . (B) 


820. Voici l'usage de ces diverses formules : 

1° L’équ. (4) fait dépendre l'intégrale /x”dx . # de fx”—"z?dx : 
elle sert à diminuer l’exposant de x hors du binôme de n unités par 
une 1'° opération ; puis celui-ci de #, par une 2, etc.; en sorte 
que l'intégrale proposée dépendra de /x”—*”"z:?dx, à étant un nom- 
bre entier positif. 

2° La formule (B) sert au contraire à diminuer l’exposant p du 
binôme z, de 1, 2, 8... 2 unités. 

3° En résolvant les équ. (4) et (B), par rapport au terme à inté- 
grer dans le 2° membre, on obtient, en changeant »m — n en #» dans 
(4), et p — Len p dans (B), 


DIRE Dim np en 1) fat", dx c 
PP Er eo atom ait) 


D PE A tt 1 PE 2 ur 
Ja"dr . = PR —... (D) 


Ces formules servent au contraire à augmenter les exposants de x 
hors du binôme z, et celui du binôme, ce qui est utile lorsque l’un 
ou l’autre est négatif, 

4° On pourra donc déterminer d’avance la loi des Pants de 
æ dans le résultat d’une intégration proposée. Ainsi, il sera facile de 


Jz"dz. x — 
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prévoir cette forme, par ex., 


z°dx 


——— = (Ar LE Br EL C)y (1 — >»). 
V (1 — x) 

On évitera done, si l’on veut, l’usage assez pénible de nos for- 
mules, en égalant les différentielles de ces quantités, comparant 
ensuite terme à terme, comme dans la méthode des coefficients 
indéterminés (n° 811), ce qui fera connaître 4, B, C. 

821. Nous donnerons ici un procédé d'intégration qui est remar- 
quable par sa simplicité et par les nombreuses circonstances où il 
peut être appliqué. 

Différentions la fonction 2": p/ (1 — x?) ; NOUS aurons 


z"dr 
V (L D à æ°) * 
multiplions et divisons le 1° terme de cette:différentielle par 
V/ (1 — x°), il viendra 


day (A—a)]= (nn — Day (1 — 2) dx — 


M ?de nx"dx 
d L fie 1 — x? ms n es 1 DE Pal re el Ste 12. AS te 
enfin, intégrant et transposant, on a 
z"dx arr n — z"—2dx 
cles à mat 


En appliquant le même genre de calcul à x"-1}/ (x? + 1), on 
trouve 


a"dx TER y” (x + Dis n — 2" dx (F) 
ARRET gl) n V@ÆE1) F-$ 
Ces formules servent à intégrer toute fonction affectée du ra- 
dical y/(4 + Bx + Czx°), puisqu'on peut la ramener à la forme 
z"dz z"dz 
sd dadèe che" uses Us 
V(&@ Ex) y(# +) 
et bas par a, de changer ensuite le radical en y’ (1 + 2?) ou 
V (x Æ 1). Or, les expressions Æ et F serviront à faire dépendre, 
en dernière analyse, l'intégrale cherchée de 


ædx xd | | up 
Tes ou Jar ... sin est impair, 
Vos où fee 2e si nest pair. 


(n° 815). II est facile, en divisant haut 
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Les deux 1"* rentrent dans la règle IV (p. 408); la 8° a été don- 
née (n° 813) ; la 4° est l'arc (sin = x). 
Par exemple, on à 


z°dx æ — |, 
nie Triat V1 — 2 arc (sin — x) +- c, 


a°dx a? +2 
——— — ———  Wi— x +0 
V (1 — x) 3 ar 
xdx 2x? L 8 


ge TE en Dore 7 77 eV TEE ++ À are (sin — x) C. 
y (1 — z°) En 


822. Si l’exposant n était négatif, on ne pourrait plus appliquer 
les formules Æ'et F; mais en faisant x — 2", on retomberait sur 
celles-ci : en effet on a 


dx TON z"-1dz 
a" y(—zx)  W(#—1? 
ds A EU … 2"—"dz 
à a (et dE 1e AE 2), 


On pourrait aussi traiter le cas actuel directement par un calcul 
semblable au précédent (n° 821); car, en différentiant . : . . . . 
x" y/ (1 — x°), etc., on trouve 


dx _—W(1—x) |, n—2 dr 
Jevies eme ire 


formule dont l’usage est facile à concevoir. On a d’ailleurs (n° 813) 


À LAS er) eu Pate 


On trouvera de même 


LE = a Ten 4 ME fu ea (2 


2ax — x?) m m V/(2ax — x?) 
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Des Fonctions eæponentielles. 


823, Il suit des règles de la différentiation (n° 716) que 
ts 
J'adr = La 


On saura donc intégrer deux des cas particuliers que peuvent 
présenter les exponentielles. 
. 1°Sis = f(a*), la fonction sa*dx, en faisant a° — #, devien- 
fu . du | 


lre 
SLLÈREES pa 


a*dx et PA M +2 
A0 Se NE PACE 
2° En différentiant ze°, on a e*dx(z Lz'); en sorte que toute 
fonction exponentielle, pour laquelle le facteur de e’dx est formé 


de deux parties, dont l’une est la dérivée de l'autre, sera facile à 
intégrer. Par exemple, 


S'efdzr (32? Lai — 1)— (2 — l)e 


Par ex., 


De mème, en faisant 1 x —z, on trouve 


e*xdx dz dz e° e? 
nas y (= === se Sr 


824. Mais, dans tout autre cas, on devra recourir à l'intégration 
par parties (voy. p. 408). Par ex., pour ‘x"dz . a”, on regardera 
d’abord x" comme constant, et l’on aura 


az" n 
J'x"dx V1 — QT à — TJ d'a" "ds ; 


en traitant de même a*x"—"dx, et ainsi de suite, de proche en 
proche, on aura 


fe" oinz" Ts , n(n— 1" 1,2.8:..n 
RO di us A 


Il est évident que le même calcul s’appliquera à zardx, 3 étant 
une fonction algébrique et entière de x. 
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Donc J'za*dr RÉ P VE RL 


825. Mais si l’exposant n est négatif, en réfléchissant sur l'esprit 
de la méthode qui vient d’être employée, on verra qu’il faudrait au 
contraire faire croître successivement l’exposant de x. On intégrera 
donc, en regardant d’abord a comme constant, et il viendra 


JE 0 FA la a*dx 

ne (n — 1)": n—1/ x 

En faisant ici le même ‘raisonnement, on réduira la fonction à la 
forme 


a*dx — L la Pa 
1e 7 M RER En en (n — DIPTEESLE (n — 2)(n — 3)2—3"" 


l"—2a l—-1a a dx 
T'T.3:8.. Re Date ue 


Mais ici on ne peut pas pousser plus loin le calcul, parce qu'il fau- 
drait ci-dessus faire n — 1, ce qui donnerait l'infini, langage dont 
l’Algèbre se sert pour indiquer qu'il y a absurdité. L'intégrale 


a*dr , , 
a long-temps exercé les analystes, et l'on est forcé de la 
z 


regarder comme une transcendante d’une espèce particulière, qui 


ne peut dépendre des arcs de cercle, ni des logarithmes. A défaut 
de méthode rigoureuse, on prise les séries (p. 222) 


a° Fa 
+0 Pris Fr Ce nr +... 
Multipliant par dx et intégrant chaque terme, il vient 


æ°la . Pa 


fat ete +  — 3 +. ec. 


T 


826. Si n était fractionnaire, l'une ou l'autre des méthodes pré- 
cédentes servirait à réduire l’exposant de x à être compris entre 0, 
et 1 ou —1, et le développement en série (n° 746, 840) servirait 
ensuite à donner, par approximation, l'intégrale cherchée. 

Tout ce qu'on a dit ici peut également s'appliquer à za*dx, lors- 
que 3 est une fonction quelconque algébrique de x. 


FONCTIONS LOGARITHMIQUES. 4925 


Des Fonctions logarithmiques. 


827. Proposons-nous d'intégrer zdx . l'x, z étant une fonction 
quelconque algébrique de +. 

Si n est entier et positif, on intégrera par parties, en regardant 
d’abord l"# comme constant ; il viendra 


Sadalz = l'x. sd — nf (1x. = JS'zdr), 


et comme / zdx estsupposée connue par les principes antérieurs, on 
voit que l'intégration proposée est réduite à celle d'une fonction de 
même forme, où l’exposant du logarithme est moindre. Le même 
calcul appliqué à celle-ci, et de proche en proche aux suivantes, 
achèvera l'intégration. 
Ainsi, pour #”l"x.dx, on a 
m 


ie 
H'TTOE UE — l"x 
7 


n +1 TÉnas 


(1x. z"d>), 


ENS 


m M De ms —_ Line. n—2 m 
Szx"dz . 1 KT n-Ei Ant æ . &"dt), 


et ainsi de suite. En réunissant ces résultats successifs, on trouvera 


l'> Nix nn — 1)"-x 
SE ue M EDN COL) .]+e 


828. Mais sin est entier et négatif, on verra, comme précédem- 
ment (n° 825), que pour faire croître au contraire l’exposant du 
logarithme, il faut prendre d'abord z constant dans l'intégration 
par parties de /zdxl"x. Comme 


JETTA UREERTT ( 


dx 
on partagera zdz . lx en ces deux facteurs 27 X mr. l'x, d’où 


dx 


res mr TN œ A CRTC E M] SU" 1% . d(zx)], 


426 CALCUL INTÉGRAL. 


formule qui remplit visiblement le but qu’on veut atteindre. Mais, 
pour mieux voir la nature des obstacles qu’on rencontre, appli- 
quons ceci à 


"dx un, cest af: m + 1 "dx 
Ve (n—1)l""x n — 1 V1 | 


opérant de mème sur ce dernier terme, etc., puis réunissant ces 
divers résultats, on aura 


2"dr Le | ie > 1 m +1 1 
LD OR RE LI lee " n — 2° l—y 


(me 1} 1 (on E 1) z”"dx 
-|- V7 +. …. Ha 


n —2)(n — 3) .2.8...(n—1),/ Îx 


Nous sommes obligés de nous arrêter ici , car nous ne pourrions 
prendre #n — 1, dans notre formule, sans y introduire l'infini, Mais 
faisons 

ati 3, d'où (m—El)r”"dr — dz. 
gd  dz  e“du 


Il vient SCT RE mer 


en posant 1z — #. On reproduit donc ici la fonction du n° 895 
P P ( - 
qu’on ne sait intégrer que par les séries, 

829. Lorsque n est fractionnaire , soit positif, soit négatif, l’une 

q 7 g , 

ou l'autre de ces formules ramène l’intégrale de zdx . l"x à celle d’une 
fonction de inême forme, # étant compris entre 1 et — 1. Après 
quoi il faudra recourir au développement en séries (n° 746, 840). 


Des Fonctions circulaires. 


830. S'il entre des arcs dans une fonction, pour l'intégrer, on 
remarquera que la différentielle de ces ares est algébrique, et que, 
par conséquent, si l’on pratique l'intégration par parties, en regar- 
dant ces arcs d’abord comme constants (voy, p. 408), la fonction 
proposée en sera exempte. Ainsi, 3 étant une fonction de x, on a 


£ de. f'sd 
sde. arc (sin —#)— arc (sin = #) fade = 1 
Jade are (sin = 2) = are (sin = 2) / es 
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De même, on trouvera 


dx. fzdr 
14e 
831. Mais lorsque les fonctions renferment des lignes trigonomé- 
triques, il y a plusieurs manières de les intégrer, qui offrent tantôt 
plus, tantôt moins d'avantages. Nous allons exposer les principales. 
1" Méthode. On peut toujours ramener ces fonctions aux diffé- 
rentielles binômes, en faisant sin x ou cos æ = 3, 
En effet, soit 


J'sdz . arc (tang= x) = aro(tang — x) f zdx — FT 


; dz 
sinTv—3, COS: VA — 2}, d= —————; 
VA) 
d'où sin”x . cos"z . de = z"dz . (1 — z°)"—1, 


1° Si n est impair, le radical disparait. 

2° Sim est impair, la 1°° condition d'intégrabilité (n° 816) est 
remplie, puisque + (# + 1) est entier. 

S° Simet n sont pairs, la 2° condition (n° 817) est satisfaite, 
puisque + (#» — n) est entier. 

On trouvera, par exemple, 


J'sinéz . cosx . de — f'zhds (1 — °)= À sin°æ — >; sinx + c, 


3 
Jsin*z .dx vas = — + cos x. (3 — cos’x) + c, 


z4dz sin*-Lisinz 


Lx 
4 — D! a nt AE ES Pate L 
Ssinéz . dx — = 7 5) n cos æ 57 + c 
832, 11° Méthode. I] suit du n° 722, que 


Rob 1 
JS dæ . cos Rx = — sin kw + c; Jde , sin kx — — 7 COS kx + c. 
Or, on a appris (p. 235) à développer toute puissance de sin x et 
cos z en séries, suivant les multiples de l'arc x ; on aura donc à in- 
tégrer une suite de termes de la forme ci-dessus. 
Par exemple, : 


JS cosx . dr = J (2 cos br + -& cos 8x + 


1 5 
— sin br + & sin 5x + 


cos æ)dæ 


sin + c. 


ler cle 
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On emploie souvent cette méthode, parce qu'il est plus facile 
d'obtenir les solutions numériques, quand on préfère les sinus et 
cosinus des multiples des arcs, aux puissances de ces lignes. 

838. IIT° Méthode. Les formules (X, n° 630) serviront aussi à tra- 
duire en exponentielles les sinus, cosinus. .., ce qui ramènera l'in- 
tégrale de ceux-ci à celle des premières (n° 823). 

834. La IV° Méthode consiste dans l'intégration par parties. 
Comme — dx sin x est la différentielle de cos x, décomposons le 
produit sin”x . cos"x . dx, en dæ . sinx . cos"x X sin”—1x ; le 1° 


apuE te cos"+ir < 
facteur ayant pour intégrale — ————, on obtient 
n +1 
sin”—1z m—1l 2 \ 
J'dzsin”"rcos"r—— cos"HigE —— /cos"+?zsin”"—2. dr. 


n-1 n+ 1 


Mettons pour cos"+?>, sa valeur cos"x . cos’x, ou cos" (1—sin’x); 
transposant, il vient 
L sin”—1X, cos?+1 m—1 } 
Jason, co x TE LE Jdx.sin"—2x.cos"x.... (1) 
m+n mn 
En opérant, par rapport au cosinus, de la même manière que 
nous venons de le faire pour le sinus, on aura 


sin”?-+1 x COS —1% n—1 


PATIO FMITE.- dx e. sin”x . cos —2T.... K 
m+n Mm+nN SJ ( ) 


dr sn T;Cos ir 


Ces formules abaissent l’exposant du sinus ou du cosinus; leur 
usage combiné et successif donne l’intégrale lorsque m et n sont en- 
tiers et positifs. Par exemple, on a 


JS dæ sinx cosx — — + sin?x cosx + + J' dx sin æ cos’z, 
3 


dx sin x cos r — sin?Z COS æ = dx sin x: 
3 2 


or, ce dernier terme — — + cos æ  c; réunissant ces diverses 
parties, on a 


Jax sinèx cos’r — cos x (— À sin?x cos x Æ — sin —2) + c. 


835. Mais si »m ou n est négatif, ces formules exigent quelque 
modification. La 1° donne, en changeant n en — n, 


dx sin”x sin” us m—1 dz sin”? (L) 
cost  (m—mn)cos" "x ‘ m—n COs"T 
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qui fera, comme on voit, dépendre l'intégrale cherchée de celle de 


dz sinx dx à ; : 4 
————, ou ————, selon que » est impair ou pair. L'une de ces 
cos"x ? cos"x ? 


intégrales s'obtient en faisant cos x — x, ce qui donne 


ds 1 . 
— [= (n — 1) cos"—1x ? 


l’autre va être donnée (n° 836). 
La seconde (Æ) de nos formules, en faisant n négatif, et résol- 


vant par rapport au dernier terme, puis changeant n en n — 2, 
donne 


dæsin”x sin”"+1r m—n+2 fdzx . sin”x (M) 
cosz  (n—l)cos" x n—1 COST AE + UM 


L'intégrale demandée se ramène donc à celle de dx sin”x, ou à 
dz sin”x . ! à ke ? ‘ 
——— , selon que » est pair ou impair. La 1"° va être donnée, 
COS æ 
la 2° l’est par la formule (2) et le n° 838, 2, ou 4°. 
836. Si l'on fait n ou m» nul dans les équ. Zet K, ona 


, —C0s Z . sin”—1> m — 1 : 
Sn" x. dd = + ————— [dr sin" —?r, 


mn m 


sin æ . Ccos"-!x n — 1 
CR ne Le) J'arvcos" #7, 
n 


ñn 


changeant dans ces équ. »# en — m2, n en—n + 2, on trouve 


“fe Es Pa ra " m9 | dx \ 


sin”*x {om — 1) sin”—1x  m—1l sin”—?Z 
VE dæ sin Ÿ + n — 2 dx 
J  cos"x (nr — 1) cos"—1z  n —1 cos"—?7 


Au lieu de déduire ainsi toutes ces formules des deux équ. Zet X, 
on pourrait les trouver directement. Il suffirait pour cela de réflé- 
chir à la nature de l'intégration par parties, et au but qu’on s’y doit 
proposer. 

On pourrait encore intégrer far autre manière les fractions 
cos”x.dæ sin”x.dx 


a ———— ; car la première, par ex., si” est pair et 
sin” cos”x 
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(1 — sin’x)"de 

sin” 4 
une suite de termes de la forme sin*x . dr. Si m est impair et 


—92h+1l,ona 


— 2h, équivaut à développant (1 — sin’), on a 


cos’#r . cosæ. dé (1 — z°)dz 
- Te Hasre RE à 
sin”# z" 
en faisant sin # — 3. 
887. Pour le cas où les exposants du sinus et du cosinus sont 


à la fois négatifs, en multipliant le numérateur par cos’æ — sin°+, 
on a 


f dz dz re dz 
sin”% . cos”"x sin”—2% ,. Cos"x sin”*z . COs"—?r 


On parvient donc à des fractions dégagées de sin x, ou de cos x. 
Sim —n, comme sin x cos x — + sin 27, en faisant 2x = 3, la 
fraction proposée se change en 


f° dx Qn_1 dz 
cos"z , sin”r sin”z 


836. Nous intégrons à part cinq fonctions circulaires, soit parce 
qu’elles offrent des calculs plus simples, soit parce que nos formules 
y ramènent toutes les autres. 


1° Soit 


, fraction ra- 


s dz 
; en faisant cos Z = 3, ON à — -— 
sin æ 1 — 7 


tionnelle (p. 410) ; d’où 


dx ù — COS æ 
JS = lo 3 Te 


1 — cos x 
et, comme (n° 859) tane? £ x == ,ona 
d htang” 1 + cos ° 


d® cp (1—cosz) : 
Se TE — + 0tan6 à &. 


2 Un calcul semblable, en faisant sin x — z, donne 


f° de _ 12 (+ sin x) nl dE (45942 æ). 


COS æ / (L- — sin #) 
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dx . cos x PATENENC 
8° Pour ny ? Comme le numérateur est la différentielle 


du dénominateur (règle II, p. 407), on a 


d 
LR = JR = Sax cot à = 1 (6 sin à). 


sin æ tang x 


4° On a de même 


dx sin x C 
ES mflas ne g s/-- = | —, 
cos æ cot x COs x 


5° En ajoutant ces deux dernières formules, on trouve 


ee. 4 SAME Te tang +). 


sin æ COS æ cos x 


Constantes arbitraires. Intégration par séries. 


839. Soit P l'intégrale d’une fonction zdzx de x, ou dP — zdx, 
et c la constante arbitraire qu’on doit ajouter pour qu’elle soit la 
plus générale possible (n° 808), on a 


J'sdx = P Le. 

Tant qu’il ne s’agit que d’un calcul, c reste quelconque ; mais lors- 
qu’on veut appliquer cette intégrale à une question déterminée, la 
constante c cesse d’être arbitraire, et doit satisfaire à des conditions 
prescrites. Si, par ex., on demande l'aire BCPM = t (fig. 40), 
comprise entre les ordonnées BC, PM, dont la position répond aux 
abscisses a et b, comme (n° 768) dé = ydz,on at = fydx = P+c, 
Or, l'aire P  c, commençant lorsque x = AC = a, t doit être 
nul lorsqu'on fera + — a dans P + c, ou 4 + c—0, À étant la 
valeur que prend la fonction de x désignée par P, lorsque x = a ; 
on tire de là ce = — 4, d’où l'aire 4— P — 4. Il restera ensuite 
à mettre b pour x, et l’aire sera renfermée dans les limites pres- 
crites. 

En général, pour déterminer la constante arbitraire, d’après les 
conditions de la question, on cherchera quelle valeur 4 doit prendre 
l'intégrale = P  c lorsque x — a, savoir, k = 4 + 6, d’où 


c—k— A, et t=PELk—- A 
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sans qu'il soit, comme on voit, nécessaire de connaître l’origine de 
l’intégrale, c’est-à-dire sans savoir pour quelle valeur a de x elle est 
nulle. 

Toute intégrale dont l’originen’est pas fixée, se nomme Zndéfinie ; 
elle n’est Complète que quand elle renferme une constante arbi- 
traire. 

Lorsque les limites a et b sont données, on a t — P — 4 en 
vertu de la 1"° ; mettant pour x la 2° limite b, il vient = B — 4, 
pour la valeur absolue numérique et constante de & — fydz : c'est 
ce qu'on nomme une /ntégrale définie, 4 et B étant les valeurs que 
prend P lorsque x — «a et b. En remarquant la forme de cette ex- 
pression, il est visible que. pour l'obtenir, il suffit de faire x — a et 
x — b dans l’intégrale indéfinie P, et de retrancher le premier résultat 
du second. Tout ceci s’éclaircira bientôt. 

M. Fourier a imaginé une notation fort commode pour désigner 
les intégrales définies; on affecte le signe / d'intégration de deux 
indices, l’un inférieur qui se rapporte à la 1"° limite de l'intégrale, 


b 
l’autre supérieur pour la 2° limite. nf indique une intégrale prise 


a 


L LL “ . L] T L 
depuis + = 4, jusqu'à x — b. C'est ainsi que yh sin dr = 1, 


2x 
parce que l'intégrale — cos x devient — 1 et 0 aux deux limites. 


r 
L'expression sf indique que l'intégrale commence à x — a, et 
a 


s'étend jusqu’à une valeur indéfinie de la variable x. 

* 640. Lorsqu'une fonction proposée n’est pas susceptible d’une 
intégration exacte, on a recours aux approximations. Ainsi, pour 
trouver /zdæx, on développera 3 en série, suivant les puissances as- 
cendantes ou descendantes de x (n° 746) ; puis multipliant chaque 
terme par dx, on l'intégrera. Nous n’en donnerons que deux 
exemples. 


dx A : 
1° Soit f- sie 4 cette intégrale est arc (tang — x). En déve- 
loppant (1 + 2°)", on a (p. 14) 


dx | 
MR EE ANR A NÉ M 


d’où arc (tang = 2) = 4 — + a Hi as — rat... 
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< dx . ; 
2° Pour van — arc (sin — x), on développera 
act > f 
(— zx) °—=1+— res (be 16); d’où 
x 81° 8.5.7 
arc (sin = &) = 2 + AA LE STE LUS Ve M AL Le à 


On n’a pas ajouté de constante, parce qu’on suppose que l'arc dont 
il s’agit ici est le plus petit de ceux dont x est le sinus ou la tan- 
gente, arc qui est nul quand le sin. et la tang. le sont. La 1"° de ces 
formules a servi (n° 631) à trouver le rapport 7 de la circonférence 
au diamètre ; on peut employer la 2° au même usage, car le tiers 
du quadrans ayant + pour sinus, en faisant x —+,ona 


29 


1 1 1 1.5 Les 
Lr= > + 
6 2 Vag y ra. 4.5. Hana dis RAT NE 


Du reste, la loi de ces séries suit du calcul même. 

841. Pour qu’une série soit de quelque usage dans les applica- 
tions numériques, il faut qu’elle converge (p. 210): il est donc con- 
venable d’avoir divers procédés pour effectuer ces sortes d’intégra- 
tions. La suivante est due à Jean Bernoulli. 

Faisons » — — x dans la formule de Taylor ; comme f(x — x) 


ou (0), est ce que devient y, ou fx, lorsque x = 0, f(0) est une 
constante b ; donc 


b—=y—yr<+iya —.... 


Or, la dérivée y de y étant donnée, l'intégration consiste à 
trouver y; soit /zdx l'intégrale cherchée, 3 = y, 3 — y" 
et l’on trouve 


[2 
y = fadr = b L zx — 5 za Liza —..., 


Il suit de ce qu’on a vu (n° 741), qu’on peut ObLEnIT des limites de 
la somme des termes négligés. 


d 
Par exemple, pour Vite — (az), on a 


70,8, 257 


b — la, Z = a+ x? 3 — (a E a} ? 3 —= (@ + xÿ° .., 
2 à 

ve 7 AT 0e 2 nie, te CN MAUR ANT OES 

Mn le ce la nf ONE (at d 
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842, La formule de Taylor donne aussi pour : = fx, 


fa Lh) — fe = 5h +72 + hs... 
d'où f(tHb—a—fr—3(b—a) +iz (b— a) +...., 


en faisant À — b — a, Si l’on prend ensuite x — 4, ce qui change 
z, 2, z"..., en des constantes 4, 4”, 4”.,,., on obtient 


fb— fa= A (b— à) +54 (b— a) + +4" (b — a)... 


c’est l'intégrale /zdx entre les limites 4 = a et x — b (n° 839). 
Mais pour que cette série soit applicable, il faut que celle de Taylor 
ne soit pas fautive. On examinera donc la marche de la fonction 
3 depuis + = a jusqu'à + — b, afin de reconnaitre si elle devient 
infinie, pour de certaines valeurs intermédiaires de cette variable x. 

On pourra faire converger la série autant qu'on voudra; car, 
partageant l'intervalle b — a en n parties égales , en sorte que 
b — a — ni, on prendra d’abord l'intégrale entre les limites a et 
a à, c’est-à-dire qu’on mettra ci-dessus a + à pour b. De même 
on prendra l'intégrale depuis a —- à jusqu’à « 2: ; ensuite depuis 
cette quantité jusqu'à & - dë.... 

On fera donc successivement 


== 4, (cé qu changera 23, #/, 3 /...., EN 4, 4, Ave 
. [à 144 

@ + 2. e L] e e e [2] e e e P, PE, B . © + ee 

æ == (47 + D. e e e e e C2 e e e €, C’, C”. . . e 


etc. ; 
d'où f(a+ i)— fa = Ai + FA LE AR LE... 
f(aH2)— f(a+ i)= Bi + <B'è +iB'Ë +...., 
[ {a nain f(a+i)= Ci LH + Ci LICE +... 
etc. . 
(a+ ni) — fla+(n— 1) = MiLEi Me LINE... 
848. La somme de ces équations est 
(a + ni) — ET RTE USE 
(4+4-B+- Pont M be (AL LME. 


| 
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Telle est l'intégrale de /zdx entre les limites de a à b, Si l'on.prend 
à assez petit pour se borner au seul 1°" terme, on a 


J'adx = Ai Bi + Ci... + Mi, 


série dont les divers termes sont les valeurs que prend successive- 
ment la fonction zdx, lorsqu'on fait x égal à a, a Hi, a+ 2... 
C’est pour cela que dans la méthode infinitésimale on regarde l'in- 
tégrale comme la Somme d'un nombre infini d'éléments, qui sont 
les valeurs consécutives que prend la fonction lorsqu'on fait passer 
la variable par toutes les valeurs intermédiaires entre ses limites ; 
c'est ce qui s’éclaircira par la suite (n° 846, 2°). 

Consultez sur les approximations des intégrales définies un beau 
Mémoire de M. Poisson, inséré parmi ceux de l’Institut, 1826. 
M. Cauchy a aussi écrit sur le même sujet, et en a fait des applications 
à des questions de Géométrie et de Mécanique très-curieuses. La 
Théorie de la chaleur, par M. Fourier, renferme un grand nombre 
de questions qui se rapportent aux intégrales définies. 

844. Nous ne dirons rien des intégrations du 2°, 8°.... ordre des 
fonctions d’une seule variable, puisqu'elles rentrent dans ce qu’on a 
exposé. Il y a alors, 2, 3... constantes AREA 


ne ve x°)d k À 
Par exemple, pour ff FL ap ? on intégrera une pre- 
mière fois; et comme Îa HAS HE proposée se décompose (p. 205) 
2a°dx dr 


——— — ————, et que la première donne (n° 811) 
FH) F+e 


c, 1l reste à intégrer de nouveau 
he tete te 


ædr 


PE TU) cdz. On a donc 


(a? — r°)de MUR ; 
À er cnn= LM (Perf ahefs cé Eee 


Des Quadratures et Rectifications. 


845. L’aire { d’une courbe plane (n° 768) est — /'ydx, et il s'agit 
d'intégrer cette expression entre les limites convenables ; c'est pour 
cela qu’on a donné le nom de Méthode des quadratures aux procédés 

28* 
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qui nous ont occupés jusqu'ici, par lesquels on obtient l'intégrale 
des fonctions d’une seule variable. En voici divers exemples : 
L. Pour la parabole 4 (fig. 71), y? — 2pr; donc 


— SV (2p) .x°dx — y (2p) Ro er c. 


Quand l'aire doit partir du sommet 4, x — 0 donne t — 0; 
ainsi c est nul; donc l’aire MAM’ d’un segment de parabole est les 
deux tiers du rectangle circonscrit M'N'NM. 

Si l’aire est comprise entre BC et PM, en faisant 4B — a, 
BC—b= y (2pa), t est nul lorsque x — a, d’où c — — 2? ab, puis 

— © (xy — ab). L'aire C'CMM est les deux tiers de la différence 
des rectangles V'M et D'C. 


mary 


mn 
Toutes ces courbes sont donc carrables. 
IT. Pour l’hyperbole équilatère AN (fig. 72) entre ses asymptotes 
A%, Ay, on à xy —=m° (n° 4186) ; donc 


Pour les paraboles de tous les degrés y” — ax”, on a t — 


l'aire { ne peut être prise depuis l’axe Ay, parce que # — 0, don- 
neraitt—0,etc——m10 — ©. Mais, si l'aire doit commencer à 
l'ordonnée BC qui passe par le sommet C,comme 4B—m(n° 418),on 


ac— —m°1lm, d'où t — m°1l—, On voit donc que si …m = 1, 
m 


on at—lx : chaque aire prise à partir de BC, est donc le logarithme 
népérien de l’abscisse. 

Lorsque l'angle des asymptotes est &, l'aire est (p. 867), 
tuer "sin a = ii en faisantm— 1 ; donct—Log x, 
en prenant pour système de log. celui dont le module est Ÿ — sin & 
(n° 718). Si l'angle x est droit, # = 1, on retombe sur le 1° cas, et 
l’on obtient les log. népériens ; mais on voit qu’en faisant varier 
l'angle x des asymptotes, on peut obtenir tous les systèmes pour 
lesquels # << 1. Ainsi, lorsque la base est 10,ona . . . . . . .. 
M = 0,4342944819 ; l'angle qui a ce nombre pour sinus, le rayon 
étant 1, est « — 25° ME 47 : tel est l'angle que doivent former 
les asymptotes d’une hyperbole dont la puissance est 1, pour que 
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chaque aire soit le log. tabulaire de son abscisse. On voit par là que 
c’est très-improprement qu'on avait donné la dénomination de 
Logarithmes hyperboliques aux log. népériens, puisque tous les 
systèmes de log. trouvent leurs représentations dans les aires de 


diverses hyperhboles. 
IIL. Pour le cercle y = a? — x°, l'origine étant au centre, 


t=[V (& — x)dr = fe ne 7) RÉ 


en multipliant et divisant par /(a° — x°). Or, ce dernier terme 


. 7e , . . T . r 
est facile à intégrer par parties, puisque V't@ — +) est la diffé- 
— 


rentielle de — J/ (a? — z°); donc 


eV (ee) de (ed) = eye 


Substituons et transposons f, nous aurons 


à ; adx } 
=taytref 


mais la formule ds — dx° dy? appliquée à notre cercle, donne 


um — a Dee ul ; donc, en prenant l'arc s dans les mêmes 
.Ÿ p/ (a? — x°) 

limites que l'intégrale proposée on a enfin + xy + + as + c. 

Soient CA — b, AB — k (fig. 73) : doublons et intégrons depuis 

æ = b jusqu'à # — a, pour obtenir l'aire du segment BOB”; nous 

aurons (n° 839) = a X arc BOB" — bk : puis ajoutant le triangle 

CBB il vient 


le secteur CBOB' — < CO X arc BOB. 


Pour laire du cercle, 4 — f dx W (a? — x°), on développe le 
radical (voy. p. 16) et l'on a 


æ 1.74 1. 3x6 
Ë = ‘d 0 niet met LE es OM ntimmtinnenes sm QC 
JT gr Sat Di.é.e £ 
et intégrant depuis x — 0, 
/ 25 Le 1. 877 Fe 
= AD — ———— —,— — ee vu, GG 
2:9.a 2, 4085 d'a NS À y: a 
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b 
IV. Pour l'ellipse (fig. 73), y = — V/ (a — x°); d’où 


b b 
t= [eV w—) der xs, 


3 désignant la partie de l’aire du cercle circonscrit qui est comprise 
entre les ordonnées limites. Les aires t et z sont donc dans le rap- 
port constant de b à a. Ainsi, l’aire du cercle est à celle de l’ellipse, ou 
l’aire d’un segment de cercle est à celle du segment de l’ellipse inscrite 
qui est terminée par les mêmes ordonnées, comme le grand axe est au 
petit; et, puisque l'aire du cercle circonscrit est 7a?, celle de lel- 
lipse entière est — rab. 

V. Pour la cycloïide FA (fig. 43), mettons l’origine en F, et soit 
FES = x, SM — y; nous aurons (n° 763, VI), 


NE ( y ): 1 fy dr jy (Cry + y)dy. 

dx 2r — y 
Cette intégrale est l’aire de la portion FXN du cercle générateur; 
donc l’aire FyAM = FKEB = £rr°, Comme d’ailleurs 4E = 7r, 
le rectangle ÿyE — Qrr°, d'où A4FE = £rr° : l'aire 4FA' de la 
cycloïde entière est triple de celle du cercle générateur. 

VI. La méthode de Simpson pour évaluer les aires curvilignes 
planes par approximation, mérite d’être exposée. 

Cherchons d’abord l'aire d’un petit segment CE (fig. 74) d’une 
courbe quelconque rapportée aux axes rectangulaires 4x, y, et 
nommons & l'angle MCH formé par la corde CM avec 4x. Menons 
l'ordonnée X£Æ, par le milieu Æ entre les ordonnées terminales CB, 
MP. On peut sensiblement regarder l'arc C# comme appartenant 
à une parabole dont le sommet Z répond au milieu Z de la corde. 
L’aire du segment est donc CEMI = ©? CM .LI. Or les triangles 
CH 


cos 4? 


LEI, MCA, donnent LI — EI cos «, CM — 


d'où CEMI _ EIX CH. 


Cela posé, faisons BX— KP —h, CB = y, KE =", PM=Yy"; 
l'aire CBPME se compose 


du trapèze CBPMI = h(y + y”), et de CEMI — jh. ET, 
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Or, E1= EK — KI = = (2y" — y — y”); donc le segment 
CEMI = = h (2y" — y — y"), et la petite aire 


CEMPB — =h (29 +- 2" + 1y"). 


Supposons l'aire plane BACD (fig. 75) qu’on veut mesurer, limi- 
tée par la courbe AC, la droite BD et les perpendiculaires 4B, CD ; 
on coupera la base BD en un nombre pair de parties égales, dont 
h sera la longueur, et par les points de divisions, on mènera des 
ordonnées y’, y”, y’. y", qui couperont l'aire en éléments dont 
les surfaces respectives seront exprimées deux à deux par la formule 
ci-dessus : la 2°, la 3°,.... seront 


ShGY" HA Hay), 5h Guy + 2y" + y), ete. 
la somme = 5 À (y +2 y +2" + yes + 3 y0) 
BACD = < h{(y + y y) + y + ge Hi (y + y)]: 


ayant tracé un nombre impair d’ordonnées équi-distantes , faites leur 
somme, plus celle de toutes les ordonnées de rangs pairs, moins la 
moitié des deux extrêmes ; le tout multiplié par = de leur intervalle h. 

La même règle s'applique évidemment au cas où l’aire est 
comme ACFE terminée par deux courbes opposées, en appelant 
y, Y', y’... les longueurs totales de chaque parallèle. 

Plus k est petit, et plus le résultat est approché de l'aire deman- 
dée. Ce théorème s'applique à toute surface irrégulière, parce qu’on 
peut la décomposer en d’autres qu’on évalue séparément, et qu’on 
ajoute ou retranche ensuite, selon les cas. Lorsqu'il arrive que la 
base se trouve coupée par la courbe, la même règle reçoit son ap- 
plication, en faisant égale à zéro l’ordonnée du point de section. 

846. Nous ferons ici quelques remarques. 

1° Si l'aire £ est comprise entre les branches BM, DK, d'une même 
courbe (fig. 78), ou entre deux courbes différentes données, en 
nommant F = Fx, y — fx, les ordonnées PM, PE, on a 


BCPM = f Ydx, DCPE —f ydx, d'où BDEM = (Y — yydr. 


2 Selon la méthode infinitésimale (n° 802, 843) l’aire £ peut 
être considérée comme la somme de rectangles tels que ” (fig. 78), 
dont dæ et dy sont les côtés ; dzdy est donc l'élément de l'aire £, et 
il s’agit d'intégrer //dædy entre les limites convenables. 
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Pareillement, concevons que dans le cercle CB (fig. 76) on ait 
pris un élément »# en un lieu quelconque ;_ sa distance au centre, 
ou Cm — r, et l'angle mCx — 6 en fixent la position. L’aire de 
l'élément peut être représentée par dr. dô, dont l'intégrale relative 
à 8 est 6dr : en la prenant depuis 0 — 0 jusqu’à 0 — 27r, on a l'aire 
d’une couronne circulaire — 27rrdr, dont l'épaisseur dr est infini- 
ment petite. L'intégrale est 7r° ; prise depuis le centre Coùr — 0, 
jusqu’à la circonférence B où r = À — le rayon du cercle, on a 7° 
pour l'aire du cercle. 

Appelons r la corde AB (fig. 77) formant le segment circulaire 
AOB, dont on demande l'aire ; « le rayon 4C ; on peut considérer 
la surface comme ayant pour élément le triangle différentiel B4b, 
dont l’aire est dé — — = r°d«, en appelant « l'angle BAD : on met 
ici le signe — parce que « diminue quand £ augmente (n° 742). Or, 
dans le triangle rectangle 4BD, on a r — 2a cos x, d’où 


si — dr — dr 
2a à AUTRES cos’ ) me V' (he — y 


Ainsi l'aire dt — — = r’dx donne 


£ = /: ae DA) ee 5 = far (ha? — 9») 3, 


rdr 119 1.3.5 .r° 
Er ler GR D ét.) 


dr — — 2a sin adx, da — 


1.3.r7 1.8.5.r9 
dre _e TE: re data Pie ) 


l'intégrale est prise ici depuis r— 0, et exprime l'aire du segmént 
AOB dont la corde est r. En faisant r — 4, on a l'aire du demi- 


I 1.38 , NET 
cercle — + (2a) ( — SE + a A A ) ; égalant à =za°, on 


trouve pour 7 cette série convergente dont la loi est manifeste, 


1 1.3.5 5.7 
= (;+ Hasta tesestercent- ; 


8° Quand l'aire sera renfermée entre deux courbes BM, DE 
(fig. 78), dont on a les équ. F — Fx, y— fx, on intégrera l’élé- 
ment » — dydr depuis PE jusqu’à PM, c’est-à-dire que ydx de- 
venant (Ÿ — yjdx, sera une fonction connue de x, représentant 
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l'élément ME compris entre deux ordonnées infiniment voisines, 
Il restera à intégrer relativement à x entre les limites 4C, AP ; 
et si l'aire est comprise dans le contour d’une courbe fermée, on 
intégrera (Ÿ — y) dx depuis la moindre valeur de + jusqu’à la plus 
grande. Lorsque l’aire est renfermée entre quatre branches de 
courbes, telles que BH, BI, TK, KM, il est facile de la partager 
par des droites parallèles aux axes, en parties qu’on sache évaluer 
séparément d’après les principes précédents. 

Les paraboles opposées 4F, A4F' (fig. 80) ont pour équation 
ÿ = + 2px; intégrons l'élément » — dxdy relativement à x, de 


AP 
pour l'aire de la tranche HW’. Intégrant de nouveau de 4 en C, ou 
3 
depuis y — 0, l'aire F'AFC sera 37 ou + ty. 
4° L’ordonnée y de la courbe ne doit pas devenir infinie entre les 
limites de l’aire (n° 842). 
5° L'élément ydx change de signe avec y ou x, d’où il suit que 


M' en M, c'est-à-dire depuis — Ÿ jusqu'à + LE ædy donne rt 


l'aire devient négative lorsque + ou y sont de signes contraires. 

Lorsque la courbe coupe l’axe des x entre les limites de l'aire, il 
faut chercher chacune des deux parties et ajouter, parce que l’une 
est positive et l’autre négative, et que la somme demandée doit être 
obtenue sans avoir égard à ce dernier signe. 

Par ex., la courbe KACD (fig. 79) a pour équ. y = x — à, 
AK = AT = 1; l'origine esten 4. L’aire {= + à? — 5x4 c; si 
elle doit commencer au point B pour lequel 4#B—}/ =, on trouve 
c———*; d'où t— +2 — 5x4 — +: et si l'aire doit être terminée 
en £D, où 4E = y +, on trouve t — 0, ce qui indique seulement 
que les aires BCI, ED sont égales et de signes contraires. En effet, 
on voit aisément que BCI = + — — DIE. De même, l’aire prise 
depuis À jusqu’en J'est nulle, parce que 4CI = + = — KOA. 

847. Pour donner une application de la formule (n° 769), 


u 


7 — + (xyÿ — y), qui sert à trouver l'aire + comprise entre deux 
rayons vecteurs, cherchons l'aire CHO (fig. 73) dans l’ellipse ODO'; 


PRE 
on à &y + ba = &h, y = — y” d'où 


Ù ; b?x? b + bash jme 
NT dar: (ee +y)=-5 dr 7 y (@—x) 
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Comme l'aire + est comptée depuis un rayon fixe, tel que CO, jus- 
qu’au rayon CM, le signe — provient de ce que x décroît quand + 
croît (n° 742). 

Mais la formule (n° 767) des rectifications, appliquée au 
cercle dont le rayon est a, donne pour longueur de son arc 5, 

adx * z 

ds — — V& —2) ; d'où dr — < bds, et + — < bs, en prenant 
l'arc s entre les mêmes limites que r, x — Fe et x — CA. Quand 
b=— a, on ar —"# as; ainsi j 


le secteur circulaire BCO — + CO XK arc BO; et 
le secteur elliptique ÂCO = < b K arc BO — . X OC. 


Pour l’hyperbole MN (fig. 72), on a 4y = m°, d'où r — — yet 
r—— ydv, + — — fydx : donc le secteur quelconque hyperbo- 
lique CAM = CBPM. 

848. Lorsque les coordonnées sont polaires (fig. 45), on a 
(n° 769), dr — + r°d6. Ainsi, dans la spirale d’Archimède (n° 473), 
où 27r —= ab, on trouve 7 — iriAn = _ F Etie Pour l'aire 
AIO formée par une révolution entière du rayon vecteur AXE, il 
faut prendre l'intégrale depuis #—0 jusqu'à r — a. On obtient 
AIO = = 7 a — le tiers du cercle dont le rayon est 417. 

Remarquons que pour pouvoir étendre l'intégrale au delà de 

— 860, il faut avoir égard à ce que cette 2° aire contient celle 
qu'on vient d'obtenir, comme (n° 846, ü°). 

849. Donnons quelques exemples de la formule (n° 767) des 


rectifications, 8— y (dx? | dy). 
I. Pour la parabole, y? = 2px donne 


da | 
ydy —=pdr, s— 7 V' (y + p°). 
Cette intégrale est (n° 813, p. 414) 
s = C + V'@p + y) Hi pi + + 


Si l'arc s commence en À (fig. 71), y — 0 donne s— 0 : on entire 
c——+plp; donc 


y (p+y) à: 1 (+VE+ y) 
aCM = NERO Là pi (EE), 
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IL. Pour la seconde parabole cubique %? — ax?, on a 


= / (m/f 


En général, y — ax" représente toutes les paraboles ou les hy-- 
perboles, suivant que » est une fraction positive ou négative : on 


obtient s — fdxp/ (1 +- n’ax—?). Toutes les fois (n° 816) que 
2(n — 1) est exactement contenu dans 1, ou que RE = est 


entier, on aura l'arc s sous forme finie. 


III. Pour le cercle, suivant que l'origine est au centre ou à l’ex- 
trémité du diamètre, on a y = 1° — x°, ou y = 2rx — x°, Dans 


PR rdæ 
ces deux cas,il vient s — . En mettant pour y sa valeur en x, 
y 


on voit que l'intégration ne peut s'effectuer que par séries (n° 840), 
ou par des arcs de cercle, ce qui ramène la question au point d’où 
l’on est parti. 


IV. Pour l'ellipse, a°y° y b°x? — a’h° donne 


= PEYRE) a He 


en faisant ae — J/ (a? — b°) ; e désigne le rapport de l’excentricité 
au demi-grand axe. On ne peut intégrer cette expression que par 
une série; mais il faudra disposer le calcul de manière à la 
rendre convergente. Ainsi on pourra développer (n° 465, Il), 
V/ (a° — ex’). 


Ou bien on fera l'arc OB (fig. 73) du cercle circonscrit — 8, 


dx 
d'où CA{—#x— a cos 06, et Ve =) = — dé, 
puis s— — afdéy/ (1 — e° cos’é). 


On aura à intégrer une suite de termes de la forme 4 cos””9 d8 
(n° 836) ; par là l'arc OM dépendra, à l’aide d’une série, de l'arc 
correspondant OB du cercle circonscrit. 

La rectification de l’hyperbole offre un calcul semblable. 


V. Dans la cycloïde (fig. 43), l’origine étant en F, on a 
(n° 763, VI) 


y nl Pre 7e 
= Vs s= [7 dy = 2 (2ry). 
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On n’ajoute pas de constante, lorsque l’arc s commence en F. Or 
V’ @ry) = KF ; donc FM — 2 fois la corde KF. 
850. Si les coordonnées sont polaires (n° 769), on a 
ds — y (r°d6 + dr°). 


Ainsi, la spirale d’Archimède, ou 2 7r — as, donne 


27dr a 
— Je F = + ? 1} 


En comparant cette expression à celle dé l'arc de parabole, on voit 
que les longueurs des arcs de ces courbes sont égales, lorsque r est 


, ’ a x 
l’ordonnée de la parabole, et — le paramètre. 
T 


Dans la spirale logarithmique (n° 474), 4 — 1r; on trouve 
s— fdry 2 — ry2 — c : si l’arc commence au pôle, c = 0, et 
l'on a s —r/ 2. Ainsi, quoique la courbe n’atteigne son pôle qu’a- 
près un nombre infini de révolutions, l’arc s est fini et égal à la dia- 
gonale du carré construit sur le rayon vecteur qui le termine. 


Voyez, pour les courbes à double courbure, ce qu’on a dit 
n° 791. 


Des aires et des volumes des Corps. 


851. Le volume » et l'aire # d’un corps de révolution autour de 
l’axe des x s’obtiennent (n° 792) en intégrant 


v— frydr, u— f2ryds — f'2yry/ (dx? H dy). 


Voici quelques applications de ces formules : 
I. Pour l’ellipse, en recourant à la valeur de ds (n° 849, IV), on 
trouve 


b? 
Do — (a? — x°)dx, Maps ue [y — — ) } de 


z° 
La 1'"° donne v — 7h? m cr —- c) : si le sommet est une 
des limites, c — — # a, Soit donc z la hauteur du segment d’el- 
rb°z? 


lipsoïde, ou x — a — 3, le volume — 


Gus (3a — z). Pour l’el- 
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lipsoïde entier, : — 24, et l’on a À 7b°a. Il en résulte que, 1° le 
volume de la sphère = À +a?; 2° l’ellipsoïde de révolution est à la 
sphère circonscrite :: b? : «?; 8° chacun de ces corps est les ? du 
cylindre qui lui est circonscrit; 4° enfin le segment sphérique ‘ 
= r2° (a — = 2). 

L'intégrale qui entre dans la valeur de « est visiblement l'aire 
d’une portion de cercle concentrique à l’ellipse comprise entre 


A . . r 4 (0 
les mêmes limites que l’arc générateur, et dont le rayon est —. 
( 


| 4 S : 2rbez 
Soit = cette aire facile à obtenir ; on aura « — . 


a 


S'il s’agit de la sphère, on a (n° 849, III), ds — _ d’où 


2 


uw — f'Xrrdx. Ontrouve aisément 2rrz pour la surface de la calotte 
ou de la zone dont z est la hauteur ; et 47r° pour l’aire de la sphère 
entière. 


IT. Pour la parabole y — 24x, on trouve 


o — f2rax . du = rar? + 0, 
27 2 2 27 2 2\3 
= fu + a) = SE [+ a) + C1: 


si l’origine est au sommet, c—0 et C — — a°. On a donc ainsi le 
volume et l’aire d’un sewment de paraboloïde de révolution. 
IL, Soit y” — az" ; on en tire 


AT MTLY° 


PE 7 NUE ve A 


Ce calcul se rapporte aux paraboles et aux hyperboles, suivant que 
nm est positif ou négatif. 

852. Le volume ’ et l'aire U d’un corps sont donnés par les for- 
mules (n° 794) 


V = f/sdrdy, U—=S/dedy y (1 + p° + 9) 


Voici comment on doit entendre ces doubles intégrales. Après 
. ’ 7 
avoir mis pour z, p et q leurs valeurs en x et en y, urées de l’équ. 
de la surface proposée (n° 787), on intégrera, en regardant comme 
constant # ou y à volonté, suivant que l’une offrira des calculs plus 
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simples que l’autre. On aura ensuite >. égard aux limites que la ques- 
tion détermine. 

Par ex., si l'aire U, qu’on demande, doit être comprise entre 
deux plans parallèles aux #3, y=— a, y = b,et qu’on ait intégré par 
rapport à y, on prendra l'intégrale entre les limites a et b, x étant 
regardé comme constant. On aura ainsi l’aire MB (fig. 69) d'une 
tranche dont l’épaisseur est infiniment petite = dx, terminée aux 
deux plans HE, SB, dont il s’agit. Cette 1° intégrale sera de la 
forme ox . dx, c’est-à-dire délivrée de y, mais contenant x. On in-… 
tégrera de nouveau, relativement à >, depuis la plus petite jusqu’à 
la plus grande valeur de cette variable ; et l’on aura l'aire deman- 
dée, qu’on regarde comme la somme d’une série infinie de tranches « 
semblables. 

Si le corps est terminé latéralement par des surfaces courbes, on 
devra introduire, dans la 1"° intégrale, des fonctions de x, pour les 
limites de y, en opérant d’une manière analogue au n° 846. Des 
exemples éclairciront tout ceci. 


Pour la sphère (fig. 81), 4° EL zx; d'où 


z 1 r 
PE g=— +, Free 
rdxdy . , 
PEN rame V — [ fdxd Po — D — Yÿ 
Ten ee go)? JS dxdyy # 


On fera d’abord y constant, et r° — y = 4?; d'où 


“ rdx : 
UN re as dy, V—S/fdxdyy/ (4° — x°). 


œ 
Une 1"° intégration donne, pour l’une, rdy . arc {sm = &):0r, 


le plan xy coupe la sphère suivant un cercle Cy, dont l’équ. est 
ay —7r, et dans lequel l’abscisse 4F = + (1° — y?) = EA 
est le rayon du cercle formé par le plan coupant DmC. Si donc on 
prend cette intégrale depuis & — — 4 jusqu’à + = + 4, on aura 
l'aire infiniment étroite DmC d’une bande parallèle aux #z, et tra- 
cée sur l'hémisphère supérieur, 

Faisons done x = — 4 et x — —- À dans notre arc ci-dessus,w 
puis retranchant le 1° résultat du 2°, nous aurons 7rdy, parce que 
l’are dont le sinus — 1, est = 7, Intégrons par rapport à y, qu’on a 
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prise pour constante ; nous aurons 7ry pour 2° intégrale, et Îles 
limites étant — r et r, qui sont la plus petite et la plus grande va- 
leur de y, 2rr° sera l'aire de l'hémisphère supérieur. 

Disons-en autant pour le volume 7 (p. 421), 


SV (A — x) dt = 5axy (4?— 2) + +4? arc (sin — +). 


Prenons les limites — 4 et + 4, comme ci-dessus ; le 1% terme 
disparaît, et l’on a + 74°. Il faut donc intégrer de nouveau 
Lx (r® — y) dy, qui représente le volume de la tranche DmCE ; et 
l’on a = 7x (r°y — = y), qui revient à Ÿ = < 7 r° entre les limites 
— retLr, C'est le volume de la demi- Hate 

L'élément du volume F est drdydz : on intègre d’abord par rap- 
port à z, depuis le z de la surface inférieure, qui limite le corps, 
jusqu'au z de la surface supérieure : ainsi, l’on met dans zdrdy ces 
deux valeurs de z en fonction de x et y, telles qu’on les tire des équ. 
de ces deux surfaces : on a ainsi le parallélipipède compris entre 
elles, et élevé sur la base dedy. On intègre ensuite relativement à x, 
pour former la somme de tous les prismes qui composent une 
tranche dont dy est l'épaisseur, et qui est comprise entre deux 
plans parallèles aux +3. Supposons que le volume # soit compris 
dans un cylindre MN (fig. 82), élevé sur une base donnée mng, 
les limites de cette 2° intégrale résultent d’une section quelconque 
Pmn, faite dans le corps par un plan perpend. aux y : ainsi l’on 
prendra l'intégrale depuis x — Pm jusqu’à x — Pn, valeurs qu’on 
tire en fonction de y de l’équ. de la courbe mfng, base de notre cy- 
lindre. Soient x —fy et x — Fy ces valeurs ; on les mettra succes- 
sivement pour + dans l'intégrale, et l’on retranchera les résultats 
l’un de l’autre. Il ne restera plus qu’à intégrer une fonction de y, 
depuis la moindre valeur 4B de y jusqu’à la plus grande AC, va- 
leurs qu’on tire encore de l’équ. de la base fng. 

Cherchons, par ex., le volume du cône droit. Prenons son axe 
pour celui des y, et le sommet pour origine : l’éqn. est (n° 661) 
lPy° = 3° + à°, l'étant la tang. de l'angle formé par l’axe et les gé- 
nératrices. Or, zdxdy devient 2p/ (ly° — x*)dxdy, depuis le 3 infé- 
rieur jusqu’au supérieur, puisque z= +} (l/?y — x°). L'intégrale 
relative à x a été donnée ci-dessus et p. 416, savoir, 


a (Py— x) +2lPy, are (rang == V , E :) + €. 


448 CALCUL INTÉGRAL. 


Comme en faisant z — 0, l’équ. du cône donne # = + }y pour les 
limites du corps, il faut changer ici + en — /y (ce qui donne zéro), 
puis en —- y [d’où 2/7y° . arc (tang — <) — r/°] ; il vient, en 
retranchant, 7ly°dy, qu’il faut intégrer depuis y — 0, ou lesommet, 
jusqu’à y — h, qui répond à la base. Donc enfin le volume du cône 
droit est = 7l°h%, ce qui revient au théorème connu. 

De même, si les limites de l’aire sont déterminées par une courbe 
FMNG tracée sur la surface dont il s’agit, on cherchera sa projec- 
tion /g sur le plan æy (n° 656), qui déterminera un cylindre droit, 
pour lequel on raisonnera précisément de la même manière. On 
intégrera donc dxdyp/ (1 + p? —- g°) entre les limites ci-dessus dé- 
signées. 

En voici un exemple : 

Soient tracées, sur le plan xy, les deux paraboles égales et op- 
posées FAE, F'AL" (fig. 80), dont y — nx, y — — nx sont les 
équ. ; puis la parallèle FF” à l'axe des x, 4C étant — b. De plus, 
concevons un cône droit à base circulaire, dont le sommet serait à 
origine 4, et qui aurait pour axe celui des z, l’équ. étant 
g — ky/ (x° L y), (n° 661). On demande de trouver l'aire du cône 
comprise dans le cylindre droit élevé sur AMFF'M'.L'’équ. du cône 
donne 


kx ky 
Ds PE, Hs pt ui eu A 1 + 2 te Er PAS 
PT Ve +s TT ve+ mn Fa Les ; 


l'élément de l'aire du cône est y/(1 — k°) dedy, sa projection est 
en m. L'intégrale relative à # est j/ (1 + #) dy, qu'il faut prendre 
depuis H”’ jusqu’en M, et l'on aura l'aire de la bande infiniment 
étroite qui est projetée en MM’. Or, ies équ. des paraboles don- 
nent, pour.les abscisses des points ” et Æ, limites de l’intégrale, 


dy? 


y” y° CEA 
x, g—+%; d'où (14 #) dy. 


n 


Opérant maintenant pour y sur cette 1° intégrale, il vient 
A SEA ON CA dre de 4 en C, c’est-à-dire depui 
rie (+ 4), qu'il faut prendre de 4 en C, c'est-à-dire depuis 
y —= 0 jusqu'à y — b. On obtient, pour l'aire demandée, 


2b° 
a VOTE) 
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L'application de ces principes à la recherche des centres de gra- 
vité et des moments d'inertie est surtout remarquable (voy. ma 
Mécanique, n°5 64 et 241). 


CHAPITRE IV. 


INTÉGRATION DES ÉQUATIONS ENTRE DEUX VARIABLES, 


Séparation des Variables ; Équations homogènes. 


853. Intégrons les équ. du 1° ordre entre deux variables. 

Soit proposée l’équ. différentielle #dy L Ndx = 0, qui est du 
1° ordre entre les deux variables + et y. Il est clair que st elles ne 
sont pas mêlées, en sorte que Æ7 ne contienne pas x, et que NW soit 
sans y, l’intégrale de l’équ. sera la somme des intégrales qu’on 
trouvera par les principes antérieurs, 


S'Mdy + S'Ndr = const. 


Il en sera de même de toute équ. dont on pourra séparer les 
variables. Le cas le plus simple est celui où Æ est fonction de x, 
et V de y seulement ; car, divisant l'équation par AN, on a 


D + T0. 


C'est ainsi que dr p/(1 + y°) — dy = 0. 
dx dy 
Le VAE) 
l(cz) = 1[y +V A +y et ex =y + y (1 +y). 
854. SM=XFY, N—=XF, Xet X, étant des fonctions de x, 


F et F des fonctions de y, on a XFdy EL XF dx — 0, qui donne, 
en divisant par XF, 


dy 


donne 


; d'où (n° 813) 


A + dr —0. 


855. La séparation des variables est encore possible dans les 
équ. homogènes (n° 322) par rapport à x et y. Soit» le degré de 
MATHÉM, PURES. T. il. 29 
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chaque terme Aylx”, ou m — h + k; en divisant l’équ. par x”, le 
k 

terme 4ylx" devient 4 (2) — Az}, en faisant y — #2. On voit 


donc que et N deviendront des fonctions de z seul, en sorte que 
si l’on divise par M l'équation Mdy + Ndx = 0, on aura 
dy + Zdx — 0. Mais y — xs donne dy — xdz + :dx, donc 
ads + (3 + Z) de — 0; d'où 


dæ dz 
Dec ro et lz + 


I. Prenons, pour 1®ex., (ax + by) dy + (ft + gy) dx = 0. Di- 
visons par ax by ; nous troauverons 


z) dz 
DE QUE rm eee 


. sun , à . L 
équ. facile à intégrer. Il faudra ensuite substituer - pour z. 


C'est ainsi que ydy + (x + 2y) de — 0, à cause de a — 0, 
dæ zdz . 
BE PE AN g = 2; done NE R Var — 0; on ajoute 


dz (1 + 2) dz 


ds au numérateur du 2e terme, qui devient == ou 3 
d je A+ 143 


On a donc à intégrer 


dz dz F 
ok 1 + z (1 +2) 6 
d’où L(cx) LI(1 + 2) + Ne M x 


1 + bz" dæ az” dz 
D en T0 EE ere et CN 
LI. Soit dy — ydx = dx W/ (x? + y); posant y —xz, et divi- 
sant par 7, on trouve 
: dx dz 
dy —- zdx — de y/(1 —- 2°) d'où == VU+s) 
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dont l'intégrale (n° 813) est x —= 03 +cy/ (1+z),ou . .,. 
= cy + cy/ (x y), qu'on réduit à &° — 2ey + ce, en trans- 
posant cy et élevant au carré. 

IV. Quelle est la courbe dont l'aire BCMP (fig. 71) est égale au 
cube de l’ordonnée PA, qui la termine, divisé par l’abscisse ; et 
cela pour chacun de ses points, à partir d’une ordonnée fixe BC? 


3 
De /ydx — T., on tire, en différentiant, (x°y + y?) dx — 3xy’dy; 


* I 334% 
faisant y = zx, on trouve (p. 408) —= — ee S RON TEE 
x — Az 


d’où x4(1 — 23°) = c, puis enfin 
(a — y) = cr°. 


856. Toute équation qu’on pourra rendre homogène sera donc 
intégrable. Ainsi pour 


(ax + by + c) dy + (mx + ny + p) dr = 0, 
onfait axby+c—=z mx + ny + p=t, 


d'où : adz + bdy — ds mdz  ndy = d'; 
À d __mdz = qdé me bdt — ndz 3 
P D'apb Re ? mb — na ? 


la proposée devient homogène, 
zdy td — 0, où (rs — nt) ds + (bi — az) dt — 0. 
Quand mb — na —0, ce calcul cesse d’être possible, mais alors 


na 
= et la proposée est 


bedy + bpdx (ax + by) (bdy + ndx) = 0, 


dont on sépare les variables en faisant ax - by = v; on substitue 
| do — adx 


b 
857. Prenons l’équation linéaire, où du 1° degré en y, 


dy un Pydxæ == Odx, 


cette valeur, et dy = » ft: 


P et © étant des fonctions de x; on fera y = zt, d’où 


zdt + 143 Æ Pstdx = Odx; 
29° 
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dans l’équ. y = z!, z et t sont des fonctions de x, dont l’une est 
visiblement arbitraire; on peut donc la déterminer en égalant à 
zéro le coefficient de z ; donc 


dt - Ptdx — 0, tds — Odx. 


La 1r° donne = — Pdx, d'où 1t— — fPdx, et comme Pdx 


ne contient pas y, l'intégrale # de Pdx est facile à trouver. On a 
donc 


li ua out ie tte res 
L'équ. tdz — Odx, devient e“dz — Oe“dz ; d’où 


ez = fOe“dr + 0, 
O et u sont des fonctions connues de x, et l'intégrale /'Oe"“dx étant 
obtenue, on remettra pour 3 sa valeur É ou ye“—", ce qui donnera 
enfin l'intégrale demandée 
ye“ — J'Oe“dx — c, équ. où u — fPdr. 

Il suit de ce calcul, qu'il est inutile d'ajouter une constante a à 
l'intégrale /Pdx = u. 

Soit, par exemple, dy + ydx = azx*dx ; on a 

= 1e O—ar;, y) UT == T2) 
S'Oe"dr = f'axse"dr = ae (x? — 3x? + 6x — 6); 

donc y = cer® + a (a — 81° E 6x — 6). 

Pour l'équ. (1 2°) dy — yxdzx = adx, on a 

xdæ 


—T a 2) 
Pr pe ef A + 


donc e“— (1 — a) * (voy. n° 149, 12°); 


ñ 5) —+ c (page 419); 


J'Qe“dz = a rat 
enfin y —=ax +cy/ (1 


ie 
+ x° 
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858. Traitons enfin l’ég. de Riccati, ainsi nommée parce que ce 
savant s’en est le premier occupé ; 


dy —- by°dx = a"dz ; 
1°Sim—0, on a (p. 204) 
desde sé 1 dy dy ) 
à — Wan FN es se Va—yvh 
donc 2 (ab)+Lce—=1(y atyy/b)—1( a — y y b). 


2° Quand » n’est pas nul, on pose y = ba + 3x7, et l'on 
trouve 


a°dz — bzdx — ax” +4dxr, 


transformée homogène sim — — 2, et qu’on intègre en séparant 
les variables, quand »m — — 4. 
3° Dans tout autre cas, soit fait z — 1-1, 243 — y, puis 


_ m+4 L 
m + 3° 


a 1 b 
_ m +8? Tom H 3°? 


et l’on a cette équ. semblable à la proposée, 
dé EL DEdu = au" du ; 


on pourra donc la traiter comme ci-dessus, et l'intégrer lorsque » 
sera — 2 ou — 4. 

Et si n n’est pas — 2 ou — 4, en effectuant une transformation 
semblable, et continuant de proche en proche, selon les mêmes 
procédés, on sera ramené à des équ. de mêmes formes que la 
proposée, ayant pour la variable, dans le 2° membre, un exposant 


} 
successivement —= — Lhud a : n + nm NE PED* 
m — 3 n + 3 p + 3 


dire que cet exposant est 


m + 4 3m —- 8 5m —- 12 7m + 16 
_ m+<3 _ 2m—+5 8m 7 4m 9” 


c'est-à- 


Que l'une de ces fractions soit nulle, ou — 2%, ou — 4, l'intégrale 


— hi : 
sera facile à trouver ; savoir, m — re étant un entier quel- 
1 


conque, positif, ou zéro. 
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Si l’on eût commencé par faire y — #1, 441 = »%, dans la 
proposée, le même calcul Las conduit à à trouver que l'intégration 


= ; ainsi m — a est la con- 


est possible lorsque m = S: =. 


dition d’intégrabilité de l’équ. de Riccati. 


Du Facteur propre à rendre intégrable. 


859. L’équ. Mdy + Ndx — 0 ne résulte pas toujours immédia- 
tement de Îa différentiation d’une équ. f(x, y) — 0 ; car on a pu, 
après ce calcul, multiplier ou diviser toute l'équ. par une fonction 
quelconque, ou en éliminer une constante (n° 727) à l’aide de 
f{æ,y) = 0, ou enfin faire telle combinaison qu'on voudra de ces 
équ. entre elles. L’équ. proposée peut donc ne pas être une difé- 
rentielle exacte. 


En général,soitu — f(x,y),la différentielle étant du—#dy+Ndx, 


: d°u du : sé 
la relation = — -— devient ici 
drdy dydæ 
dM dAV 
dx DT dy” æ L1 e . e. . ° (1) 


Ainsi, toutes les fois que Mdy —- Ndx est une différentielle exacte, la 
condition (1) doit être remplie. Réciproquement, si M et N satisfont à 
la condition (1) Mdy —- Ndx est une différentielle exacte qu’il sera 
toujours possible d'intégrer. 

Pour démontrer cette réciproque, intégrons #dy en regardant 
æ comme constant, et soit P l'intégrale, fonction connue de x et y, 
résultant de /'Hdy, relative à y seul, ou M — Prenant pour la 
constante arbitraire une quantité X, qui pourra contenir x, nous 
aurons P + X pour l'intégrale de Mdy relative à y. Prouvons que 
P + X est l'intégrale de #dy L Ndx, quand l’éq. (1) a lieu. 

La différentielle complète de P Æ X est 


dP dP a? 
Tr de ELA dy + dX ou de + Mdy + dx; 


d'où l’on doit conclure que P — X sera l'intégrale de Mdy + Ndxr 
q ô 1 
(qni sera par conséquent une différentielle exacte), si l'on peut 
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déterminer X de sorte que ce trinôme soit = Mdy +- Ndx, ou 
dP dP 

Ndr— Tdr+dX, ou dx — (v—T) dm . . . 


PAR 2% dP k 
Or, en différentiant M — F4 par rapport à æ, on trouve, en vertu 


de la condition supposée (1), 


Lg am VIS 
— dydæ dy? ar dy dydæ 


dæ dx 
tion de >, ce qu'il s'agissait de démontrer. 

L'intégrale cherchée est donc P Æ X, P étant celle de #dy par 
rapport à yseul, et X l'intégrale de la fonction de x donnée par l’équ. 
(2). Nous avons donc démontré notre réciproque en même temps 
que nous avons donné un procédé d'intégration de #dy + Ndx. 

Il est inutile de dire qu’on peut également commencer par inté- 
grer Vdzx, y étant constant, et compléter l'intégrale par une fonc- 
tion F de y, etc... On préférera celle de ces deux voies qui facilitera 
davantage le calcul. 


dx 
Ï, Soit proposé d'intéorer ————"\° «dx dbydy, où 
prop Br 7 Easy + 0e + 2bydy, 


ou 0—d its —+) , relative à y; N He donc une fonc- 


M = 2by, Net 


on trouve P = by° ; ainsi by + X est l'intégrale cherchée, puis- 
que la condition (1) est remplie. La différentielle de by° E X rela- 
tive à +, comparée à /Vdx, donne {p. 414) 


I = TES er fie d'où À = ax +1,.c[x +y (1+4ax)]; “ 
donc, on a by? + ax + 1.c[x y (1+x)]. 


II. De même pour 


SE + ydy , ydz — xdy , 
VE LE Y —- ee ——- 31 2d1 
(x? Y°) æ? ÿ° 4 Y> 


ay æ 

Mr een ee arr dl 
AGE ONE TRE 
ax y 


Ne TR LE oc nt 
Ve+n te Er 
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Après avoir reconnu que l'équ. (1) est satisfaite, on intégrera Vdx 
par rapport à x; on trouvera 


a (x + y) + arc (ang =£)+7 


en désignant par F'une fonction de y. Différentiant cette expression 

par rapport à y, et comparant à #dy, on aura dY — 3by°dy, d’où 

P= by - ©. Ainsi l'intégrale est obtenue complétement. En fai- 
sant a — b— 0, on trouve 


Cydæ — dy ( 2) 
-— arc | {ang = — C. 
ARE ET 


Cette intégrale, employée par M. Laplace (Mécan. cél., t. I, p. 6), 
est un cas particulier de la précédente. 
III. On trouvera de même . 


nn ot 4 Sn À en A x 22 + a]. 
Joey L + + y] 


860. Quand #dy + Ndx ne satisfait pas à la condition d’inté- 
grabilité, on peut se proposer de trouver si, en multipliant cette 
expression par une fonction 3 de x et y, elle pourrait devenir une 
différentielle exacte. Mdy + Ndx — 0 résulte de l'élimination 
d’une constante entre la primitive f(æ, y, c) — 0, et sa différentielle 
immédiate. Mettons ces équations sous la forme y + X — 0, 
c—# (x,y), ce qui est permis; À représente une fonction quelcon- 
que de xet 5 La dérivée de c = # (x, y) étant # = Py + O0 —0, 


on a y ass — — 0, et, comme la constante c n’entre plus ici, cette 


expression 7 727) est identique avec y - X, ou 


= ona 9 —=P(y LX); 


comme ces deux membres sont identiques, et que +” est une dérivée 
exacte, P(y — X) doit également en être une, ce qui prouve qu'il 
y atoujours un facteur P propre à rendre intégrable la fonction y + K 
ainsi que toute équation différentielle du premier ordre entre x et y. 

Cherchons ce facteur, que nous représenterons par z 

Mzdy— Nzdx ne peut être différentielle exacte qu’autant que 
d{Mz)' d(W2) dM  dW dz dz 

= Ou Z (T | sta À 


PAPE TITEN Fr LOUE 0e 


| PEROU 
y SD LPO 54 TEE 
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Cette équ. aux différentielles partielles est rarement utile à cause 
de la difficulté des calculs ; mais on peut en tirer quelques pro- 
priétés remarquables. 

1° Si l'intégrale w de z (Mdy + Ndx) était connue, le facteur z 


VS du du 
serait facile à trouver; car en comparant Le dæ + AP dy avec 
æ æ 


3(Mdy —- Ndx), qui lui est identique, on en tirerait aisément z. 
2 Multipliant l'équ. du = = (Mdy + Ndx) par une fonction 
quelconque de , telle que gw, nous avons 


ou. du — 3. çu (Mdy + Ndx). 


Or, le premier membre étant une différentielle exacte, le deuxième, 
qui lui est identique, doit jouir de la même propriété ; d’où il suit 
qu’il y a une infinité de facteurs z . ou propres à rendre intégrable 
toute fonction de x et de y, et que la connaissance de l’un d’entre 
eux z suffit pour en obtenir un nombre infini d’autres z . çu. 

3° Si le facteur z ne contient que l’une des variables x ou y, on 
le trouve aisément ; car soit z fonction de x seul, l’équ. (3) se ré- 
duit à 


—— — 


dy dr , . F e 0 0 (4) 


— —— — 


ds à dz/4aN dM 
3 M 


1 TÆ 
parce que T — 0, et que . n’est plus une différence partielle. 


L'intégration de cette équ. donnera z ; car l'hypothèse exige que le 
2° membre soit indépendant de y; on reconnaitra même à ce ca- 
ractère si la supposition est légitime. 

De même, si z est fonction de y seul,on a 


dz 3% dy FF Tr) 


TN dx ere 52 2 ‘dy , e . . . C2 (5) 
et le 2° membre doit être indépendant de x. On remarque dans les 
équ. (4) et (5) que la partie renfermée dans les parenthèses est 
nulle, lorsque #dy + Ndx est une différentielle exacte. 

I. Soit, par exemple, de H (adx + 2bydy) y (1 + x?) = 0; la 
- condition d’intégrabilité n’est pas remplie, puisque 
dWN  dM 2byx 


mt mm mms EC 


dy dx y (1 +2) 4 
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mais cette quantité, divisée par M ou 2by]/ (1 +- *°), donne pour 
quotient cette fonction de x, qe ; donc l’équ. sera rendue in- 


tégrable par un facteur fonction de x. L’équation (4) donne 
— xx | 
I — be: — — LS 2) —— 2 , 
= [= = (Ha) = —1ÿ (1 + x) 
L 


VüÜ+ +) 


a traitée n° 859, I. 


Donc z — . La proposée prend alors la forme qu’on 


IT. L'équ. linéaire dy + Pydx — Qdx donne . —— El = À) 


aussi la condition (1) n’a pas lieu ; mais cette fonction P, divisée 

L e. . d , a] 
par # — 1, donne une fonction de #; ainsi = — Pdx, d'où 
1z — fPdx — u, et z —e". Tel est le facteur qui rend la proposée 
intégrable, Elle devient e“dy — e“ (Py — ©) dx — 0 ; il ne s’agit 
plus que de suivre le procédé du n° 859, Intégrant e“dy par rapport 
à y, on a e“y — X, dont la différentielle relative à x, comparée à 
e“(Py — O)dx, donne dX = — e"Qdx; donc l'intégrale cherchée 
est, comme on le sait déjà (n° 857), 


“y — fOe"dr + c, équ. où uw — /Pdx. 


LIT, De même, x°dy + (ay = rs) dæ — 0, donne 


1z— 1%; ainsi, il faut multiplier la proposée par x pour qu’elle soit 
intégrable. On trouve enfin, pour intégrale, 


vy 4 ( —a)—0. 


IV. Le facteur propre à rendre intégrables les fonctions homo- 
gènes se trouve aisément, Soit » le degré (n° 822) d’une telle fonc- 
tion F des variables x, y....; si on les remplace par /x, ly...., 
l'étant un nombre quelconque, Feviendra /”F'; faisant = 144, 
F devient donc 


(A) F = F[1 + mh + = mm — 1)h7....1. 


D'an autre côté, +, y... sont devenus # Æ hr, y 4 ky.,.., ct 
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la fonction #' de (x - hx), (y Æ- hy).... se développe suivant le 
théorème (n° 743), 

d'F h°z° DEF y 
is The + ly He 3 + ddr rl uebd 


Comparant les puissances semblables de », dans ces deux dévelop- 
pements, on trouve 


F df 
ME = a TE 
dF 
mm 1) F= LE à + LT ay + Te p +. . 


861. Pour appliquer ce théorème à Me) + Ndx, M et N étant 
homogènes du degré p, cherchons s’il existe un facteur homogène 
3, qui rende zMdy + zNdx une différentielle exacte; soit n le degré 
de z. Comme Az est homogène du degré p X n, la propriété ci- 
dessus donne 


or, On suppose 


en substituant dans la précédente pour ce dernier terme sa valeur, 
il vient 


d(Vz d(Myz) d(Nxz— Myz 
(p+mNs=e 02 + ris Tr N3, 
d's(My E Nx 
ou (p+ n +1) Ns = SECRET 
F c Se à , 1 
cette équation est satisfaite, en faisant z — My + Ne ; car alors 
le degré n de z est = — p — 1, d'où p + n + 1 = 0. Donc 


Mdy + Ndx 
My + Na 
de difliculté (n° 859). 
On trouve que +dy — dæ [y p/ (x° + y)] —0, doit être divisé 


dy 
par æ/ (x° +- y°); intégrant TAC STE par rapport à y, On à 


est intégrable ; l’intégration ne présente plus ensuite 
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1[y + y (a + y)] (n° 818); ajoutant X, différentiant par rapport 
à x, et comparant, il vient 


dYX = — dx yHEV(e +y) Ut 1 os UT TL + 
(re 7enTE7 Em) 
= — 2e rec _ _ dr 
2 (2 + y) [y + ve +y)] z 


ainsi, À —1c — 12°, et l'intégrale cherchée est 


y HV (x + y) = 2, 
comme n° 655, III. 

862. On a quelquefois besoin de différentier, relativement à y, 
des fonctions qui, telles que # — /Mdy, sont affectées du signe 
d'intégration par rapport à +; on différentie alors sous le signe /. 
En effet, puisqu'on a 


du MER. d?« du d"M 
GENEVE dydæ 


2? 


ce, ! du dH 
etintegrant par rapport à +, on trouve dt Eee = dx. 


Sur les Solutions singuhères ou particulières. 


863. Soit proposée une équ. différentielle 7 — 0, qui ait pour 
intégrale complète f(x, y, c) — 0, c étant la constante arbitraire. 
La différentielle immédiate de cette équation sera Pdy+Odx = 0; 
la proposée doit résulter de l'élimination de c entre ces deux der- 
nières (n° 727). Tant que celles-ci demeurent les mêmes, on doit 
retomber sur la proposée Ÿ — 0, par l'élimination de c, quelque 
grandeur qu'on prenne pour €, dans l’une et l’autre, quand même 
c serait une fonction de x et y : cela est évident. Différentiant f—=0 
par rapport à x, yetc,ona 


Pdy + OQdx +- Cdc — 0, 


qui se réduit à Pdy + Odx = 0, en posant Cde = 0 ; done, toute 
valeur de € qui satisfait à cette condition, change f — 0 en une 
équation S— 0, telle que sa différentielle est encore Pdy-Odx=—0: 
l'élimination de c entre les équ. Cde—0, f—= 0 redonnera la pro- 
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posée F — 0 ; donc S$ — 0 est une relation entre + et y qui satis- 
fait à l'équ. Ÿ = 0, et en est une intégrale, 

Cdc = 0 donne 

1° de — 0, ce — const., et la fonction f reste la même, 

2° C— 0 peut donner une valeur constante et déterminée de c; 
f = 0 devient alors une entégrale particulière, qui n'offre rien de 
remarquable : c’est un cas renfermé dans le précédent, où l’on a 
pris pour c un nombre désigné. 

3° C ne contient pas €, quand c n’est dans f qu’au 1* degré; 
alors on ne doit pas poser C — 0, cette équ. ne pouvant donner de 
valeur de c ; ou plutôt C — 0 donne une intégrale particulière, qui 
répond à c infini. 


d 
4. G= 0, you ti — 0, peut donner pour c une fonction va- 


riable, c —# (x, y); » étant substituée à c dans f — 0, on aura 
une équ. S —0, dont la différentielle sera encore Pdy + OQdr=0, 
en éliminant o. 

En général, S n’est pas compris dans f{(x,y,c), puisque c ne 
peut y recevoir que des valeurs constantes, tandis que c est devenu 
variable. L’équ. S$ — 0, qui ne renferme pas de constante arbi- 
traire, offre donc une relation entre x et y, qui satisfait à la pro- 
posée }” — 0, quoique n'étant pas comprise dans son intégrale 
générale. C’est ce qu'on nomme une Solution singulière ou parti- 
culière. 

Par exemple, l'élimination de la constante c entre l'équation 
y — 2cy + x° = ©, et sa dérivée, donne (n° 727) 


(? — 2°) y? — hayy — x =0; 


mais si l’on regarde c comme seule variable dans l’équation primi- 
tive proposée, on aura c — — y, ce qui la changera en 2° L2y—0. 
On peut aisément s'assurer, par le calcul, que cette équ. satisfait 
à notre équ. différentielle, quoiqu'’elle ne soit pas comprise dans 
son intégrale. 

Pareillement 2° — 2cy — b — c? — 0, à pour dérivée, après 
l'élimination de c, 


y? (22 — D) — 2ryy = 2°. 


La dérivée relative à c seul donne y + ce —0; d'où 6 = — y, 
puis 2° Ly=—b ; c'est la solution singulière de notre équ. dérivée. 
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L'équ. y = x + (e— 1) y x, donne C—2(c—1)p/x— 0; 
d’où c — 1, puis y = #, cas particulier de l'intégrale complète ; ce 
n’est donc pas une solution singulière. Ceci se rapporte à ce qui a 
été dit (2°); 

Enfin, l’équ. y + 2° = 2cx, donne C=— 2x— 0, qui, ne conte- 
nant pas €, ne donne encore qu'une intégrale particulière relative à 
c—c (voyez le cas 3°). 

864. Nous ferons ici quelques remarques. 

1° Les solutions singulières doivent être cherchées avec autant 
de soin que les intégrales complètes, parce qu’elles peuvent renfer- 
mer la vraie solution du problème, qui conduit à l’équation diffé- 
rentielle qu’on a intégrée. 

2° L’équ. “ == 0 exprime la condition pour que f(x, y, c) = 0 
ait des racines égales relatives à c (n° 524). Si donc, à l’aide de 
l'équ. singulière, on chasse x ou y, l'intégrale complète de léqu. 
résultante aura des facteurs égaux. C’est ainsi que, dans notre 1® 
exemple, si l’on fait 4? — — 2y?, la proposée devient 


ÿ + 2oy + 6 = (y + à = 0. 

3° Puisque la constante c est arbitraire, on peut considérer l’in- 
tégrale complète f(x,y,c} — 0 comme l’équ. d’une infinité de 
courbes, dont le paramètre c est différent. Si donc on attribue à c 
toutes les valeurs possibles, ces lignes consécutives se couperont 
deux à deux en une série de points, dont le système formera une 
courbe tangente à chacune. L’équ. f(x, y, c) — 0 appartient à l’une 
de nos courbes, ainsi qu'à la courbe qui les embrasse toutes ; seu- 
lement c est constant dans le 1% cas, quels que soient x et y ; tandis 
que dans le 2°, c est une fonction variable des coordonnées du point 
de contact. La tangente, en ce point, étant déterminée par y’, est 
la même pour l’une et pour l’autre ; y doit donc conserver la même 
valeur, que c soit constant ou variable dans f(x, y, €) = 0; d’où 
il suit que si l’on élimine centre f = 0, et LA — 0, l'équation 
résultante en x et y, qui est la solution singulière, appartient 
à la ligne de contact des courbes comprises dans l'intégrale complète 
(voyez n° 805). 

4° Résolvons par rapport à ce l’équ. f{(x,y,c) —= 0, et soit 
ce 4 (x, y). Si l'on substituait d(r, y) pour e, dans f(x, y, c) = 0, 
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le résultat serait identiquement nul, ainsi que toutes les dérivées 
relatives, soit à +, soit à y. On a donc (n° 712) 


df df de 4 0 NUL 
LOT nb ter "Hualeër:: Rér:à 
d 
or, ve. 0, donne ras ; de même Les == co. Ce caractère, 
de dx dy 


propre aux solutions singulières, offre encore un moyen de les ob- 
tenir. 
De 2? — 2cy — © — b — 0, on tire 


d 
c=—y+V (+ y —D), AE MT 


donc 4° L y = b, qui rend cette fraction infinie, est la solution 
singulière. 


de sc : : 
En posant —— , ou infini, il conviendra de s'assurer si la 


de 

dx dy 

relation entre x et y, qui en résulte, combinée avec la proposée, 

ne donne pas o(x, y) — const.; car alors on n'aurait qu’une inté- 
grale particulière. 

5° L'existence des solutions singulières est une conséquence de ce 


que l’équ. TL — C — 0, donne pour ce une valeur variable 
e—=9(x, y) : mais il se peut que la fonction + soit réductible à une 
constante, en vertu de l'intégrale complète f(x, y, c) — 0, ou que 
f contint e sous la forme (ce — a) (c — +), en sorte que c = 9 re- 
viendrait à c = a; alors on n'aurait plus qu’une intégrale particu- 
lière, comme si l’on eût pris un nombre déterminé pour c. Donc, 
pour que C = 0 donne une solution singulière, il faut qu’il n’en ré- 
sulle pour e, ni une constante, ni même une fonction variable qui, 
mise dans f—0, reviendrait à y prendre pour © une valeur constante, 


Par exemple, 


(2° + y — D) (y — 20) + (x — Bb) = 0, 
donne C—= — y(2 + y —b) + (x — b) c = 0; 


d'où 0c— EI a Re , puis (y + x? — b) = 0. 


x? — 


Cette équ. n’est qu’une intégrale particulière provenue de c — 0, 
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De même, © — (x +- y)c — c++ x + y = 0, donne 
C—Qc—x—y—1—0, c—<:(c+y+l); 


la proposée, qui revient à (c — 1) (c — x — y) — 0, devient 
(x Ly — 1ÿ = 0; ainsi on a x + y — 1, intégrale particulière 
provenue de c = 1, après avoir divisé par c — 1. 

L'équ. y = x + (c — 1} (c — x), donne 


C—(c—x) (ce — 1) (2c—x— 1) —0. 


c — 1 donne l'intégrale particulière y = x; ce = x donne la. 
même chose, et non pas une solution singulière, quoique c soit va- 
riable. 

Enfin, c — + (x +- 1) donne la solution singulière. 

6° Soit z le multiplicateur qui rend dérivée exacte l'équation 
y + À = 0, en sorte que z(y + K)—#% —= 0 ait pour primitive 
p(x, y) —= c; la solution singulière $ = 0 ne doit pas être comprise 
dans cette équation. Par conséquent, si de $ = 0, on tire y en 
fonction de x, y — Lx, la substitution dans la fonction o(x, y) ne 
doit pas la réduire à une constante ; ainsi sa dérivée ?’ ne doit pas 
être nulle. 

On voit done que des deux expressions y + Æ, et # ou 
3(y + Æ), l’une doit être nulle en vertu de y = x, tandis que 
l'autre ne doit pas l'être ; ce qui ne peut avoir lieu qu’autant que z 
est infini. 1! en résulte que les solutions singulières rendent infinis 
tous les facteurs propres à rendre intégrable l’équ. différentielle 
proposée ; ou plutôt, que les solutions singulières de cette équ. ne 
sont autre chose que les facteurs algébriques, que l’on peut mettre 
en évidence, et séparer entièrement de cette équ. par une transfor- 
mation convenable. 

(Voyez un Mémoire de M. Poisson, 13° Journ. Polyt., où il est 
démontré qu’on peut toujours délivrer une équ. du 1° ordre de sa 
solution particulière, ou en introduire une à volonté.) 

865. Concevons que y — X satisfasse à une équation proposée 
y = F(x,y), X étant une fonction donnée de x, et qu’on ait 


XF {EXT EN pr le 


cherchons à reconnaitre si y — X est une solution singulière, ou une 
intégrale particulière ; X ne renfermant pas de constante arbitraire. 
Soit y = Ÿ (x,a) l'intégrale complète de y — F'(x,y); a étant la 
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“constante arbitraire : si y — X est un cas particulier de y = Y(x,a), 
en sorte que L(x,a) devienne X lorsqu'on attribue à a une valeur 
b, il faut que L(x,a) — X soit zéro pour a — b : donc (n° 540) 


U{æ, a) —X = (a — b}"s, 


m étant la plus haute puissance de a — b, et z une fonction de x et 
a qui ne devient 0, nico , pour «a — b. Représentons la constante 
(a — b)" par c ; l'intégrale complète dey — F(x,y) sera donc 


y—=X+# es. 


Si l’on substitue cette valeur de y dans y — F(x, y), cette relation 
deviendra identique, | 


X'+ocz = F(x, X + cs). 


Or, d'une part, le développement de z suivant les puissances ascen- 
dantes de c, a la forme (n° 738) 3 — K + A4c* + Be +.... les 
exposants &, b.... étant croissants et positifs, et À, 4, B .... des 
fonctions de + ; car z n’est ni « , ni 0, lorsque c — 0. Donc 


X'Lecz=X +Ke+ d'et +... 
De l’autre part, le développement de F(x,X + cz) doit pareille- 
ment être F(x,X) L Nez" + Mc"zs" +... .n, m.... étant 
croissants et positifs. Cette série est d’ailleurs facile à obtenir 
(n° 746), et l’on doit regarder comme connus les nombres x, m...…., 
ainsi que les fonctions de x désignées par V, M... Si donc l’on met 
ici pour 3 sa valeur développée, on a, en vertu de (1), 


R'e Le d'etre... = NOK + Ac +...) 
+ Mo"(K + 40 + ....)" ete. 


Il s’agit donc de savoir s’il est possible de déterminer 3, ou plu- 
tôt les coefficients 4, B.... en fonction de x, et les nombres 
a, b...., de manière à rendre cette équation identique ; car, si 
cela n’est pas possible, y — X est une solution singulière ; dans le 
cas contraire, On a une intégrale particulière. 

Il se présente trois cas : 

1°Sin > 1,le terme X'c n’en rencontre pas de semblable qui 
puisse le détruire : on fera donc X’ = 0, d'où À — const. Puis on 
posera a + 1—n, 4’ = NK", ce qui déterminera a —n — 1, 

MATHÉM, PURES, T, If, 50 
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et À —=/f NK"d>; et ainsi des autres termes, L'identité sera donc 
toujours possible, et y = À sera une infégrale particulière. 

do Sin — 1, la même chose aura lieu; car, posant À = NK, 
on aura LÆ — f Ndz : il sera facile ensuite d’ordonner les deux 
membres, et de comparer les exposants et les coeflicients respectifs 
des termes de même rang. On déterminera ainsi les exposants 
a, b...., et les coefficients Æ, 4, B.... 

3° Enfin, si x << 1, le terme Vc"Æ" n’en trouvera aucun autre 
qui lui soit semblable, puisqu'il n’y a pas d'exposant de c qui soit 
< 1 dans le 1* membre : et comme Æ ne peut être nul, il ne sera 
possible en aucune manière de satisfaire à l'identité : y = À sera 
donc une solution singulière. 

866. Puisque # << 1 dans ce dernier cas, en mettant X + cz 
pour y dans F(x,y), si le développement de Taylor est fautif entre 
le 1” et le 2° terme, c’est-à-dire si la dérivée de F(x,y) relative à y 
est infinie (n° 756, 8°), y — X est une solution singulière. Récipro- 


d 
quement une valeur y — À qui satisfait à y = F(x,y), et rend T 


infinie, est une solution singulière, puisqu'elle donne au dévelop- 
pement de F(x,X —- cz) la forme X' + NcK"...., n étant 1. 
La condition ar ELLE A"  , forme donc le véritable carac- 
dy dy 
tère des solutions singulières, et l’on voit que pour qu’elle soit 
remplie, si la fonction F'est algébrique, elle doit renfermer un ra-- 
dical (n° 739, 8°) que l'hypothèse y — X fait disparaitre, Dans le 


1° de nos exemples, p. 462, on a 


y = DEV ty) a 2 y 


ss Pahif Gratis ste el Ress 
a? — b ? dy > per An er ee), 
et cette dernière fraction est rendue infinie par la solution singu- 
lière y = b — x?, 
867. ZT est donc facile d’obtenir les solutions singulières sans con- 
dy 


naître l’intégrale complète ; car en tirant la valeur de > 01 ‘éga- 
y 
A US UP 
lera à l'infini : soit 7 = -7 On fera 7’ = 0, ou U —<, Consi- 


dérant tous les facteurs de ces équations, les résultats qui satisferont 
à y — F(x,y) seront seuls les solutions singulières. 
Pour y = a (y — mn}, on a ak(y — n)"-1— 0 , ce qui exige que 
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k soit 1, et y —n : et comme la proposée n’est satisfaite par 
y = à que si k est positif, on voit qu’elle n’est susceptible de solu- 
tion singulière que si k est entre O0 et 1, L'intégrale complète est 


—k 
Per = ax + 0, 
Il n'est pas nécessaire de donner à l'équation dérivée la forme 
explicite y — FÆ(x,y) pour appliquer notre théorème; car, soit 
V = 0, la relation donnée entre #, y et y; on peut considérer y” 
comme une fonction de x et y, que cette équation détermine ; ainsi, 
la différence partielle de y’ relative à y, sera donnée (n° 712) par 


dd} dy 
ay Ty ag? 


’ 


or, ag ot infini quand = (.. ou = co : 


2 
dy 
en sorte qu’on obtiendra toutes les solutions singulières par cette 
voie, S'il arrive même que la fonction # soit algébrique, ration- 
nelle et entière, cette dernière condition ne sera pas possible. Il 
faudra ensuite éliminer y’ entre 7 —0 et T7 — 0. On ne devra 
d’ailleurs prendre que les facteurs de cette dernière, qui ne sont 
ad” .d# 
pas communs entre dy et dy: 

Ce calcul ne fera connaître que celles des solutions singulières 
qui contiennent y; celles qui ne renferment que x échappent à 
cette règle ; pour obtenir celles-ci, on devra raisonner de même par 
rapport à x : on trouvera ainsi, outre les solutions déjà connues où 
entrent x et y, celles qui ne dépendent pas de y. 

1° Ainsi, (2? — 2y°) y? — kxyy — x° —0 donne 


(a — 2) y — 2xy = 0, 


en différentiant par rapport à y seul : éliminant y’ entre ces équ., 


on trouve la solution singulière, qui est &? + 2y°— 0. 
20 De même dx + yÿdy = dy / (a? y — c?), 

ou a 2xyy y? (co — x)—=0, 

donne ay y (e? — x) =0, puise? +y—e, 


50* 
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8° Pour ydx — xdy— ads, où ds =— y (dx*-dy°), on trouve 


gp — = 22yy + y° (a — 2°), 


d’où æy — y (x° — a°); puis éliminant y, on a, pour la solution 
singulière, 2° y = 4°. 

4° Celle de y = xy + F,, où F est une fonction quelconque 
À à à 

AA 
dy" 

868. Puisque sans connaître l'intégrale complète d’une équ. dé- 
rivée /” — 0, on sait en trouver les solutions singulières, et que le 
facteur z, propre à rendre intégrable la proposée, est alors infini 
(n° 864, 6°), on peut souvent, par des artifices d'analyse, trouver 
ce facteur z. Un exemple tiré du Mémoire de Trembley (Acad. 
Turin, 1790 — 91) suffira pour faire entendre ce procédé. 

Dans l’ex. 3° nous avons trouvé æ° + y — a? — 0 pour solution 
singulière; la proposée résolue par rapport à y’, donne 


(a — 2°) ÿ + ay =a (y + x — &), 
qui est visiblement satisfaite par 4° — a — 0 : on essayera si le 
facteur 3 a la forme (2° — a°)"{y? + à? — a°)", m et n étant des in- 
déterminées. Pour cela, on multipliera l’équ. ci-dessus par cette 
fonction, et l’on posera la condition (1) (n° 859), puis on verra 
qu’elle est remplie en prenant »m — — 1, n — — =; ainsi, le fac- 
teur qui rend la proposée intégrable est 


_de y, s’obtient en éliminant y’ à l’aide de x + 


ï 


(x? — æ&)71 (y? + a? — æ) *. 
Des Équations où les Différentelles passent le premaer degré. 


869. Cherchons l'intégrale de F(x, y, y’, y?....y"”")—0. Comme 
cette équ. ne peut provenir que de l'élimination d’une constante c 
entre l’'équ. intégrale et sa dérivée immédiate, dans lesquelles c: 
entre à la puissance m”, soit ce —#(x,y) la valeur de cette constante 
tirée de l'intégrale ; &(x,y) — 0 ne contiendra y’ qu’au 1° degré, 
et l’on pourra en tirer y — X, X contenant x et y affectés de radi- 
caux : et puisqu’en les faisant disparaitre par des élévations de 
puissances, on doit reproduire la proposée F— 0, il s'ensuit que 
y — F doit être facteur de F. 
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Si donc on résout la proposée par rapport à y’, et qu’on intègre 
ses facteurs ÿ— X —0,y — X, —— 0...., on voit que ces intégrales 
seront celles de la proposée qui répondent aux diverses valeurs de 
c=—= o(r,y). Soïent P = 0, 0 =0, R— 0...., ces intégrales; 
leurs produits PO —0, POR—0...., satisferont aussi à la pro- 
posée, car la dérivée du produit POR.... étant 


P'OR....+ PO'R....LPQR'....—+etc., 


chaque terme est nul en particulier. 
Par exemple, yy°? + 2ry — y donne 


A Om AN 2 à 

y Wyi+e 
“et comme le 1% membre est visiblement (n° 609, IV) la dérivée de 
y’ (2° y°), on a pour intégrale 


EV (gp Ha)=zx—<Ee, où y = 2cx Le. 


870. Au reste, il est des cas où l’on peut, par des artifices de 
calcul, éviter la résolution des équations par rapport à y’ : les deux 
exemples qui suivent sont dans ce cas. 

I. Supposons que l’équ. ne contienne que x et y’, et soit facile à 
résoudre par rapport à x, en sorte qu'on ait æ —= Fy. Comme 
dy —y'dx donne (n° 809, V), y — xy —f'xdy', en mettant pour 
æ sa valeur Fy',on a 


y=yeEFy — JS Fj . dy. 


Après avoir intégré /Fy". dy’, ce qui rentre dans les quadratures, 
on éliminera y’ à l’aide de la proposée x = Fy'. 
Ainsi pour (1l-y°)z—=1,ona 


ANR “1 LA ei à Ga 
PAU A7 NUE LES y fran 


ce dernier terme = arc (tang — y’) + c; éliminant y’, on trouve 
enfin, pour l'intégrale demandée, 


1 — x 
y=V/ (a — 2) — are [ang — V À ) —- Ce 
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II, Si l’'équ, a la forme y = y'x - Fy', en différentiant, on a 


dy = yar + (a + Te Lay, ou (+ ) à = 0, 


à cause de dy = y'dæ. 


En égalant chaque facteur à 0, il vient y =cet x + " == 0. Il 
ne reste plus qu’à éliminer y, entre la proposée et l’une ou l'autre 
de ces équations. Celle-ci ne donne qu'une solution singulière 
(n° 867, 4°) : la 1° conduit à l'intégrale complète y = cœ dr C, en 
désignant par C ce que devient Fy' lorsqu'on y remplace y' par c, 
ou C = Fc. 


Ainsi, ydæ — #dy = a W/ (dx? <- dy°) se met sous la forme 
RARE 


d’où 


Cor 7 = 0; 
À AE TD 
la 1'° donne pour intégrale complète y — cx La y (1 + c:); la 
2° conduit à la solution singulière 4 H 2° — «?, lorsqu'on en tire 
la valeur de y’ pour la substituer dans la proposée. 


Des Constantes arbitraires; de l'Intégration des équations 
différentielles à l'aide des séries et de leurs constructions. 


871. Reprenons la série de Maclaurin (n° 746), 


y—fx = f0 + xf 0 + <xf"0 + etc., 

dans laquelle f0, f'0,f”0.... sont les valeurs constantes que 
prennent fx, fx, f''&...., lorsqu'on fait x — 0. Si l’équ. dérivée 
donnée est du 1° ordre, on en tirera y’, y’,y”".... en fonction de 
y et x, par des dérivations successives. Puisque x — 0 répond à 
y — f0, en substituant ces deux valeurs dans y’, ÿy’...., on aura 
celles de f’0, f”’0, et par conséquent, tout sera connu dans notre 
série, excepté f 0 qui demeurera arbitraire. 

De même, si la dérivée donnée est du 2° ordre, on en tire y”, y”. 
en fonction de x,y et y’; or, æ — 0 répond à y — f0 et y —f"0; 
mettant ces valeurs dans celles de y”, y”’..…, puis dans la série ,tout 
y est connu, excepté les constantes f0 et f”0 qui sont quelconques. 
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Et ainsi des ordres supérieurs. 

Ce mode d'intégration ne peut être employé lorsqu'on rencontre 
l'infini en faisant + — 0; dans fr, fx, f''x#...., et lasérie de Mac- 
laurin ne subsiste plus. Mais faisons + — à dans celle de Taylor, 
a étant un nombre quelconque, qui ne rende infinie aucune de ces 
fonctions(n° 735) ; en désignant par 4, 4’, 4"'.4:, les valeurs qu’elles 
prennent alors, nous avons 


Fa LR) AL ANS AURAS HU NT 
d'où y=fr—A<+LA (x — a) LEA" (x — a} HE AT, 


en posant l’arbitraire k — x — a. Le même raisonnement que ci- 
dessus montre que tout est ici connu, excepté la constante 4, si 
l'équation proposée est du 1‘ ordre ; excepté 4 et 4’, si elle est du 
2°, etc, ; du reste, quoiqu’on ait pris &« à volonté, cette lettre ne 
compte pas pour une constante arbitraire; c'est la valeur 4 que 
prend alors y qui en tient lieu. 

Concluons de là que, 1° #/ existe toujours une série qui est l’inté- 
grale de toute équ. différentielle entre deux variables; on sait trouver 
celte série, aux difficultés près que le calcul peut offrir. 

2° L'intégrale renferme toujours autant de constantes arbitraires 
qu’il y a d'unités dans l’ordre de la dérivée. Quoique fondée sur la 
théorie des suites, cette conséquence a pourtant toute la rigueur 
convenable, puisqu'on peut regarder toute série comme le dévelop- 
pement d’une expression finie y = fx, laquelle doit contenir autant 
de constantes arbitraires que la série. 

3° De quelque manière qu’on soit parvenu à une intégrale, qui 
renferme le nombre convenable de constantes arbitraires, celle équ. sera 
la primitive de la proposée, et renfermera nécessairement toute autre 
intégrale qui y satisferait aussi avec le même nombre de constantes 
arbitraires. 

872. En faisant À = — x dans 


f(@Lh=y +yh +: h+...…., 
fa+h=y+yh High +...., 
f'@ +h)= y + y"h+4 y À... ete, 
on à (1)... f0—= y — yr +iyla —...., 
(2).:..f0= y —y'x + iyla —...., 
(3)... f0= y" — ya Liya —,.,,,etc, 
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Donc, 1° si l'équation dérivée donnée est du 1° ordre, on aura 
y,y'....en fonction de x ety; en sorte qu’en substituant dans la 
formule (1), on aura l'intégrale, / 0 étant la constante arbitraire. 

2° Si l’équation proposée est du deuxième ordre, y”, y”. ...se- 
ront données en x, y et y’; en sorte qu’en substituant dans (1) et (2), 
on aura deux équations entre x, y et y, chacune contenant une 
constante arbitraire, ce qui formera deux équations intégrales du 
premier ordre. 

Et ainsi de suite. 

Il est d’ailleurs évident, par la forme même de ces intégrales, 
qu'elles sont différentes. Ainsi, toute équation du n° ordre, a n inté- 
grales de l’ordre n — 1. Si ces dernières étaient connues, l’inté- 
grale finie le serait bientôt, puisqu'il suffirait d'éliminer entre elles 
y Y'e.s.., y". Donc, ayant une équation dérivée du 2° ordre, 
on aura également sa primitive absolue, soit en éliminant y’ entre 
ses deux dérivées du 1° ordre, soit en cherchant une relation finie 
entre x et y, qui contienne deux constantes arbitraires, et qui satis- 
fasse à la proposée. 

On en dira autant des autres ordres. 

Il nous resterait à démontrer, sur l'intégration des équ. des or- 
dres supérieurs, plusieurs théorèmes relatifs aux facteurs propres à 
rendre intégrables et aux solutions singulières. Vol. 12°, Journ. 
Polyt., leçons 18, 14, et 15, par Lagrange. 

873. La théorie que nous venons d’exposer est démontrée com- 
plétement; mais elle n’est pas toujours propre à faire connaître 
l'intégrale approximative, à moins qu’on ne recoure à des trans- 
formations qui amènent la fonction à l’état nécessaire pour qu’on 
puisse y appliquer les principes précédents. 

Lorsque l'intégrale ne doit pas procéder suivant les puissances 
entières et positives de x, on aura 


y = Ag + Br LC + . . ... . (1 
etil s'agira de déterminer les exposants a, b, c...., et les coefli- 
cients 4, B, C.... Pour cela, on en tirera les valeurs de y', y”... 
et on les substituera dans la dérivée proposée, que nous supposons 
du 1% ordre et qui devra être rendue identique; puis ordonnant 
par rapport à #, on comparera terme à terme les puissances de 


même ordre, ainsi que leurs coefficients, comme page 240; ce qui 
déterminera 4, a, B, b.... 
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Ainsi, pour (1 Æ y”) y = 1, on aura 
(1 + art E Bba +...) (dat + Be L...)—=1; 
d'où art EL ABarx + LL ACart+ LL... 


+ ABbattii D Bb +... are 
+ ACoxt toi LL... 6 oh 
— | + Ax° + Bx° +... 


Donc 2a—1=0, a+tb—1—=a, a+c—1—=b—9b—1... 


… 


a —*, b= 1, 0 = ts 
puis Æ#a—=1l, AB(a+b+4—0...., 
A=V.2, B—=—$%*, = de Wu dusia 
32 2 3 
et y=2 W2—ir LEirpa—.... 
Si l’on eût pu présumer la loi des exposants, 2, 2,5.,..,.,onles 


aurait employés sur-le-champ dans la série (1), ce qui aurait simplifié 
les calculs ; ou plutôt, faisant la transformation 3? — x, on aurait 
pu ensuite appliquer la série de Maclaurin. 


On verra de même que l’équ. dy + ydx = ax”"dx, donne 


y a+ 1 "2 4+3 


—— ———, 


a m + 1 (om 1) (m + 9) a Om D(mEs) — .. 


874. L'intégrale ainsi obtenue manque de généralité, parce 
qu'elle est privée de constante arbitraire ; mais si l’on change dans 
l’équ. différentielle proposée + en 3 + a, et y en t  b, on déve- 
loppera { en 3; en sorte que la série £ soit nulle lorsque z— 0 ; puis 
substituant pour z et { leurs valeurs &+ — a et y — b, on aura l’inté- 
grale cherchée, où a et b tiendront lieu de la constante arbitraire c, 
puisque dans l'intégrale f(x, y, c) — 0, c peut être déterminé en 
fonction de a et b. Il sera aisé d'étendre ces principes aux ordres 
supérieurs. 

875. On peut aussi approcher des intégrales à l’aide des fractions 
continues. Soit y — 4x", Br’, Cx°...., en suivant la notation 


be ui Ax° 
p. 160, cette valeur de y sera représenté par y — NE z dé- 
signant le reste de la fraction continue, ou z — Bx°, Cx°.... Sub- 
stituant dans l’équ. différentielle proposée pour y cette valeur, en 


négligeant 3, ou faisant y — 4x", on ne conservera que les 1°" ter- 
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mes, parce qu’on regardera # comme très-petit (note, page 282). 
On trouvera À et & par la comparaison des coeflicients et des expo- 
A%° 


1Lz? 


raisonnant de même pour la transformée en %, on fera z — Bx'; 


sants; puis on fera, dans l’équ. différentielle proposée, y=— 


puis, après avoir trouvé B et b, on posera z = dans l’équ. 


Bx? 
1+é 
en z ; et ainsi de suite. 

Par exemple, my 4 (1 4x) y —0, en faisant y — 4x", devient 
(on + a) . Ax®Ladrt-1=0, quise réduit à a Ax°—1= 0, à cause 
de + très-petit; donc «a = 0, et 4 reste indéterminé. On fait en- 


suite y — ; et l’on a m(l E :) — (1 + x)7'; d’où posant 


A 
1 +z 
3— By, on tirem + Ba” (m — b)—bBx?-"; ou plutôtm — bBx!—"; 
mx 
1 + t CE 


obtiendra cette fraction continue pour intégrale : 


donc b=— 1, et B — m,. On fera ensuite z = .< « enfin on 


y = À, mx, —2%(m— 1) x, à: (m + lj2, LE (MES S)r 


Comme l’équ. proposée a pour intégrale y = 4 (1 + x)-”, on a 
ainsi le développement de cette fonction en fraction continue. 

On pourrait en déduire l'intégrale sous la forme d’une série 
(voy. la note, p. 162). 

De même, l’équ. dx = (1 - °) dy donne ce développement de 
l’arc en fonction de la tangente (voy. n° 631), 


4" (27) (GT): (4z) 
y = arc (tang =) = 2, Es Las NU 


Consultez sur ce sujet le Calcul intéoral de Lacroix, tome II, 
n° 668, ouvrage dont on ne saurait trop recommander la lecture, 
et dans lequel on trouve réuni tout ce qui est connu sur la doctrine 
de l’Intégration. 

876. [Lorsqu'une équ. différentielle proposée appartient à une 
courbe, il peut être utile de construire cette courbe, sans intégrer 
l’équ., en opérant ainsi qu'il suit : 

Supposons d’abord que léqu. soit du 1* ordre, F'(x, y, y)—=0; 
concevons que la constante soit déterminée par la condition que 
æ = à donne y — b, On prendra (fig. 83) 4B — a, BC = b, et le 
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point C sera sur la courbe cherchée. En substituant & et b pour + 
et y dans F = 0, on en tirera pour y une valeur qui fixera la di- 
rection de la tangente ÆC au point C. Prenons un point D assez 
voisin de C, pour qu’on puisse, sans erreur notable, regarder la 
droite CD comme confondue avec l’arc de courbe; A4F — 4, 
FD — bp’, seront les coordonnées d’un autre point D de notre. 
courbe ; en sorte qu’on pourra faire # — &’, et y — D’ dans F— 0, 
et en tirer la valeur de y’ correspondante, et par conséquent la 
situation de la tangente ZÆ, qui s’écartera très-peu de la 1°. On 
continuera d’opérer de même pour un 8° point; et l’on voit que la 
courbe sera remplacée par un polygone CDEZ. 

On pourrait encore raisonner de la manière suivante. On tirerait 
de l'équ. F = 0 et de sa dérivée les valeurs de y’ et y”, en fonction 
de x et y, et on les substituerait dans celle du rayon de courbure À 
(n° 773) ; puis, traçant la tangente AC, et menant une perpend. 
CN égale à ce rayon, x et y étant remplacés par a et b, on décrirait 
du centre ÆV un arc de cercle CD ; on regarderait ensuite le point 
D comme étant sur la courbe, ses coordonnées étant &’ et b’. On 
mènerait de nouveau la tangente ZD et le rayon de courbure 
DO, etc. La courbe serait alors remplacée par un système d’arcs 
de cercles contigus, Il est même évident que l'erreur serait moindre 
qu’en se servant des tangentes seules, et qu’on pourrait en consé- 
quence, prendre les points C, D, E'plus écartés les uns des autres; 
ce qui rendrait les constructions moins pénibles. 

877. Si l'équation différentielle proposée est du 2° ordre, 
F(x, y, y”) = 0; après avoir choisi de même un point arbitraire 
C pour un de ceux de la courbe, il faut en outre prendre à volonté 
une droite quelconque ÆXC pour tang. en C ; cette double condition 
détermine les deux constantes. On tirera la valeur de y”, et par suite 
celle du rayon de courbure R, en fonction de x, y et y’; et comme 
ces quantités sont connues pour le point €, on décrira Parc de 
cercle CD, comme précédemment. Le point D de cet arc étant sup- 
posé sur la courbe, on décrira sa normale DN, en menant au pre- 
mier centre ÀV une ligne droite. Pour le second point D, on con- 
naîtra donc ses coordonnées a’, b’, et la valeur de y qui résulte de 
la direction de la tangente ZD en D, et l’on calculera la valeur de 
R' pour ce point D : prenant OD — R' on décrira l'arc DE, et 
l’on aura un 8° point Æ£, dont on connaitra les coordonnées et la 
direction de la normale ; et ainsi de suite. 
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Un raisonnement semblable donne le moyen de remplacer la: 
courbe par une série d’arcs de paraboles osculatrices. 

On pourrait aussi appliquer ces principes aux équ. différentielles 
du 8° ordre; mais alors non-seulement il faudrait prendre arbitrai- 
rement un point C et sa tangente ÆC, mais encore le rayon CAN du 
cercle osculateur en ce premier point, ce qui déterminerait les 
trois constantes arbitraires. On ne pourrait ensuite remplacer la 
courbe que par une suite de paraboles dont le contact serait du 
3° ordre. On en dira autant des ordres supérieurs. 

Concluons de là que toute équ. différentielle entre deux variables 
peut être construite par une courbe, qui a autant de paramètres arbi- 
traires que d'unités dans l’ordre de l’équation. Ceci s'accorde avec le 
n° 871, où l’on a prouvé que cette équ. a toujours une intégrale. 


Des Equations des ordres supérieurs, et en particulier du second 
ordre. 


878. Dans les équ. du 1° ordre, on a pu prendre pour princi- 
pale telle variable qu’on a voulu, sans que pour cela les procédés 
d'intégration exigeassent des modifications : c’est un des avantages 
qu'offre la notation de Leibnitz (n° 734). Mais il est maintenant 
indispensable d'indiquer, dans chaque équ., quelle est la différen- 
tielle qu’on a prise pour constante, et d’y avoir égard à chaque 
transformation que peut nécessiter le calcul, 

Si donc on veut que dx soit constant, au lieu de toute autre dif- 
férentielle, qu’on a regardée comme telle, dans une équation don- 
née, il faut modifier cette équ. à l’aide de la théorie connue (n° 731). 
Ainsi, pour ds . dy — ad°x, ou ax” — y, on a pris pour constante 


ds = y (dx? + dy?) ; donc a(s’2" — %'s”) — y's?; puis posant 
p == LU ON R MENU et ee JE NE RES LL 
3 
ys?—=— as", $—— ay’, ou (dx° + dy) = — adxd’y, 


où dæ est constant. Cette équation, mise sous la forme , . . . . . 


3 
ay! + (1+ y?) = 0, va bientôt être intégrée (n° (880). 
Pareillement, pour que dx soit constant au lieu de ds dans 


1 œ , : 
(da? + SE Rep a" C0S— On remarquera que cette équation 
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équivaut à 


dy __ def 1 a, a 
de — ds a "0? 


’ . 1 T L d LA . " 
qu'on écrit y” — 24 «7 COS, S étant toujours variable principale ; 


,, 11 "1, , 4 
\ $ 1 ni S 1 æT 1 H/4 ” ’ , 
d'où = me — cos —, aucune dérivée n'étant con- 
c 


——— 


s'3 ii hé à 
stante, Enfin, + — 1, donne s? = 1 y, ss" = y'y", puis 
1 x x 
144 ! 
y! —=— cos —, ou dy = — cos —: 
J a c? J 7 c? 


dz est constant, et Æ et b sont les constantes arbitraires : 
PE . c? z 
y —=—sin —+b, d'où y—=#4+bx re SOS 
a c c 


Ce n’est pas, au reste, qu’on ne puisse quelquefois préférer à æ 
toute autre variable principale, et intégrer; mais, par la suite, à 
moins que nous r’avertissions du contraire, nous prendrons toujours 
dæ constant. 

879. L’équation la plus générale du 2° ordre a la forme 
F(y",y,y,x) = 0; il convient d'examiner d’abord les cas particu- 
liers où elle ne renfermerait pas les quatre quantités y”, y’, y et æ. 
S'il n’en entre que deux, l'équation peut avoir l’une de ces trois 
formes, 


F(y',æ)—=0, F(y”,y) =0, E(Y:; y)= 0. 


Quand y” n’est accompagné que de yet x, ou de y'ety, l’équ. est 
de l’une des deux formes : 


F(y”,y,x)=0, F(y',y:y) = 0. 


Intégrons d’abord ces cinq cas particuliers. 

I. Si l'on a y’ — fx, comme y'dx — dy', la proposée revient à 
dy — fx . de. Soit y — X + C, l'intégrale de cette équation ; 
comme ydæ = dy, on a 


dy — Xdx  Cdz : d’où y— 4 + Cx +. f'Xdx. 


Soit, par exemple, d’y=—=adz, ou dy = adx ; il vient d’abord 
y = © + ax, où dy — cdx + axde; enfin y= 4 + cx + jar, 
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De même, soit d’y — az"dæ’, ou y” = ax", ouenfin , ,,,,. 


ax" +2 
dy — ax"dzx; on trouve y = 4 —Æ cx LU LS 
ERIC) 


n— — 1,0on obtient y — 4 “- cv axlz;et sin —=—72,0ona 
3 = À + cx — alx. 
Observez que le calcul ci-dessus s'applique également à 
y = fr, oud.y1=/fx.dx, d'où y'=c+<}X, 


Il ne s’agit plus que d'opérer de nouveau comme sur la proposée. 
L'intégrale a la forme 


y = A Bet Ce... Ko ES fr. dur, 


le signe /” désignant n intégrations successives. 


IT. 880. Si la proposée a la forme F(y”,y) — 0, en mettant 
_ pour mi elle devient du 1° ordre entre y et x; et l’on en tire 
dæ = y". dy”. De plus, comme dy = y'dx, on a dy = yf'y'. dy. 
Ces deux ét étant intégrées, désignons-en les intégrales par 


z=M+ 4, y=N+B; 
A et B étant les constantes arbitraires, # et NN des fonctions con- 
nues de y’. On voit donc qu’il ne s’agit plus que d’éliminer y entre 


ces équ. (n° 872), et l'on aura l'intégrale cherchée avec ses deux 


constantes. 
3 


Soit ay” + (1+ y?) = 0; on trouve 


3 
— ady = (1 + y?) dx ; 
A Se Eute Li 
(Ce mt #9 6 A+) 
puis-(n° 617) æ = 4 


d’où dr — 


ay 
SAP ART FE = p 7 
AUS A EL 
et enfin (4 — a} Æ(B — y} = a. 
Cette intégration donne la solution de ce problème : quelle est 


la courbe dont le rayon de courbure est constant, ou À = a? Le 
cercle jouit seul de cette propriété, 
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Ce procédé s'applique à tous les ordres, pourvu que l’équ. soit 
de la forme F[y!"), y] = 0, Ainsi pour f{(y"', y”) = 0, on fera 
dy" ="g'dr, d'où x = /Fy" , dy, 
et = Sy dx = S(EF'y ,-ydy"). 
Mettant ensuite pour y’ cette intégrale dans dy = y'dx, on par- 


vient à des valeurs de x et de y exprimées en y”, et renfermant 
trois constantes arbitraires : on élimine ensuite y” entre elles 


(ne 872). 
III. 881. Passons aux équ. de la forme y” = Fy; en multipliant 
dy = y"dæ par y'dx — dy, on trouve 
y'dy = y''dy ; . È Û e È . (4) 
mettant ici pour y” sa valeur Fy, on a y'dy = Fy . dy; d'où 


29°=2:60 + / F4 . dy, den art nt dy) ; 


LE = f+— Vére LUE dy) 


Par exemple, ad’y — ydz° = 0, ou ay" = — y, deyient 
y dy —= — ydy, d'où ay? = © — y°; puis dx =; 


donc, intégrant, on a 
: .…. [&—2b\ 
6 = a «are ( sin = +) +5, ou L= sin ( } 


qui équivaut à y — c sin — + c cos —. 
De même, dy . W/ (ay) — dz° donne + ay?= C +- V/ (ay); d'où 
A 
2dx = ———— : onfaitc y = # ; on intègre et on 
V CV 1 "DA. LR 


trouve enfin 


Va. Vy-2V(C+V +. 


Ce procédé s'applique à toutes les équations de la forme 
y) = Fy-2; car soit, par exemple, y" = y”; comme 
yda® = d'y" — Fy". dx, on intégrera deux fois, et l'on aura 
æ = oy", avec deux constantes. D'ailleurs, y — /y"dx s'intègre 
après avoir mis pour d sa valeur en y” : substituant ensuite cette 
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valeur de dx et celle de y’ dans y — /y'dx, on obtient aussi y en 
y’. Il ne reste plus qu’à éliminer y” à l’aide de x = #y"; et le ré- 
sultat, qui contient quatre constantes arbitraires, est l'intégrale, 
complète cherchée. 

IV. 882. Si l’équ. a la forme F(x, y', y”) = 0, elle ne contient 


/ 


pas y; on la ramène au 1° ordre en mettant " pour y”, puis- 


qu'elle ne renferme plus que y’ et x ; elle rentre alors dans les cas 
déjà traités, et l’on sait l'intégrer toutes les fois qu’elle est sépara- 
ble, ou homogène, ou, etc. (voy. p. 449). 

Supposons donc cette intégration effectuée, et soit L(x, y, c) —0 
cette intégrale ; il se présentera trois cas : 

1° Lorsqu'on sait résoudre l'intégrale par rapport à y’, et qu’on a 
y = fr, on entire y = /y'dr =./fr . dx. 

2° Si, au contraire, on peut tirer la valeur de x en y’, telle que 
æ = fy, on a y = /ydx, et à l’aide de l'intégration par parties, 
y—=ay — faxdy = y — ffy . dy’. On élimine ensuite y à l’aide 
de 5 — jy. 

3° Si l’on ne peut employer l’une ou l’autre de ces voies, on 
cherchera à exprimer x et y, à l’aide de quelque transformation, 
par des fonctions X et F d’une 8° variable 3; carxz —Xety — #7, 
donne y = fy'dx = f YdX. 

Quelle est la courbe dont le rayon de courbure R est réciproque 

æ 


à l’abscisse ? Soit R — PE d’où (n° 773) 


a. 
2e (1 y = 0y’, 
ou 2x (1 + y°°) 5 de — «dy, équ. qui est séparable : 


a dy ay 


22dv = ——, ee oi nn PAT EE 


En tirant la valeur de y’, y — /y'dx donne 


LL RO te mL 
= y e+0r 


la ligne demandée est formée par une lame élastique qu’on courbe 
(voyez n° 938). 
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Si l’on eût voulu que À fût une fonction donnée X de l’abscisse 


3 
æ, on aurait posé (1  y°)* — Xy”. Le même calcul aurait donné 


DRE PO —= ue, —, Psy d'où = fr 5 das! 
VAi+y AR PATA AUS 4 
Telle est la solution du problème inverse des rayons de courbure. 


Soit (1 E y?) + xyy" = ay" V/ (1 + y°) : on met cette équ. 
sous la SAR 


de (1 y) + æy dy = ady . WA + y) 
qui est linéaire (n° 857) et devient intégrable en la divisant par 
(1 y} (voy. p. 458). On trouve 


nie An ue À 
A AIESE 


Mais y — y — fxdy', devient 
y=ya—aV (+y)—bIy + A +y) ]+ble 


= ES — 01 (EVE E#2), 


il ne reste plus qu’à chasser de là y’, à l’aide de la valeur de #. 
On trouve, tout calcul fait, et en faisant, pour abréger, 


(a? + Bb — æ?), 


su æ + a 
JS Qi TETE 
Enfin 2(a°y° + x) y” = xy donne l’équ. homogène (n° 855) 
2 (ay? + x°) dy = xy'dx, qu'on sépare en posant x = y/z; d’où 


On intègre par log., et il vient 
y =cV (a —Lz), et x—czy/ (2e Lz); 


or, y—/fy dx, lorsqu'on met pour y’ et dx leurs valeurs en 3, de- 
vient y== < ©3 (3a? + 3°) Æ b. 11 faudra enfin éliminer 3 entre 
ces valeurs de x et de y. 

MATHÉM, PURES, T, 11. 31 
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V. 883. Supposons que l'équation du 2° ordre aït la forme 
F (y”, y, y) = 0, c’est-à-dire que x n’y entre pas, La substitution de 
la valeur (4, p. 479) de y”, réduira la proposée au 1° ordre entre 
yety'. | 

Par ex., si y” = f(y', y), on trouve ydy = dy. f{y', y), dont la 
forme est assez simple. 
1° Si l'intégrale qu’on obtiendra est résoluble par rapport à 7, 
| d 
en sorte que y = fy, on aura dr — _ A7 et l’on en conclura 


{y 


aisément # en y. 
20 Si l’on peut tirer y en fonction de y’, ou y = fy, dy = y dx 


donnera 
MST 70 fE , 
Lie ER ns Dep ie d Se 
Je, So CE 


on chassera ensuite y’ de l'intégrale à l’aide de y = fy'. 

3° Enfin, si ces deux cas n’ont pas lieu, on cherchera à exprimer 
y ety en fonctions d’une 8° variable z, et y'dx — dy deviendra 
Zdr — Tdz, etc. 


L'équ. y” (yy  +a)= y" (1 + y?) se change en 
dy (yy Ha) = dy (1 + y?) ; 
d'où (P. 451) y — ay + c (1 —- y?) 5 
d 3 | 
hs Jr =) +clly ++ y 


I! faut ensuite éliminer y entre ces équ. On trouve, par ex., lors- 
que c= 0, 


5 —al (#): d'où y = Ce. 
L'équ. aby" = (y? +- a°y?) devient 
aby'dy = dy V (y° + ay?). 


Pour intégrer, on fera y — 7, à cause de l'homogénéite, et l’on 


aura abzdy — abydzs — z°dy W/ (2° + a) ; l’équ. est séparable, et 
faisant ensuite j/(3°+- «°) = #3, on en tire z, ds, et l’on substitue ; 
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dy — btdé 
meurs © mrdidé us Un pneu | 
y 4 il sera aisé d'obtenir y én fonc 


. . . r U d 
tion de t, ainsi que y’ : par conséquent aussi æ = ane On éli- 


minera ensuite £. 
Soit y” + Ay + By = 0, À et B étant constants : on a l’équ. 
homogène ydy + 4y' dy + Bydy —=0; on fait y — yu; 
d'où dy LS :! A — du tx — du 
y yu 0 + Au B  (u—a) (w—b)? 
en désignant par a et bles racines de w?  4u  B —0; et à cause 
de dy = y'dx, on trouve 


dy — — 
 — ads Spas hdr = CES 
y u — b y u— a 
| mn ñ 
ÿ—ar=1 (2), yet (2), 


ñn nr 
baume u— b—= —e"*; 


enfin, retranchant , on obtient pour intégrale complète, 
y (b— à) = — me" + ne’, 

qu’on peut mettre sous la forme y— Ce“* LL Del', C et D étant des 
constantes arbitraires. 

Si a et b sont imaginaires, où @—k—hy/ —1, b—À+4hy —1, 
on trouve, en substituant ci-dessus, 

y le ex? (Ge "rx | Dern, 
Mettant pour eF #*#—1 sa valeur (ZL, p. 232), on a 
y —= et (C’ cos hx  D'sin hr) = C” e* cos (hr + f). 


Enfin, si a— b, en reprenant le calcul, on a 


a 


dy — «du 


PEUT ETL d'où y (au — a)=—= Core 
or, do Air dE a item du d’où U— 0 = 1 a 


éliminant # — a, on trouve enfin 


yes cet +0 (o À h) = Ce (ie + ki), 
31* 
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884. L’équ. y” + Py + Oy — 0, P et Q étant des fonctions 
quelconques de #, s'intègre par une transformation très-simple. 
On fait 


Judx pe Le fudx MEL RCI CT CE ® 
PTE UE arr met (u' + w°); 


d'où mL (u° L Pu + O0) = 0, 


dr J: x 
parce que le facteur commun e/""* disparaît. Le calcul est donc 
réduit à l'intégration de l'équation du premier ordre, 


du — (u? + Pu + Q) dr — 0. 


Par exemple, si P et © sont constants, et a, b les racines de 
a + Pu + O — 0, il est évident que w — a et w — b satisfont à 
cette transformée : donc on a Judx = ax —- m, ou — bx  n, et 


y—=e 


Y— et +m — Ce“, où ÿ— ePT+n — Def”, 


La somme de ces valeurs de y satisfait donc à la proposée ; ainsi 
son intégrale complète est, à cause des deux constantes arbitraires 
Cet D, y— Ce“ + De”. 

Quand les racines de u? + Pu + Q — 0 sont imaginaires, ou 
u—hk+hy — 1, on a vu ci-dessus comment ce résultat prend la 
forme y — Ce“ cos (hx + f). Et si les racines sont égales, il faut 
intégrer l'équation du +- (x — a)*dx = 0, qui donne 


U — à —= d’où 


1 
x + k? 
Sudx = 1(x +) + ax + D, y = ef — Cet (x + à). 


On retrouve donc ainsi les résultats obtenus dans le dernier 
exemple. 
885. Intésrons l'équ. linéaire ou du 1° degré en y, 


Y+ PY + Oy=R, 


P, Q et R étant des fonctions quelconques de x seul. Il est aisé de 
ramener l'intégrale de cette équ. à celle du paragraphe précédent, 
en faisant disparaître le terme À. Pour cela, faisons, comme 
n° 857, y — ts; d'où 


Jts Het, y'= ts Lt Let, 
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En substituant et partageant l’équ. résultante en deux autres, à 
cause des variables et z, on a 


3!" + Ps + O3 = 0, . o . o . (1) 
et | AE LE À (? past. — 


2 


ou dé ++ (4) de 2. . + (2) 


Supposons que la 1° soit intégrée (n° 664), et qu'on en ait tiré la 
valeur de 3 en x; la 2e sera linéaire du 1° ordre entre #’ et x, et 
sera facile à intégrer d’après ce qu’on a vu (n° 857). 


En changeant (n° 857), y en #, Q en #, on à 


uw = /Pdr + 21z, 


JPdx l:? 


= 'e .e" —9. (n° 149, 12°), en faisant, pour abréger, 
Pt. (sk Lt U-VIMS) 
Donc on a pzt —= f Rpzsdr, 


d | 
puis =tu=s f (EE J'Rsar } é dont Map) 


La double intégration que renferme ce résultat introduit deux 
constantes arbitraires, et par conséquent l'intégrale complète de la 
proposée permet d'employer pour les valeurs de z et v des fonctions 
quelconques de x qui satisfassent aux équ. (1) et (3). 


Appliquons ces préceptes à y ++ SE rtriasne she à 
x? a — 1 
L pi É PR le, 
équ. où Re et Ti» der 
1° l’équ. (1) devient 
1} 4 3 , | ! 
z Sn 0 d'où due + (ue + Le) dx 0, 


à cause de z— e/"% (n° 884) : cette équ. est rendue homogène e 
faisant w — v-!, et l’on sépare ensuite, en posant x = vs (n° 855). 
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On trouve 


do 8 + s — 1 ne LL? 8 + 1\. 
ee car VE) 


on n’ajoute pas de constante, Restituant pour » et s leurs valeurs 
u-tet ux, on obtient 


RU CO d — 1 Judx y — 1 

= — ILES — ns 
dE HRENET) y J'udr = nd eh ë 

90 D'un autre côté, l’équ. (3) donne 5 — x? d’où l'on tire 


S'Rosda = fade — at + b, et l’équ. (4) devient 


rl (ax + b)xdz. 
Ra le of 1; : 


cette dernière intégrale revient (n° 617) au quart de 


a—b a a+b a e ax+b x—1 
Je ai an jm dr = — 2 +al| c— }; 
(X+1)2 x+A1  (x—1)° x —1 x? —1 ( Es px | 
ax az + b b N'a et — 1 x — 1 
donc D Én EE AUEE ET 2 3 VA LE VAL 1 E (+ 1) | 
a — | mn 


A #2 
De même, y” — 


) AT 4 (a° a 1)z 
4x? 
leursp—1, et /Rpzdx = /mdx — mx + b; donc 


(mx + b)dz, _ 1 nn NO 
Eire ya jai — . 


M Vi a donne pour l’équ. (1), 


3 — 0 ; on y satisfait en prenant z = a+. D'ail- 


886. Lorsqu’en comptant y, x, dy, dx, et d’y, chacun pour un 
facteur, l'équ. est homogène; on l’intègre en posant 


y—=Uux, dy—=ydr, y'x 8. t 1 wo (1) 


u, y et z étant de nouvelles variables. En effet, la transformée, 
dans nôtre hypothèse d’homogénéité, aura partout x en facteur à 
la même puissance, attendu que y’ et y” sont censés être des degrés, 
0 et — 1 (n° 855). Ainsi, la division dégageant l’équ. de la variable 
x, elle sera réduite à la forme 5 = f(y', u). 
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Or; on a dy = y'dr = udx Æ du, xdy' =:dr, 


dx du dy’ du 
HN Pr r éramegr ou A wi) 


mettant f pour 3 dans (3), cette équ. est du 1° ordre en y et w, et 
on l'intégrera : qu'on tire de là y’ = ou, et qu’on substitue dans (2), 
cette équ. séparée aura pour intégrale 1 # — Yu ÿ il restera à élimi- 
ner #, à l’aide de y —ux, et l’on aura l'intégrale complète, puisque 
les équ. (3) et (2) ont introduit chacune une constante arbitraire. 
Par ex., +d°y = dydx, ou xy”—7y, donne 3 = y", et (3) devient 


dy (y —u) = ydu, d'oùi y" = Judy À ydu) = ue. 


Or, À — _ donne # — ay; ainsi, éliminant y entre ces 
ÿ 
deux intégrales, il vient 4? — 2azu — C; puis, éliminant w de 
y = ux, 2° — Day — C est l'intégrale cherchée. 
887. Soit l’équ. 4y + By + .... Kyl) = 0, dont les coefficients 


sont constants; faisons y — ce”, d’où 


AH Bh + Ch... Kb O0 + + + (M) 


Donc, si l'on prend pour 4 les » racines h, k, l.... de cette équ., 
et pour c les # constantes c, c’, c”...., la proposée sera satisfaite 
par toutes les valeurs y — ce’, c'e”. .., ainsi que par la somme de 


ces quantités : l'intégrale complète est donc 


y = ce c'e LE c'e (NW) 
S'il d LA LJ . . l 
il y a des racines imaginaires, elles seront par couples, 


h — a Et by — 1, et deux de nos termes réunis formeront 
e%% (cet L c'e-"#—1), qu’on réduit (équ. L. p. 232) à 


e® (m cos bx Æ n sin bx) = ke“* sin (bx LD). 


888. Lorsque l’équ. (#) a des racines égales, (NW) n’est plus 
qu’une intégrale particulière, Que k = k, par ex., les deux pre- 
miers termes de () se réduisent à (c - c’)e"*, où c +- c’ ne compte 
que pour une seule constante, et il n’y a plus que n — 1 arbitraires. 

1° Si toutes les racines de (#) sont égales, la proposée est 


y — nh y + sn(n = 1h y"... y = 0,.., (P) 
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puisque (4) revient alors à (k — h)* — 0. Or, soit y — wt, 
d'où y — ut Liu’, y '=ut" + u Lut,y=u" +3, ete. 
faisons & — €" ; comme # — he" ht, = hi SO = he, on 
trouve 


y—= ut, y —=t(hutu), y! = t(hu + 2h Hu)... 
YO = tu + his ul Hi ia(i — 1) hu... Hu), 


Substituons dans (?), et nous aurons une équ. dont tous les termes 
s’entre-détruiront, excepté le dernier «l(”); done ul”) — 0, savoir, 
uw — à bx + cz... + fa"; et il vient pour l'intégrale com- 
plète, dans le cas supposé, 


y —=ut—=(a br + cr... Lfar-iels, 


2° Quand l’équ. (#) a m racines — «, elle à (k — à)” pour fac- 
teur, sous la forme 4” 4h": L ph: L..., + «7, Compo- 
sons l’équ. 


hy + AR + By", Æ y) = 0, 


On a vu que l'intégrale de celle-ci est (a Æ br... EL fat ox, 
D'un autre côté, la proposée est satisfaite par y — ce”, c'e". ..., 
valeurs correspondantes aux n — "” racines inégales de L dans 
l’équ. (Æ). Gomme, par la propriété des équ. linéaires, la somme de 
ces solutions doit aussi satisfaire à la proposée, l'intégrale com- 
plète est 


y —=(a + br... + fat) eur LE cet HE c'e EL... 


a, b...,{,c,c.... sont les » constantes arbitraires ; «, h, l.... 
sont les racines de l’équ. (#). 


Ainsi pour y — 2y 2y" — 2y" + y° —=0, on trouve 


1 — 2h + 2h — LH hi = 0—=(1— 4) (1 +), 
d'où y = (a + br)e* + ce F1 LE der F1, 
y = € (a + bx) + À cos x H B sin x. 


689. L’équation Zinéaire de tous les ordresest 


Ay+ BY + Cy +. + Ay0 = X. 
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Supposons que X désigne une fonction donnée de x, et que 4, B.... 
soient constants. On sait toujours réduire l’intégration à la résolu- 


tion des équ. par le procédé suivant, que nous appliquerons seule- 
ment au 2° ordre : 


Ay + By + Cyj'= X. 


Soit e— “dx le facteur qui rend cette équation intégrable : comme 
Xe—"*dx est la différentielle d’une fonction de x, telle que P, le 
1% membre e—"“*dx (4y + By" + Cy"), est aussi celle d’une fonc- 
tion de la forme e—"* (ay + by’). Différentions donc ce résultat, et 
comparons terme à terme, nous aurons 


—ha—=4, —hb+a—=B, b=cC, 
A 


"h ? 


d'où A+Bh+CP—0, a—— b=—C. 


La constante inconnue k est l’une des racines de la 1° de ces équ. ; 
les deux autres donnent a et b, et l'intégrale du 1‘ ordre, 


ay + bj = e*(P +). 

IT faudra de nouveau opérer sur cette équation, ou plutôt mettre 
pour k les deux racines # et ”, puis éliminer y’ entre les deux ré- 
sultats, ce qui donnera l'intégrale complète (n° 872). 

Pour l'équation du degré n, le même raisonnement prouve que 
h est racine de l’équ. 


AL Bh+ C....+Kh= 0, 


et autant on connaîtra de ces racines, autant on aura d’intégrales 
de l’ordre n — 1, de la forme 


ay + by + y! +... ky9 = E(P Ho), 


entre lesquelles on éliminera un nombre égal de quantités y"), 
yl"—2),,..., ce qui réduira le problème à un ordre d'autant moin- 
dre, ou même fera connaitre l'intégrale complète, si l’on a toutes 
les racines k (voyez le Calcul intégr. d'Euler, t. 11, p. 402). On a 

A a — B _b—C k — L 


a—— —, b— = 


Tr” SA VUE C n sl Te 
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Eliminations entre los Équations differéntielles. 


890. Si l’on a deux équ. entre x, y et t, l'élimination de # con- 
duira à une relation entre + et y ; mais si cès équ. sont différentielles, 
ce calcul exige des procédés nouveaux. 

(Max + Ny) dt L P dx + 0 dy = rdt, 
(Me Ny) di LP dr 4 O0 dy =7dt, 
étant les équ. les plus générales à trois inconnues, éliminons dy, 


divisons par le coeflicient de dx, et faisons-en autant pour ds; nos 
équ, seront mises sous la forme la plus simple 


(a æ +- by) dt E de = Tdi, 
(ax + D'y)dé E dy = Sdé. . 


Nous supposerons ici que les coeflicients sont constants, et 7, S 
des fonctions de £. Multiplions la 2° par une indéterminée #, et 
ajoutons à la 1°°, nous aurons 


es bL DE 
(a + 6) | œ + arr a+ (dx + kdy) = (T + 5%) dé. 


Cela posé, il est visible que le 2° terme dx +- kdy serait la diffé- 
rentielle du 1°, abstraction faite de (a +- «’k)dt, si l’on avait 


b-hbbges N RE 
D TP 4 où a’ (a —bk—= D. 


Prenant pour # l’une des racines de cette équ., l’on aura 
(a + ak) (x + ky) dé + de + kdy = (T + 5%) dé, 
ou (a + a'h)udt + du = T + 57) dé, 


en faisant #  ky= u. Il sera aisé d'intégrer cette équation linéaire 
(n° 857), et d’en tirer la valeur de w en fonction def, ou x + ky = fl; 
on mettra tour à tour pour k les deux racines de notre équ., et il 
ne restera plus qu’à éliminer £ entre les résultats. 

Si les racines de Æ sont imaginaires, on remplace les exponen- 
tielles par des sin. et cos., comme n° 883 et 884. Et si elles sont 
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égales, on n'obtient, il est vrai, qu’une seule intégrale entre 
æ, y ett; mais en tirant la valeur de l’une de ces variables, et sub- 
stituant dans l’une des proposées, on doit intégrer de nouveau 
l’équ. résultante à deux variables. 

891. Si l’on a trois équ. et quatre variables x, y, 3 ett, pour éli- 
miner z et #, et obtenir une relation entre x et y, on posera 


(ax 2 by Æ cs) dt + de = Tdi, 

(ax + by + c'z) dé + dy — Sdé, 

(ax + by + c''z) dt + ds = Rdé, 
Nous supposons que 7, Set À sont fonctions de # seul, et que 
les autres coefficients sont constants. Pour opérer de même, multi- 


plions la 2° par 4 et la 8° par /, k et ! étant deux indéterminées ; 
puis, ajoutant le tout, mettons le résultat sous la forme 


ue bHDh4- DE coke 1 
@æ+ aR +07 (a + EE v PRE 1 :) d 
+ de + dy -dzs —(T + 5% + RD dé- 

Or, il est clair que la partie renfermée entre les crochets aura pour 


différentielle dx + dy - ra si l’on détermine / et # par les con- 
ditions 


DDR NI oHoktol 
aa et  ? atak+alt 
donc, si l’on fait #  ky +- 1: = w,0on aura 
(a—a'k + a"ljudt + du = (T + 5% + Ri)dr. 


Intégrant cette équation linéaire, il viendra w en fonction de #, 

ou à —-ky Liz = ft; et comme # et 7 sont donnés par des équ. du 

3° degré, en en substituant les racines dans cette intégrale, elle 

donnera trois équ. entre #, y, { èt z, qui serviront à Climiner £ et z, 
892. Si l’on a les équ. du 2° ordre 


dy + (ady  bdx) dé + (cy + gr)de = Tdr’, 
dx (a'dy + b'dx) dé (c'y + g'x) de = SdP, 
on fera dÿ — pdt, dé — gdf, 
etl'onaura  dp +- (ap +- bg +- cy + gx) dé = Tdi, 
dg+ (ap + ba + c'y + ge) dé = Sdé ; 
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on aura donc quatre équ. entre les cinq variables p, q, +, y et t, et 
on les traitera par le procédé expliqué ci-dessus. On voit que ce 
genre de calcul s’applique en général aux équ. du 1° degré et de 
tous les ordres, quel que soit leur nombre. 


« 


Quelques Problèmes de Géométrie. 


893. Lorsque, dans l’équ. F (x, y, c) — 0 d’une courbe, la con- 
stante c est arbitraire, et qu’on lui attribue successivement toutes 
les valeurs possibles, on a un système infini de lignes. On nomme 
Trajectoires les courbes qui coupent celles-ci sous le même angle ; 
en sorte que si, par ex., la trajectoire est Orthogonale, en menant 
des tangentes à cette courbe et à la courbe variable, à léur point 
d’intersection, ces tangentes seront à angles droits. 

Voici le moyen général d'obtenir l’éq. f(x,y) — 0 des trajec- 
toires. Soit F(Y,X, c) — 0 l’équ. de la courbe mobile, à raison du 
paramètre variable c. Pour une valeur de c, cette courbe prend 
une situation déterminée AM (fig. 84) : menons des tangentes à 
cette ligne et à la trajectoire D en leur point commun #; F'et y’ 
en fixeront les inclinaisons sur l’axe des x, et l'angle 7'MT qu'elles 


y 5 
forment entre elles a pour tangente « = - 


sine Ty? d'où 


1 A+rFy)atr—-y=0 . . . . (1 


11 faut ici remplacer Y et X par y et x, parce qu'il s’agit d’un point 
commun aux deux courbes : a est une constante ou une fonction 
donnée, Le raisonnement du n° 462 démontre que si l’on élimine c 
entre cette équation et celle F(y, x, c) = 0 de la courbe coupée, et 
qu’on intègre, on aura celle de la trajectoire. Si elle est orthogo_ 
nale, on trouve simplement, au lieu de (1), l’éq. 


LÉ Pr OS AE ED (à) 


Par ex., si l’on demande la courbe qui coupe à angle droit une 
droite qui tourne autour de l’origine, Y —cX donnera Y” —c, et 
l’équ. (2) deviendra 1 + cy = 0 : éliminant c à l’aide de y —cx, 
on trouve #dx + ydy = 0 ; d'où 2° + y — 4°, Donc la trajectoire 

st un cercle de rayon arbitraire. 


\ 
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Mais si la droite doit être coupée sous un angle donné, dont a est 
la tangente, le même calcul appliqué à l’équ. (1) donne pour la tra- 
jectoire, cette équ. différ. homogène (n° 855) 


y+ar= y (œ — ay); 
d’où al(ey/ 2° + y) = arc (rang =À), 


équ. qui appartient à la spirale logarithmique (n° 474), ainsi qu’on 
peut s’en convaincre en traduisant cette relation en coordonnées 
polaires (n° 385). 

Pour l’équ. X” F” = c, qui appartient aux hyperboles et para- 
boles de tous les ordres, le même calcul donne l’équ. homogène 


(az + amy)y = anx — my. 


Quand la trajectoire doit être orthogonale, »myy = nx ayant pour 
intégrale #y° — nx? — A, cette courbe est une hyperbole du 
deuxième degré, ou une ellipse, suivant que l’exposant n est positif 
ou négatif. 

La trajectoire orthogonale du cercle qui a pour équation 
ÿ = 20% — x°, est un autre cercle dont l’équ. est y HE x? = Ay. 
On le construit en prenant pour centre un point quelconque de 
l’axe des y, et pour rayon la distance de ce point à l’origine. 

894. Lorsqu'on se propose de trouver une courbe dont la sous- 
tangente ou la tangente... soit une fonction donnée de x et de y, 
il suit des formules (n° 762) qu’il faut intégrer les équations 
y = yo, yV (1 +y”) = yo... Cest pour cela qu’on a donné le 
nom de méthode inverse des tangentes à la branche de calcul qui est 
relative à l'intégration des équ. du 1° ordre entre x et y. 

En voici quelques exemples : | 

Quelle est la courbe dont en chaque point la longueur » de la 
normale et l’abscisse £ du pied de cette droite, ont entre elles une 
relation donnée n — Ft? Puisque (n° 762) on a t = x +- yy' et 
ny (1+ y°), il est clair que le problème proposé se réduit à 
intégrer l’équ. y W (1+ y?) = F(x + yy). 

Si l’on veut que # et t soient les coordonnées d’une parabole, 
dont 2p est le paramètre, il faut que #° = 2pt, d’où 


PA + y") = 2p (x + yy). 
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Pour intégrer cette équ., résolvons-la par rapport à yy', puis divi- 
sons tout par le radical, nous aurons 


ee RP Én 1—0" 
PACE TETE 

or, le 1° terme est visiblement la dérivée de J/ (p° + 2px — y), 

donc p/ (p° + 2px — y) = a — x. Si l’on carre , on obtient, en 

mettant c au lieu de la constante arbitraire a + p, 


g® + a? — 2x HE ©? — 2pc = 0. 
La courbe cherchée est donc un cercle dont le centre est en un 
lieu quelconque de l’axe des x, et dont le rayon est moyen propor- 
tionnel entre 2p et la distance de ce point à l’origine. C'est, au 
reste, ce qui est d’ailleurs visible. 

Mais, outre cette multitude infinie de cercles qui satisfont au 
problème, il y a encore pour solution une parabole; car, en re- 
montant aux procédés des n° 863 et 867, on trouvera l’équ. sin- 
gulière y = 2px + p°. Il est facile de vérifier (comme on l’a vu 
n° 864, 3°) que cette parabole résulte de l’intersection continuelle 
de tous les cercles successifs compris dans la solution générale. 

895. Trouver une courbe telle, que les perpend. abaissées de 
deux points fixes sur toutes ses tangentes forment un rectangle con- 
stant = 4. Prenons pour axe des x la ligne qui joint les deux points, 
l’un étant à l’origine, et l’autre distant de 2a : le n° 874 fait con- 
naitre les expressions des distances de ces deux points à la tangente, 
qui a pour équ. Y — y== y (X — x), et l’on trouve 


ay +y— yo (y— ya =A(+y) + + + (D) 


Cette équ, s'intègre en la différentiant d'abord ; y” est facteur 
commun, et l’on trouve y” = 0, et 


— & (2aÿ y — y'a) + (y — ya) (a — à) = 2hy 5 00 + (2) 


la 1° donne y — c, qui change la proposée en 


(2ac y — co) (y — cv) =E (1 + €); 


ce sont les équ. de deux droites ; et il est aisé de s’assurer qu’elles 
répondent en effet au problème. Le nombre des droites comprises 
par couple dans cette relation est d’ailleurs infini. 
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Quant à l’équ. (2), si l'on en tire la valeur de y, et qu’on la sub- 
stitue dans (1), en changeant x en x + a, on a 

pa +) + =k (a LA). 

On trouve donc une ellipse qui a pour foyers les points fixes 
donnés, et pour demi-axes p/ (k -- a?) et / k. Cette courbe est une 
solution singulière du problème, et résulte de l’intersection suc- 
cessive des droites comprises dans l'intégrale complète, 

On pourra s'exercer encore aux questions suivantes : 

Trouver une courbe telle, que toutes les perpend. abaissées d’un 
point donné sur ses tangentes soient égales. 

Quelle est la courbe telle, que les lignes menées à deux points 


fixes, d’un point quelconque de son cours, soient également incli- 
nées sur la tangente ? 


ES on 


CHAPITRE V. 


INTÉGRATION DES ÉQUATIONS QUI RENFERMENT TROIS VARIABLES, 


Équations différentielles totales. 


896. Puisque l’équ. dz = pdx H- qdy résulte de la somme des dé- 
rivées (n° 744) de z = f(x,y), prises relativement à x et y considé- 
rées comme variables indépendantes, on en conclut que les fonc- 


tions de x et y représentées par p et q doivent être telles, qu’on 
ait (n° 743) 


d d | 

HR UT) 
Si une équ. proposée satisfait à cette condition, on intégrera la 
différentielle exacte pdz  qdy, par le procédé du n° 859; le ré- 


sultat sera la valeur de 3 ou f(x, y), C’est ainsi que, d’après l'ex. I, 
p. 455, l’on voit que l'intégrale de 


dx 
est 2 == by? ax L lc(r L VT—E x). 
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897. Si l’équ. différentielle proposée est implicite, 


Pdx EL Ody + Rdz = 0; 


P, Q et R étant des fonctions de », yet z, on pourra la mettre sous 


» P 

la forme dz — pdx - gdy, en faisant p — +R g = + 
Pour reconnaitre si la condition (1) est remplie, comme p contient 
z qui est fonction de x et y, pour obtenir le premier membre de 
l’équ. (1), il ne faut pas se borner à regarder x comme constant 
dans p, et y comme FR à ; il ci en outre faire varier 3 par 


rapport à y; d’où (n° 744), E+ g. , à cause de q + On en 


dira autant de q RÉ Rue à æ ; on a donc, au lieu de la condi- 
tion (1), 

dp dp __ dg dg 

‘dy Fe q REXEL dx + p dz° 


Remettant pour p et q leurs valeurs, on a 


dA d?P dO dR dP dQ 
dvi de au de Cd 0e 4e SEE" 


équ. qui exprime que z est une fonction de deux variables indépen- 
dantes, auxquelles elle est liée par une seule équ. 

898. Soit F le facteur qui rend l’équ. Pdr + Qdy + Rdz — 0, 
la différentielle exacte de f(x, y, z) — 0. Il suit des principes déve- 
loppés (p. 340), que, si l’on fait x constant, ou dz — 0, l'équation 
FOdy +- FRdz — 0 doit être une différentielle exacte entre y et z : 
on doit en dire autant pour dy — 0, et dz — 0 ; d’où l’on tire 


APR ER OU AUFP LÉ FRA FOIE 


dy ds ? ds dy dr © dy ? 
dR  dO dF dF 
ou PTT) =0T da 
dP dR dF dF 
rie RS Ce mr 
F{d0_ ap) _,aF_ Çar 
de dy dy Tr 
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Or, si l'on multiplie respectivement ces équ., par P, Q et R, et 
qu'on les ajoute, les 2 membres se détruiront, en sorte que le 
facteur commun F disparaissant, on retombera sur la relation (2) ; 
donc on ne peut espérer de rendre la proposée intégrable à l’aide 
d’un facteur F, qu'’autant que la condition (2) est satisfaite. Toute 
équation entre deux variables est intégrable, au moins par ap- 
proximalion, tandis qu’il n’en est pas de même des équ. à trois 
variables ou plus. 

899. Si les différentielles passent le 1° degré, voici ce qui a lieu. 
Quelle que soit l'intégrale cherchée en la différentiant, il est clair 
qu’on peut la mettre sous la forme Pdx + Qdy + Rdz = 0, à la- 
quelle la proposée doit être réductible ; donc, si l’on résout la pro- 
posée par rapport à dz, les dx et dy ne doivent pas demeurer engagés 
sous le radical : elle n’est donc intégrable qu’autant qu'elle est 
décomposable en facteurs rationnels. Pour 


Adz° + Bdy° + Cdz° + Ddrdy + Edxdz + Fdydz — 0, 
le radical compris dans la valeur de dz est 
V'[(£2 — 44C)dx + 2 (EF — 2DC)drdy + (F° — 4BC)dÿ] ; 
en le soumettant à la condition connue (n° 138), on trouve 
(EF —2DC)} —(E?—4AC)(F — 4BC)—=0 . . . (4) 


Si cette équ. est satisfaite, on aura à intégrer deux équ. de la forme 
Pdz + OQdy + Rdz — 0, dont la proposée est le produit. 

900. Pour intégrer Pdxr + Qdy + Rds = 0, lorsque la condi- 
tion (2) est remplie, on regardera comme constante l’une des varia- 
bles, telle que z; puis on intégrera Pdx  Qdy = 0. Soit 
f(x, y, 3, Z)—= 0 l'intégrale, Z étant la constante arbitraire qui 
peut contenir z : on différentiera cette équ. complétement, et l’on 
comparera à la proposée ; il dévra en résulter pour dZ une expres- 
sion indépendante de x et y, fonction de z et Z seuls; l'intégration 
fera connaître Z. Ce procédé résulte des principes mêmes de la 
différentiation des équ. (n° 744). 

I. Soit dæ (y + z) + dy (x 4 3) Æ ds (x H y) — 0; en faisant 
dz — 0, on a dx (y + x) + dy (x Æ z) = 0, dont l'intégrale 
(n° 853) est (x x) (y Le x) — Z. Différentions ce résultat, et com- 
parons à la proposée, nous aurons dZ = 2:d3, d’où Z = 3° Le, 
Donc l'intégrale demandée est #3 yz L xy — 0, 

MATHÉM, PURES, T, IT, 32 
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IT. Avant de traiter l’'équ. zdx + +dy +- yds = 0, on la sou- 
mettra à la condition (2) ; et comme æ - y 4-3 n’est pas nul, on 
voit que l’équ. n’est pas intégrable. Si l’on exécutait le calcul in- 
diqué pour l'intégration, on trouverait que Z ne peut être dégagé 
de x et y. 

LI, Pour [æ(x — a) + y (y — b) ]dz= (3 — ©) (xdæ -- ydy), la 
même chose a lieu, à moins que & et b ne soient nuls. Dans ce cas, 
on à (4° + y) ds = (3 — c) (xdx + ydy); on intègre en faisant 
dz = 0 ; d’où æ? + y = 27, Différentiant et comparant à la pro- 
posée, on trouve Zds = (3 — c)dZ ; d'où Z = .4 (3 — c). Aïnsi 
l'intégrale est 2° L y = 42 (5 — 0}. 

IV. Soitencore proposée l’équ. 


GP ys + #7) de + (a? as + 27) dy + (e° + ay + y?) ds = 0. 


En faisant dz nul, on doit intégrer 


/ 


A MR MC ee 
a + 25 + et pLys He 


: ï 5 [ are (ing =) + arc (tang w: +) ] ne 
RARES —lsW/8.fz. 


2 — 3% — 2y — Àrvy 


; d'où 


ou * : arc (tre a 
/ 


Puisque cet arc est une fonction de z, sa tangente l’est aussi, et l’on 
peut poser, en faisant le dénominateur — », 


e+y+ as _G+yts_ 


2 — 5% — 2y — 2% p 


Différentions cette équ., chassons le dénominateur #’, et comparons 
à la proposée multipliée par 23 ; comme les termes en dx et dy sont 


* On trouve souvent des formules dans lesquelles on doit ajouter des arcs donnés paï 
leurs tang. Soit arc (tang = à) + arc (tang — /) ; m et n désignant ces deux arcs, ou 
& — tang , 8 = tang n, il s’agit de trouver l’expression de l'arc #2 -+ n. On a (équ. K, 
n° 350) 


(4 œ + 
tang (m2 + n) = = d'où m-+n= arc (uns = 26) 


C'est ainsi qu’on a réduit l’'équ, ci-dessus, 
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les mêmes des deux parts, on égale entre eux les autres termes ; 
savoir : 


2 (2° ay y) ds = — (2320 LeydOrys Lay Ly°x) ds—s",dZ, 
2(2°5—+ Says + ÿs + 570 eye ay y) ds y. dZ=0, ‘ 
Mettons pour + sa valeur tirée de (a), et supprimons le facteur 
commun æ + y - 3, 

2 (xy + ys + x2) Zds + (x L y + 2), dZ — 0, 
C’est cette équ. qui est destinée à donner Z en z, et qui doit ne 
pas contenir x et y. On tire de (a) 


DZ — 5 — 2ryZ 
TA - Y3 —= un 0E ET 


Substituant, on trouve que 2Z (2° — xy) est facteur commun, et l’on 
a Z(Z — 1)dz+ :.dZ —0; donc 


dz __dZ dZ 3 he cZ D HE ne 


3 LA haut’ Z 0 1? 8 06 


Avec cette valeur de Z, l’équ. (a) est l'intégrale demandée, qu’on 
peut écrire æy + x2 + ys — c(x + y + 2}. 

901. Si la condition (2) n’est pas satisfaite, en suivant le procédé 
qu’on vient d'indiquer, dZ ne peut plus être exprimé en set Z 
seuls. F'étant le facteur qui rend intégrable Pdzx EL Qdy, et u+ Z 
l'intégrale de FPdz — FOdy; comparons la différentielle de 
u + Z = 0 avec FPdx + FOdy + FRdzs = 0 ; nous trouvons 


du , dZ 
u+Z= 0, du D du M ON EN 


x, y et z entrent ici, en sorte qu’on ne peut en tirer Z, ni l'intégrale 
demandée #  Z — 0, comme cela arrive quand la condition 
d’intégrabilité est remplie. Il n’en résulte pas moins que uw Z = 0 
satisferait à la proposée et en serait l'intégrale, si l’on déterminait 
Z en fonction de 3, Z = yz, de manière à avoir en même temps la 
relation (5). Or, on a vu (n° 744) que, dans la différentiation des 
équ., on suppose tacitement que les variables xet y sont dépendantes, 
en vertu d’une relation arbitraire qui les lie l’une à l’autre. Dans le 
cas actuel, on ne peut intégrer sans établir cette dépendance : on 


32* 
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yoit que, si l'on pose Z —#z, le système de nos deux équ. 
du ? 
uw + ps — 0, tps FR. + 08 (6) 


satisfait à la proposée, quelle que soit d’ailleurs la forme de la fonc- 
tion v. 

Les équ. qui ne satisfont point à la condition d’intégrabilité 
étaient autrefois appelées Æbsurdes : on établissait en principe 
qu’elles ne signifiaient rien, et qu'un problème susceptible de so- 
lution ne pouvait jamais conduire à ces sortes de relations, qu’on 
prétendait équivaloir aux imaginaires. Monge prouva que cette 
opinion est fausse, en donnant la théorie précédente. 

Si l’on cherche une surface courbe qui remplisse certaines con- 
ditions, lesquelles, traduites en analyse, conduisent à une équ. 
différentielle entre les coordonnées x, y et z, les points de l’espace 
qui satisfont au problème sont donc, dans le cas présent, non pas 
ceux d’une surface, mais ceux d’une courbe à double courbure, 
parce que l’équ. ne peut exister qu’en se partageant d'elle-même en 
deux , ainsi que cela s'est souvent rencontré d’ailleurs (n° 112, 
578, 616). Bien plus, comme v est arbitraire, ce n’est pas une seule 
courbe qui répond au problème, mais une infinité de courbes sou- 
mises à une loi commune. 


Ainsi, pour zdz  #dy + ydz — 0, on trouvera 
PET Rey y + zlx —u; 
d’où y six Loz—=0, lo os — yrt, 


pour les équ. (6) dont le système satisfait à la proposée, quelle que 
soit la fonction v. 
Dans l'ex. IT du n° 900, on a 


R—=— x(v— a)— y(y— b)}, F—=(3 — cc)"; donc 
ay +20, (5 —0c)ps+x(e — à) Æy(y — b) —0. 


Équations différentielles partielles du premier ordre. 


902. Soit l’équ. dz — pdx dy; p et q sont les différentielles 
partielles de 3, par rapport à x et y respectivement. Nous avons 
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donné les moyens de remonter de cette équation à son integrale 
5 — f(x, y); proposons-nous maintenant de trouver l’équation 
3 — f(x, y) par la seule connaissance de l'un des coeflicients p et 
g, ou d’une relation entre eux. 

Prenons d’abord le cas où g n’entre pas dans la relation, savoir, 
F(p, x, y, zx) — 0. On sait que les variables + et y sont indépen- 
dantes dans l'intégrale z = f(x, y), l'une pouvant varier sans l’au- 
tre (n° 744); comme gq n’est pas dans la proposée, cette équation se 
rapporte au cas où x et z ont seuls varié, puisque si y variait, la 
relation donnée F— 0 demeurerait la même. Il s’agit donc de faire 


ds ’ ,. , , ® 
p = q; dans la proposée, et d'intégrer une équ. entre les varia- 


bles x et z, y étant supposé constant. Alors la constante additive à 
l'intégrale devra être une fonction arbitraire de y, que nous repré- 
senterons par oy. 

Donc, pour intégrer l'équation F(p, x, y, z) = 0, il faut en éliminer 
p à l’aide de dz — pdx, intégrer en prenant ÿ constant, et ajouter oy. 

On raisonnera de même à l'égard de q pour intégrer l'équation 

F(q, x, y, 5) = 0. 
Par ex., p— 32° a pour intégrale 3 = 2° + «y. 
Celle dex —py (x y), est z = (2? 4 y°) + o7. 


Pour p W/(a — y? — x°)— a, on trouve 


sk= a. arc (= —) + y. 


Soit gry + az = 0; on intègre xydz + azdy — 0, x étant con- 
stant, et l’on a 1(z*y*) = 1c; d’où z°y* = px. 

Enfin, soit p(y° + »°) = y +- x; d'où résulte l'équation homo- 
gène (y + 2°) dz = (y° L 3°) dx, puis 


arc (trs = +) + ALQ (tn _ à) = C, 


ou (note, page 498) 


arc tan _ y&— x) — Ç PR OT 1 
RE ET 7. 


903. Prenons l'équ. générale linéaire du 1° ordre 


Pp + Qg =’, 
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P, Q, V étant des fonctions données des x, y, x. Éliminons p de 
ds = pdx + qgdy, nous aurons 


Pdz — Vdx = q(Pdy — Odx), . . , . (1) 


équ. à laquelle il faut satisfaire de la manière la plus générale, q 
étant quelconque, puisque, d’après l’équ. proposée, q reste indé- 
terminé, Quand les variables x, y, 3, sont séparées dans cette équ., 
chaque membre peut être rendu intégrable en particulier. Soient 
æ = 4, p— , les intégrales des équations respectives 


Pdzs — Vdr—0, Pdy— Odr—0; . , . (2) 


l'équation revient à udr — qu'dp, « et w' étant les facteurs qui 
rendent les équ. (2) intégrables ; et pour que cette équ. le soit elle- 
7 


même, il faut que Un q soit une fonction de p, savoir, 7 = op,  dé- 


signant une fonction tout à fait arbitraire. 

Lorsque les +, y, : sont mélées dans les équ. (2), si 7 — «, et 
e = B, sont des fonctions qui y satisfont, la proposée a encore pour 
intégrale 7 — #; et c'est ce qui nous reste à démontrer. 

En effet, pour reconnaitre si la proposée est satisfaite par une 
équ. quelconque 7 = », il faut qu’en la différentiant sous la forme 
ds = pdz L qdy, les valeurs qu’on trouvera pour p et q, étant 
substituées, donnent Pp + Qq = V. Les différentielles de 7 = «, 
p = B étant 


dr— 4de - Bdy Æ Cds = 0, dp = «de + bdy + cdz = 0, 
on trouve pour la différentielle de 7 — op = 0, relative 


à set, ..(C—c.vpp + 4 — a . »yp = 0, 
àsety. .. .(C—c.pphqg+B—b,.gp= 0. 
Tirant de là p et g, pour substituer dans Pp + Oq = V, on 

trouve que l’équ, 7 — gp satisfait à la proposée, si l’on a 
AP+HBO+CV = 90 X (aP + bOQ +cP). 

Mais si l’on admet que les fonctions 7 et p ont été choisies de ma- 

nière à satisfaire aux équ. (2), on peut tirer de celles-ci, dz et dx, 


pour substituer dans dz — 0 et do — 0; et l’on trouve que les équ. 
qui expriment la condition déterminante de 7 et p, sont 


AP BO+CW—0, aP4b0 Ho =0; 
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ainsi x == yp satisfait à la proposée, la fonction # demeurant arbi- 
traire, et x — yp est l'intégrale demandée. | 

Si l'on élimine dx entre les équ. (2), il vient Qdz — FVdy = 0 ; 
deux des équ. suivantes contiennent donc la 8°, et peuvent être 
employées indifféremment : 


Pdz — Vdr = 0, Pdy— Odx =0, OQdz — dy —0.... (3) 


Coneluons de là, que l’intégration de l’équ. aux différentielles par- 
tielles du 1* ordre Pp + Qq = V, se réduit à satisfaire à deux des 
équ. (3), par des fonctions x = a, p = L, et à poser 7 — op, y dési- 
gnant une fonction arbitraire, x et B des constantes, qui n’entrent 
pas dans l'intégrale, attendu que la fonction + contient autant de 
constantes qu’on veut. 

Si l’on fait op — const., on a 7 — const., qui satisfait aussi à la 
proposée ; en sorte que 7 = « et p — 8 en sont des intégrales par- 
ticulières, 

904. Examinons d’abord ce qui arrive dans divers cas, 

1° Si 7” est nul, l’une de nos équ. (3) est ds —0,5=4— 7; 
il ne restera donc, dans la 2°, que les deux variables x et y ; l'inté- 
grale p — B s’obtiendra ensuite (chap. IV), et 3 — op sera l’inté- 
grale de Pp + Oq = 0. 

Par ex., py = gx, donne P = y, O = — x, ydy + xdr = 0, 
d'où p—= 2? + y°, puis 3 —9 (2° + y), équ. finie des surfaces de 
révolution autour de l’axe des z (n°° 662 et 745). 

Pour px qy = 0, on trouve dy — ydz —=0, 1y=lur, y —=ux, 
_ = p; enfin 3—=9 (2) ; c'est l’équ. des conoïdes (n° 788). 

De même, soit 9 = pP, P ne contenant pas z, l'intégrale est 


2=98 p= JF (de + Pdy), 


F'étant le facteur qui rend intégrable dx + Pdy. 

2° Quand il arrive que deux des équ. (3) ne contiennent que deux 
variables et leurs différentielles, l'intégration donne aisément 
r et pe 

Soit proposée l'équation px + qy = nz; d'où xd5 — nzd, 
ady = ydr, puis 3 = 42", y — Px; on en tire “et B, valeurs de 


retp, et par suite l'intégrale cherchée z = "9 (2) . On voit que 


e est homogène et quelconque ; et comme la proposée est l'énoncé 
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du théorème des fonctions homogènes (p. 459), on en retrouve 
ainsi la démonstration pour le cas de deux variables. 

Pour pr? +- qy° = 3°, on à æ°dz — z°dx, x°dy = y°dx; d’où 
Big ir, yi— xt p; donc l'intégrale est 


1 sde: du ice Des (= 
DIR No Cal rs TA AE 
X et 7” étant des fonctions de x seul, l’équ. q = pX + F, donne 
Xdz + Vdx = 0, Xdy + dr = 0, et 


A ) 


8° Quand l’une des équ. (3) est seule entre deux variables, après 
l'avoir intégrée, on élimine à l’aide de ce résultat 7 — &, l’une des 
variables de la 2° ou 8° de nus équ., puis on intègre, et l’on a 
p—B; on remet 7 pour à dans p, et l’on a 7 — œp, ou p— m7. 

Soit gry — pa? = y ; d'où x°dz  ydx = 0, x°dy + xydr = 0; 
celle-ci donne xy — B; mettant dans l’autre Bx-* pour y, il vient 
dz - Br—4dx—0 ; d'où z— 287 +- à ; remettant ici xy pour B, 
Onas—-ya"— « — 7; partant, l'intégrale demandée est 
Sz7 — y + Svp (xy). j 

Pour px + qy = ny (x + y), on a 

adz = ndry/ (ay), dy =ydx; 
la 2° donne y — Bx ; chassant y de la l”°, elle devient 


ds ny (1+B)dr; d'où 3 —nxV (1 +B)—4, 
puis r=5s—ny/ (a +y), p=ya; 


et enfin z=ny/ (2 y) Lo (2). 


905. Mais quand x, y et z sont mêélées dans les équ. (3), il n’est 
plus possible d'intégrer chacune en particulier, car y ne peut être 
supposé constant dans la 1°, ni z dans la 2°.... On est alors obligé 
de recourir à des artifices particuliers d’analyse. C’est ainsi qu’on 
parvient souvent à intégrer, en substituant pour p ou q, dans les 
équ. suivantes, la valeur tirée de la proposée; ces équ. résultent de 
dz = pdx + qdy, traité par l'intégration par parties : 


= pr + J'{gdy — ædp), .:. . . . . . (4) 
= gy + J'pdx — ydg), + . . . . . . () 
= pe + qgy — J{ædp + ydg). . . . + . (6) 


& à 


x 
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Par ex., si p est une fonction donnée de q, telle que p = ©, la 
relation (6) devient 


3 = Qx + gy — S'(&0" + y) da; 


d’où il suit que le facteur de dg doit ne contenir ni #, ni y, 


20 +y=9, 2 Qx+ qy—59; 


la fonction + est arbitraire. L'intégrale résulte ensuite de l’élimina- 
tion de g entre ces deux équ., lorsque cette fonction » a été déter- 
minée (n° 919). 

906. Après avoir mis dans dz = pdx + qgdy, la valeur de p ou 
celle de q, tirée de la proposée, on a une équ. différentielle entre 
les quatre variables x, y, z et q ou p. Supposons que cette équ. soit 
réductible à être une différentielle exacte, en prenant pour con- 
stante p ou g, ouune fonction 4 de cette lettre; et soit f(x, y, 3,0) —=c, 
l'intégrale dans cette hypothèse de 9 constant. IL est visible que si 
l’on différentie cette équ., on reproduira celle d’où on l’a tirée, non- 
seulement 4 et c demeurant constants ; mais même, si 4 et c sont des 


: fre Ra Ur 
variables, pourvu qu’on ait à. dé — de — 0, Ainsi, pour rendre 
à 4 son état de fonction variable quelconque dans l’équ. différen- 
tielle, et que cependant l’équ. f = c en soit toujours l'intégrale, il 
suffira de supposer que c est une fonction arbitraire de 6, telle,qu’on 
ait ensemble 
df 
1(&; 5 0) = #, 4 —= p0. 


Dans le cas où la proposée est différentielle exacte, 6 étant pris 
pour constant, on intégrera dans cette hypothèse, et l’on aura la 1"° de 
ces équ., qu'on différentiera ensuite relativement à 9 seul, pour former 
la 2° ; le système de ces deux équ. satisfera à la proposée, 9 étant 
une fonction arbitraire. Quand on aura déterminé + (n° 919), il 
restera à éliminer 9 entre elles, et l’on aura l'intégrale demandée. 

Il suit de ce qu’on a vu (n° 805), que si la 1°° équ. est considérée 
comme appartenant à une surface courbe dont 9 serait un para- 
mètre variable, ces deux équ. sont celles de la caractéristique ; la 
recherche de cette courbe revient, comme on voit, à l'intégration 
de l'équ. proposée, 


506 CALCUL INTÉGRAL, 
Soit donnée l’équ. z = pq ; on trouve 
gdz — zdx (9 x) ds — xdr 
g Cake. 4 


en posant g9 = 0x; l'intégrale est, pour 6 constant, 


ds LT + gdy, dy = 


Z Z 


3 1 #; d’où GE 96 


I % 
en différentiant relativement à 4 seul. Le système de ces deux équ. 
est l'intégrale de la proposée 3 — pq. 

907. On facilite souvent l'intégration en introduisant une indé- 
terminée 4, qui permette de partager l’équation proposée en deux. 
Soit /{p, x) — F(q,y) ; faisons f(p, x) = 0 ; d’où F(q, y) = 0; ré- 
solvons ces équ. par rapport à p et g, nous aurons 


p=V(, 9, qg—=x(y6), ds ddr + xdy. 
Intégrons en prenant 4 constant, d’après ce qu’on vient de dire ; 
3 + 99 = [bd + Judy : 


il restera à différentier relativement à 4 seul, et à éliminer 4 entre 
ces équ., après avoir déterminé la fonction v. 
Par ex., pour l’équ. «&°pq — x°y°, on a 


ep __ Y ge ° 
un = Ÿ = ———— = —=y, 
a? aq 4 P a RAA: a —_* 


Re ut ÿ” 
| 805 + pt ©) Tr 
908. Quand l’équ. Pp + Oq — F, est homogène en x, y, z, on 
fait & — 13, y = uz; P, O, V se changent en P,z", Q,z", V 2" 
(n° 855), et les équ. (3) donnent 


(P,—1V,)dz=—2Vidt, (Q—up,) ds = 230 ,;du; 
d’où (P, — 41) du = (0, — uP;) dt. 


L'intégrale de cette équ. en # et « étant trouvée, on s’en servira 
pour éliminer soit #, soit #, de l’une des précédentes, qu’on sait 
alors intégrer ; enfin, éliminant # et € par æ — 13, y — uz, ona 
les solutions 7 et s des équ. (8), et par suite l'intégrale 7 = p. 
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Pour l’équ. pxz + qys == a°, on trouve 


(—#)ds = stdt, uw(1—#)ds— 5Pdu; 
d'où udé — du, —au, 2 (1—#)=8; 


enfin, +=4ay, Vs: —2)=8, ss + (2). 


Équations différentielles partielles du deuxième ordre. 


909. Outre les coefficients p et q du 1* ordre, l'équation peut 
contenir 


d’z A dz _ d’z es tu CALE + 
de __ ?  dædy  dydz  ? DEA 


d’où dp= dx — sdy, dg=—sdx dy, . . . (B) 
dz = dpdx Æ dgdy = rda° Æ 2sdxdy + tdy. 


Il s’agit d'intégrer l’équ. f(x, y, 3, p, q, r,s,t)= 0. 

Remarquons d’abord qu’un doit considérer y comme constant 
dans l'équation qui a la forme r = Pp + Q, qui revient à 
d’z 
de 
les différentielles partielles qd; 8 et {, qui se rapportent à la variation 
de y, n’entrent pas ici (n° 902) : on a alors à intégrer une équ. aux 
différentielles ordinaires du 2° ordre entre # et 3; mais au lieu de 
la constante additive, on prendra une fonction arbitraire oy. 

Par exemple, si z n'entre pas dans P et ©, en substituant 


= pour p, ona 22 = Pp + © ; la fonction (Pp L Q) dx est li- 


d | 
En __ + 0, P et Q étant des fonctions de >, yet z; car 


néaire entre les variables p et x ; y est d’ailleurs constant; l’inté- 
grale est donc (n° 857), en faisant w — /Pdx, 


d 
p= = (Je" Ode + y); 


intégrant de nouveau, et ajoutant une nouvelle fonction arbitraire 
dy, on a l'intégrale demandée. 
Lorsque P = 0, on a p= f'Odx - oy; d’où 


3 = fd2f Qdx + xoy + by. 
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Pour l'équ. æyr = (n — 1) py +- a, comme dans cet exemple on a 


r — 


T ay ? 


on obtient 
dz — à ne — at x” 
M Re OC A 


Enfin soit ær = {(n — 1)p, on a nz3 = 2" oy LA 
910. Pour intégrer {= Pq + OQ, ou _ = P + ©, il faut 
prendre x constant, et ajouter vx et Lx. 


Soit at — y; on a d’abord q — = = _ —L ox; puis 


Gaz — yx + yyx pr. 


— M, rentre dans la 


HE af d?z 
911. L'intégrale de s = M, ou Get 
thcorie des cubatures (n° 852) ; 


z= /d2f Mdy + où + dy. 


C’est ainsi que s — ax +- by, donne 


= 3 ay (ax + by) + ge + y. 
912. Soit à — Mp + N, M et N étant connus en x et y, ou 


d°3 =? Mp + N; 


“dedy dy 
p et y sont ici seules variables, et l'on retombe sur une équ. linéaire 
(n° 857); done, faisant u — /Mdy, on a 


LME e" (ox + fe". Ndy). 


Intégrant ensuite, par rapport à x, il vient 
3 = f (e"drfe—"Ndy) + fe"s'x . dx + dy. 


Par ex., pour sty — bpx + ay, on trouve 


A 0 br LA. a 
HE best: lu) art 95 + dy. 
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913. Prenons l’équ. linéaire du 2° ordre. 


d?z d?z d?z 
Rr + Ss LTt= VV, ou RÉRUTT del  ? 


B, S, T, V sont donnés en x, y, 3, p et q. Éliminant r et t par les 
équ. (2), qui servent de définition à ces fonctions, on a 


Rdpdy + Tdgdz — Vdrdy — s(Rdy? — Sdxdy 4 Tdz°). 


Supposons qu’on connaisse deux fonctions x, p, qui rendent nul 
chaque membre respectif, ou qu’on ait r = «, p—= B, avec 


Rd + Tdr® = Sdrdy, 
Rdpdy + Tdgdx = Vdxdy. 


Il s’agit de prouver qu'ici, comme au n° 903, 7 — + satisfera à la 
proposée, quelle que soit la fonction 9, 7 et p contenant x, y, z, p 
et g. Pour le démontrer, ramenons d’abord ces équ. au 1° ordre, en 
posant dy — Qdr, il vient 


RESORT dou tek 
dy —Qdx, Rodp + Tdg = Vadz . . . +. (2) 


La 1"° de ces équ. donne pour Q deux valeurs en x, y, %, p, q; et 
l’on suppose que 7 — « et p—B ont été déterminés de manière à 
satisfaire aux équ. (2). Formons donc les différentielles complètes 
dr = 0, dp— 0, sous la forme 


Adx + Bdy + Cdz  Ddp + Edq — 0, adx +- bdy. . . . edq —0. 


Mettons pdx + qdy pour dz, Qdz pour dy; enfin, pour dg sa valeur 
tirée de (2), nous aurons deux sortes de termes dans chaque équ., 
les uns facteurs de dx, les autres de dp ; en les égalant séparément 
à zéro (attendu que la proposée Rr + Ss.... — W, ne pouvant dé- 
terminer qu'une des quantités r, s, {, en fonction des autres, et de 
*, Y, Z, p et q, dx et dp restent indépendants), il vient 


EVa ERQ 
ATOBÆ (pH) C++ =0, D=—r, 


“A 
epa eRQ 
a+ 0 F(p+ge + 0 d= 5. 


Ces équ. expriment la condition que 7 et b satisfont aux condi- 
tions (2). Cela posé, pour reconnaitre si en effet l'équation 7 — #p 
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satisfait à la proposée, prenons sa différentielle complète 
dr = y p. de, ou 


AdX + Bdy., CE Edq ee] ve . (adx + bdy. .0 edg); 


substituons-y pour 4, D, a, d, leurs valeurs tirées des quatre équ. 
précédentes, et pd Æ gdy pour dz ; enfin, réunissant les termes qui 
ont pour coefhcients 2, C, Æ, b, c, e, nous voyons qu'ils ont pour 
facteur l’une ou l’autre des quantités | 


Rodp + Tdq — Vadx, dy — dr, 


lesquelles sont nulles en vertu des équ. (2), et cela quelle que soit 
la fonction »; donc 7 = y est l’intégrale première de la proposée, 
e désignant une fonction arbitraire de x et y. | 

On se trouve ainsi conduit à traiter les équ. (2); mais il faut re- 
marquer qu’outre ces deux relations, on ait dz — pdx - gdy, ce 
qui ne fait que trois équ. entre les cinq variables x, y, z, p etq. Il 
pourrait donc se faire que l’équ. qu’on obtiendrait entre trois de ces 
quantités, par l'élimination, ne remplit pas la condition d’intégra- 
bilité (n° 697); dans ce cas, elle ne proviendrait pas d’une équ. 
unique. On serait alors conduit à une intégration inexécutable, 
sans que pour cela on füt en droit de conclure qu’elle n’est pas pos- 
sible, et que l’équ. différentielle proposée ne résulte pas d’une seule 
primitive. 

Concluons de là que, pour intégrer l’équ. linéaire du 2° ordre 
Rr+ Ss + Tt= V, on posera les équ. (1) et (2) : la 1°° fera con- 
naître Q, dont la valeur, substituée dans (2), donnera deux équ. 
auxquelles il faudra satisfaire par des intégrales 7 — x, p—B:on 
fera 7 — w, et il restera à intégrer cette équ. du 1% ordre. 

Comme l’équ. (1) est du 2° degré, on en tire deux valeurs de Q; 
on préférera celle qui $e prêtera mieux aux caleuls ultérieurs. 

914. Prenons, par exemple, gr — 2pqs + pt =0;R= %, 
S — — 2pq, T = p, V = 0, donnent, pour l’équation (1), 
g® ++ 2pqn + p° = 0; d'où gQ + p — 0; et chassant Q des 
équ. (2), 


pds + gdy—0, gdp = pdq. 


Celle-ci donne p = £q; l’autre revient à dz = 0, z = 4; et 
== ya, ou p = qe, reste à intégrer de nouveau. 
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Appliquons la méthode du n° 903, qui donne 


ds —0, dy——dr .ps; d'où 5—=4 yapa= 8; 


posant 8 — Ya, il vient enfin pour l'intégrale cherchée, # et L étant 
les deux fonctions arbitraires, y + 93 = Yz. 

L'équation ra? L Qrys + yt= 0, où R= 27, S— Dry. . .., 
donnent Qx — y, et les équ. (2) deviennent ydzæ — xdy, 
ædp + ydg = 0. La 1° donne y — «x; chassant y de la 2°, elle 
devient dp  «dg = 0 ; d’où p + «q = B; enfin, 8 = g« donne 


pour l'intégrale première, pr + qy = «9 (2) . 
Les équ. (2) du n° 903 sont ici dz = dx , #, «dy = ydx ; on tire 
de cette dernière y — «x; chassant y de l’autre, ds = dx . ga, 


8 = agua À B; enfin, 8 = La, donne z = #9 (2) + D (2). 
Dans l'exemple suivant on a fait p + q—m, 
ri + om) + s(g —p)m=t (+ pm). 

L'équation (1) est 

Ag) — (q—p}ma=1 + pm; 
d’où 9 — 1. Quant à l’autre racine de 9, comme elle conduirait à 
une intégrale première, contenant p - q sous le signe #, et hors ce 
signe, elle ne peut être employée. Les équ. (2) sont 

dy — dx, (1 + gm) dp = (1 pm) dq. 


On a æ — y—u; pour intégrer la 2e faisons p — q — n, et 
p + q = m; on en tire les valeurs de p, q, dp, dq, et l'on a cette 
équation séparable mndm — (2-m°) dn, quidonne n—£8y/ (2+-m°); 
ainsi, B = 94 devient 


n=V2+m. gay, p=s+V2+(p+ os (e—y). 


Pour intégrer de nouveau cette équ., mettons pour p et g leurs 
valeurs en # et n dans ds = pdæ —E gdy; il vient 


243 — (in Æ n) dx + (m — n)dy 
— mdr + dy) Æ (de — dy) (2m) , s'(r— y). 
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Intégrons, en supposant #7 constant, par la méthode du n° 906, et 
nous trouvons que l'intégrale cherchée est représentée par le sys- 
tème des deux équations 


25m m(x+y) HV (+ mor — y), 
Dm (x + y) LATE TS) pe — y). 


915. La complication de ces calculs empêche très-souvent qu'ils 
ne réussissent ; mais dans le cas où les coefficients À, Set 7' sont 
constants, et 7” fonction de x et y, l’équ. (1) donne pour Q deux 
valeurs numériques, telles que #» et n : et les relations (2), aux- 
quelles 7 — « et s — B doivent satisfaire, s’intègrent et donnent, 
pour la racine ", 


y= mx et Rmp+ Ti = m/Vdr: 


On devra substituer dans Ÿ, pour y, sa valeur mx + «; puis /V’dx 
ne dépendra plus que des quadratures. L'intégration faite, on ajou- 
tera une constante B, et l’on remettra pour « sa valeur y — mx. 
On aura donc les équ. cherchées 7 = «, p — B, en sorte que 
p=— gr = (y — mx), deviendra 


Rmp + Tq = mfVdx + y (y — mx). 


On raisonnera de même pour la 2° racine » de Q, ou plutôt on 
changera ici »men n# : mais il suffit de traiter l’un de ces deux cas, 
parce que l’autre conduit au même résultat. On choisit celui qui se 
prête le mieux au calcul. 

Il s’agit maintenant d'intégrer de nouveau : pour cela, repre- 
nons notre 1° intégrale, et tirons-en la valeur de p pour la mettre 
dans dz — pdx — qdy : remarquant que par la nature des deux 
racines # et n de Q, on a Rmn — T', on trouve 


Rdz — def Vdx — dxg (y — mx) = Rq (dy — ndx) ; 
en comprenant dans v le diviseur constant ». Or, pour intégrer 
cette équ. (n° 903), on égalera à zéro chaque membre séparément; 


d’où 


y=nx Le, Re — SdrfVdr — fdx « o (y — mx) = b. 
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Il convient, avant tout, de faire quelques remarques : 

1° On devra mettre nx —- c pour y dans la 2e équ., et intégrer 
par rapport à æ; puis on remettra y — nx pour c dans le résultat, 

2° Les deux intégrales /dx /V’dx nécessitent une distinction im- 
portante, puisqu'on a d’abord mis »x —- « pour y dans }, et 
y — max pour « dans le résultat ; tandis qu'on doit faire y—=nxc 
dans dx/Vdx, et restituer y — nx pour c. 


3° Jdæ . # (y — mx) devient /dx . g [x (n — m) + c], ou 


ET EP plutôt o[(n — m) x L c|, en comprenant la constante 


n — m dans 9 ; ainsi, l’on a p(y — mx). 
4° Enfin, la constante b est une fonction quelconque + de c, ou 
b— (y — nx). Donc 


Rs fdzfVdr L (y — mx) L dy — nr). 
Par ex., pour r — s — 2—= ky,ona 


@Hao—2, d'où m=1, n=—2 et y=rta, y—=x —27. 


Donc 


kdx 
Jras= f- = lee = A1, 


Sd fVde = [kde 1y = fhdæ «1 (a — 2x). 


Cette intégrale s'obtient aisément (n° 827, ou 809, V) ; elle devient 
— kx — ky.1y y, en remettant 25 y pour «’. Ainsi, 


5x HylV y) = 9 y — 2) + (y + 27). 


d’z d’z x L, ‘ 

Pour » — ht ou NT b dy” qui est l’équ. des cordes vi- 
brantes (voy. ma Mécanique, n° 310),ona R—=1, T = — bp, 
S—0=—#Y, d'où MP, m—b—=— 1", y—=br La, ou 


y = & — bx; enfin /dx/Vdx = 0. Donc 
2 = (y — bx) + L(y + ba). 


Nous renvoyons, pour de plus amples détails sur cette matière, 
au Calcul intégral de M. Lacroix. 
916. On intègre quelquefois en suivant le procédé du n° 907, 


qui consiste à partager la proposée en deux équ. à l’aide d’une in- 
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déterminée’4. Par ex., l’équ. rt = s°, des surfaces développables 


€ : v ; k 
(n° 806), donne — = 0 = — doaur=$#,s=t, 


rdz  sdy = 6(sdx H idy), ou dp—6dg (B, n° 909). * 


Cette équ. n’est intégrable qu’autant que 8 est fonction de q; donc 
p —.9#q est l'intégrale 1". L’équ. ds — pdx + qdy devient 
dz = dx. 9 — gdy : supposant q constant, par la méthode du n° 
906, il vient | 


2 = 2q + qu da, pq + y + Va = 0. 


Toutes les surfaces développables sont comprises dans le système de 
ces deux équ., et pour l’une d’elles qu’on déterminerait en particu- 
lier, il faudrait trouver les fonctions g et 4, puis éliminer g entre 
les deux équ. résultantes. 


Intégration des Équations différentielles partielles par les séries. 


917. Prenons le 2° ordre pour ex. des intégrales approchées. Soit 
donnée une équ, entre r,s,t....4 ; choisissons l’une des variables, 
telle de æ, et posons la formule de Maclaurin (n° 746), 


sf af Lift, 

ff f'.... désignent ici des fonctions cherchées de y, qui sont ce 
que deviennent l'intégrale 3 = f(x, y) et ses dérivées relatives à x, 
lorsqu'on fait 4 = 0 *. Qu’on tire de la proposée r = F(r, 5, t, p, q, 
æ, y), il est clair que si l’on change x en zéro, z en f, pen/f', enfin 
d df” 
BR jp h0É 


2 de iln'entrera dans la valeur de r que f, f”, et leurs 


s ou 
£ , CL] 4 - « e . df df 
dérivées par rapport à y, puisque q devient LÉ etié.st Le * 
| y 
ainsi, r deviendra f”. De même la dérivée de r, relative à x, don- 
nera /””, à l’aide des mêmes fonctions f'et f”’, qui demeurent quel- 


* Si la fonction {{x, y) devait être de nature à donner l'infini pour quelque valeur de 
f; L'ile. M faudrait, comme on l’a fait n° 871, changer x en x — a ; dansla proposée, 
& étant une constante qu'on prend à volonté, de manière à ne plus rencontrer de déri- 
vées infinies dans les caleuls qu'on va exposer, 
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conques : et ainsi pour f"", /".... en sorte que la série contiendra 
deux fonctions arbitraires de y. 

Pour le 8e ordre, le même raisonnement prouve que la série ci- 
dessus est l'intégrale et contient les trois fonctions quelconques 
1; [', ['. En général, toute équ. différ. partielle d’ordre n a une 1n- 
tégrale qui contient n fonctions arbitraires. 

918. Lagrange a encore proposé d'approcher des intégrales par 
la méthode des coeflicients indéterminés. On pose 


D = + a + 29 L 25e L xl... 


En prenant les différentielles convenables, substituant dans la pro- 
posée, et égalant entre eux les termes où + entre au même degré, 
on a diverses équ. qui servent à trouver celles des fonctions de y 
qui ne doivent pas rester arbitraires. 

: Par ex., pour r = gq, on trouve 


DE r = 9x + Ge + 12%...) 
dz ’ / 
ee + vb SL D ATTTE 


substituant dans r — g et comparant, on trouve 
= pe db + 2 ap HE a LE hp", 


. Fr d°z d°z d°z 
De même pour l’équ. D PS un FR —- n'a 0, on trouve 


æ* æ° d’ d’L 


Des fonctions arbitraires. 


919. On dira pour les fonctions arbitraires », dL.... des équ. 
différ, partielles, ce qu’on a dit (n° 839) pour les constantes intro- 
duites dans les intégrations ordinaires. Tant qu’on ne veut qu'inté- 
grer, c'est-à-dire composer une expression qui, soumise aux règles 
du Galeul différentiel, satisfasse à la proposée, ces fonctions », L.... 
sont en effet quelconques. Mais si les résultats doivent être appli- 
qués à des questions de Géométrie, de Mécanique, etc, ces fonc- 


er 
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tions peuvent cesser d’être arbitraires. Quelques exemples sufhront 
pour l'intelligence de cet exposé. 
On a vu (n°* 660, 745) que l’équ. des surfaces cylindriques est 


y—bz—=op(x — az), ou ap+bq—= 1. 


La 1° est l'intégrale de la 2e, la forme de la fonction + dépen- 
dant de la courbe directrice. Or, si la base du cylindre sur le plan 
æy est donnée par son équ. y = fx, il faudra que # soit telle, que 
cette base soit comprise parmi les points de l’espace que désigne 
l'équ. y — bz — p(x — az). Si donc on y fait 3 — 0, les équ. 
y —= vx, y — fx seront identiques. Donc les fonctions + et f ont 
même forme, c’est-à-dire que si l’on change dans y — fx, y en 
y — bz, et x en x — az, l’équ. qu’on obtiendra sera celle du cy- 
lindre particulier dont il s’agit (n° 788, I). 

Généralement, soient M — 0, V — 0 les équ. de la directrice : 
on fera x — az — u, et éliminant entre ces trois équ., on en tirera 
les valeurs de x, y et z, et par suite celle de y — bz ou vw, en fonc- 
tion de w, c’est-à-dire qu’on aura la manière dont sw est composé 
en %. Il ne restera plus qu'à mettre æ — az pour w, dans 
y — bz — vu, pour avoir l’équ. de la surface cylindrique particu- 
lière dont il s'agit. | 

Pareillement les surfaces de révolution autour de l’axe des z ont 
pour équ. py — gx, dont l'intégrale est x? + y? = 9z (n° 662, 745); 
la fonction # demeure indéterminée tant que la génératrice de la 
surface reste quelconque : mais si cette courbe est donnée par ses 
équ. M — 0, N — 0, dans toutes ses situations elle sera sur la sur- 
face ; les +, y et z seront les mêmes. Posons z — , éliminons #, y 
et z entre ces trois équations, puis substituons leurs valeurs dans 
2? +- y? —= qu, nous saurons comment la fonction » est composée 
en #; remettant donc z pour #, et 4°  y° pour sw, nous aurons 
particularisé », de manière que l’équ. appartiendra exclusivement 
à la surface proposée. 

- Etsi le corps est engendré par la révolution d’une surface mo- 
bile, qui serait invariablement liée à l'axe des z, et dont on aurait 
‘ l'équ. MH — 0, en la considérant dans l’une de ses positions, diffé- 
rentiant, on trouvera les expressions de p et q en x, y et 3; sub- 
stituées dans py — gx —0, on aura l’équ. N— 0 de la courbe de 
contact du corps générateur avec la surface engendrée, puisque les 
plans tangents sont communs à l’une et à l'autre. On à ainsi les équ, 


e 
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d'une courbe qu’on peut regarder comme ses d rs : et l’on re- 
tombe sur le cas précédent. 

Le conoïde a pour équation px + qu = — 0, dont l'intégrale est 
y —= x. 93 (p. 390, 504). Faisons 3 — w, et tirons x, y etz en , 
à l’aide des équations H—0, N — 0 de la courbe directrice ; enfin, 
mettons pour x et y leurs valeurs dans y = x . ou, et nous saurons 
comment #w est composé en #. Enfin, remplaçant « par z, nous au- 
rons #.z, et l'équ. particulière y = x . yz du conoïde proposé. 

Quand la directrice est un cercle tracé dans un plan parallèle 
aux yz, dont les équations sont x = a, y* +- 3° — À, on trouve 
dy? À 22° = br. 

L’équ. des cônes est z — c — p(x — a) + q(y — b), dont l’in- 
tégrale est na : = 9 É — <) (n° 661, 745). Pour que la base 


Z 


soit un cercle tracé sur le plan xy et le centre à l’origine, on a 


3—=0, Lys", etr— a—ut(zs — c), 


d’où 3—0, x —a— cu, y—=V[r — (a — cu)]. 


Substituant dans y — b— (3 — c)çu, pour x, y et z ces valeurs, 
on a cqu— b— y/ [r° — (a — cu) ]. Enfin, remettant pour # etou 
leurs valeurs, on a pour l'équ. du cône, comme page 275, 


(cy — bz) + (as —cx) = r° (3 — c}. 


920. Ces ex. suffisent pour montrer comment on doit déterminer 
les fonctions arbitraires, lorsqu'on veut appliquer les calculs géné- 
raux aux cas particuliers. Soit en général À = 9 (L) une intégrale 
contenant une fonction arbitraire #, Æ et L étant des fonctions don- 
nées de +, y et z : la condition prescrite établit que l’équ. devient 
F(x, y, 3) = 0, lorsqu'on suppose f(x, y, z) — 0. Cette condition 
revient, en Géométrie, à demander que la surface cherchée dont 
l’'équ. est À — +L, passe par la courbe donnée dont les équ. sont 
F = 0, f = 0. Pour satisfaire à cette condition, on fera Z —«; et 
l'on tirera x, y et z en # de ces trois équ. : puis, substituant ces 
valeurs dans À, on aura pour résultat une fonction X,, qui sera 
—= qu exprimé en w, ce qui déterminera la composition de la fonc- 
tion ». Enfin, on remettra Z pour w, dans À — K,, et l’on aura 
l'intégrale cherchée. 

S'il y avait deux fonctions arbitraires à déterminer, il faudrait 
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donner deux conditions. Un calcul semblable au précédent ferait 
connaître ces fonctions. 

921. Mais si la nature de la question, et cela a lieu dans un grand 
nombre de problèmes de Physique et de Géométrie transcendante, 
ne permet pas de déterminer les fonctions arbitraires, elles restent 
quelconques, et les propriétés qu'on découvre, sans particulariser 
ces fonctions, ont lieu en général. Pour tirer nos explications de la 
Géométrie, s’il entre un terme de la forme ox, et qu’on décrive sur 
le plan xy la ligne qui a pour équ. y — vx, toutes ses ordonnées y 
seront les valeurs de la fonction +, en sorte que cette courbe soit non- 
seulement quelconque, mais même puisse être tracée à la main par 
un mouvement libre et irrégulier ; la courbe peut même être Dis- 
continue, c'est-à-dire formée de branches différentes placées bout à 
bout, ou Discontiquë, c'est-à-dire formée de parties isolées et sépa- 
rées les unes des autres. C’est Euler qui a mis ces principes hors 
de doute, même contre l'avis de d’Alembert, qu'on peut regarder 
comme l'inventeur du calcul aux différences partielles ; calcul dont 
les ressources sont immenses , les applications d’une utilité sans 
bornes, et qui, comme on voit, est le moyen dont on se sert pour 
soumettre les fonctions irrégulières à l'analyse mathématique. 


CHAPITRE VI. 


CALCUL DES VARIATIONS, 


922, Les problèmes des {sopérimètres avaient déjà été résolus par 
divers géomètres avant la découverte du Calcul des variations; 
mais les procédés dont on se servait ne formaient pas un corps de 
doctrine, et chacun de ces problèmes n'était résolu que par une 
méthode qui lui était particulière, et par des artifices d’analyse 
souvent très-détournés. Il appartenait au célèbre Lagrange de ra- 
mener toutes les solutions à une méthode uniforme. Voici en quoi 
elle consiste : 

Étant donnée une fonction Z = F(x, y, y’, y’.….), en désignant 
par y, y'.... les dérivées de y considéré comme fonction de 
2, y —= 9%, on peut se proposer de faire jouir Z de diverses pro- 
priétés (telle que d’être un mnavimum, ou toute autre), soit en assi- 
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gnant aux variables #, y, des valeurs numériques, soit en établissant 
des relations entre ces variables, et les liant par des équations. 
Quand l’équ. y — ## est donnée, on en déduit y, y’, y’... en fonc- 
tion de x, et substituant, Z devient = fx, On peut assigner, par les 
règles connues du Calcul différentiel , quelles sont les valeurs de 
æ qui rendent /# un maximum où un minimum. On détermine ainsi 
quels sont les points d’une courbe donnée, pour lesquels la fonction 
proposée Z est plus grande ou moindre que pour tout autre point 
de la même courbe voisin du premier. 

Mais si l’équ. y = gx n’est point donnée, alors, prenant succes- 
sivement pour v+ différentes formes, la fonction Z = fx prendra 
elle-même différentes expressions en x; on peut se proposer d’as- 
signer à #æ une forme propre à rendre Z plus grande ou plus petite 
que pour toute autre forme de sx, pour la même valeur numérique 
de x, quelle qu’elle soit d'ailleurs. Cette dernière espèce de problème 
appartient au calcul des J’ariations. I] s’en faut de beaucoup qu’il 
se borne à la théorie des #naxima et minima; mais nous nous con- 
tenterons de traiter cette matière, parce qu’elle suffit pour l’intelli- 
gence complète des règles de ce calcul. N'oublions pas toutefois 
que, dans ce qui va être dit, les variables x et y ne sont pas indé- 
pendantes, mais seulement que l’équ. y — yx, qui les lie entre elles, 
estinconnue, et qu'on nela suppose donnée que pour faciliter la réso- 
_ lution du problème. x doit être regardée comme une quantité quel- 
conque qui reste la mème pour les différentes formes y — pv; les 
formes de #, ÿ’, #”...sont donc variables, tandis que # est constant. 

923, Dans Z = F(x, y, y', y...) mettons y + % pour y, y + # 
pour y'..…., k étant une fonction arbitraire de x, et k', 4’... ses dé- 
rivées. Or, Z deviendra 


Zi =F(c,y+R J HRK, y +R). 
Le théorème de Taylor (n° 743) a lieu, que les quantités », y, à, 
soient indépendantes ou dépendantes: ainsi l’on a 


+ duré ha : AM 7 
a=2+ (8. k trés Ter ct. } + ete, 


de sorte qu’on peut regarder #, y, y, y’... comme autant de varia- 

bles indépendantes, en tant qu'il ne s’agit que de trouver ce déve- 

loppement,. | 
Cela posé, la nature de la question exige que l'équ, y = gx ait été 
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déterminée de manière que, pour la même valeur de x, on ait tou- 
jours Z, > Z, ou Z, < Z : en raisonnant comme dans la théorie 
des maxima et minima ordinaires (n° 757), on voit qu'il faut que les 
termes du 1° ordre soient nuls, et qu’on ait 


PA A7 A7 me 
D LT CAE RER SENTE 


Puisque est arbitraire pour chaque valeur de x, et qu’il n’est pas 
nécessaire que sa valeur, ou sa forme, restent les mêmes, quand x 
varie ou est constant, k’, 4”... sont aussi arbitraires que #. Car, 
pour une valeur quelconque x = X, on peut supposer 


k—atb(x — X)Lic(x —X} + etc. 


X, a, b,c,.... étant prises à volonté; et comme cette équ. et ses 
différentielles doivent avoir lieu, quel que soit x, elles devront sub- 
sister lorsque x — X, ce qui donne # — a, k —b, k"— c..:. Donc, 
notre équ. Z;, — Z +... ne peut être satisfaite, vu l'indépendance 
de a, b, c..., à moins que chaque terme ne soit nul. Ainsi, elle se 
partage en autant d’autres qu’elle renferme de termes, et l’on a 


dZ dZ dZ dZ 
Apt 0, ape h suis dy) ? 


(n) étant l'ordre le plus élevé de y dans Z. Ces diverses équ. de- 
vront s’accorder toutes entre elles, et subsister en même temps, 
quel que soit +. Si cet accord a lieu, 1l y aura maximum où minimum, 
et la relation qui en résultera entre y et x sera l'équation cherchée, 
y = px, qui aura la propriété de rendre Z plus grand ou plus petit 
que ne pourrait faire toute autre relation entre x et y. On distin- 
guera le mavimum du minimum, suivant les théories ordinaires, 
d'après les signes des termes du 2: ordre de Z, (voy. page 360). 
Mais si toutes ces équ. donnent des relations différentes entre x et 
y, le problème sera impossible dans l’état de généralité qu’on lui a 
donné ; et s’il arrive que quelques-unes seulement de ces équations 
s'accordent entre elles, alors la fonction Z aura des maxima et mi- 
nima, relatifs à quelques-unes des quantités y, y’, y'..….., sans en 
avoir d’absolus et de communs à toutes ces quantités. Les 
équations qui s'accordent entre elles donneront les relations qui 
établissent les marima et minima relatifs, Et si l’on ne veut rendre 


_ 
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X un maximum où un minimum que par rapport à l’une des quan- 
tités y, y’, y’..., comme alors il ne faudra satisfaire qu’à une équ., 
le problème sera toujours possible, 

924. II suit des considérations précédentes, que, 

1° Les quantités x et y sont dépendantes l’une de l’autre, et que 
néanmoins on doit les faire varier comme si elles étaient indépen- 
dantes, puisque ce n’est qu'un procédé de calcul pour parvenir au 
résultat. 

2° Ces variations ne sont pas infiniment petites ; et si l’on emploie 
le Calcul différentiel pour les obtenir, ce n’est que comme un moyen 
expéditif d’avoir le second terme du développement, le seul qui 
soit ici nécessaire. 

Appliquons ces notions générales à des exemples. 

I. Prenons sur l’axe des x d’une courbe deux abscisses "= et n, et 
menons des parallèles indéfinies à l’axe des y. Soit y — 9x l’équ. 
de cette courbe : si par un point quelconque on mène une tangente, 
elle coupera nos parallèles en des points qui ont (n° 762) pour or- 
données { — y - y (on — x) et h = y + y (n — x). Si la forme 
de » est donnée, tout est ici connu; mais si elle ne l’est point, on 
peut demander quelle est la courbe qui jouit de la propriété d’avoir, 
pour chaque point de tangence, le produit de ces deux ordonnées 

plus petit que pour toute autre courbe. On a ici Z —7 X h, ou 


Z=[y + (nm — 2) y] [y + (e —2) y']. 


D’après l'énoncé du problème, les courbes qui passent par un 
même point (x, y), ont des tangentes de directions diverses ; et celle 
qu'on cherche doit avoir une tangente telle, que la condition Z — 
maximum soit remplie. On doit danc regarder x et y comme con- 
stants dans dZ — 0 ; d’où 


nn he, re AE D Php vue, ty oh vaine 
M (rm) (r 4) sm, (7-0) 


puis intégrant, p—C(z— m)(r— n). 


La courbe est une ellipse ou une hyperbole, selon que C'est négatif 
ou positif, les sommets sont donnés par x — m et — n : dans le 
1° cas, le produit / . h, ou Z, est un maximum, parce que y” a le 
signe — ; dans le 2e, Z est un minimum, ou plutôt un maximum 
négatif : ce produit est d’ailleurs constant, = — à C(m— n), 
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carré du demi-second axe ; c’est ce qu’on trouve en substituant dat 
Z pour yet y leurs sn rpe 

IT. Quelle est la courbe. pour laquelle, en chacun de ses points, 
le carré de la 20 MAP EIRE, augmentée de l’abscisse, est un smini- 
mum? On a Z = (yy + x}, d'où l’on tire deux équ., qui s’accor- 
dent en faisant yy" - « 0, et par suite &° + y= 7%, Donc tous les 
cercles décrits de l’origine comme centré satisfont seuls à la question, 

925. La théorie que nous venons d'exposer n’est pas d’une grande 
étendue ; mais elle sert de développement préliminaire, utile pour 
l'intelligence du problème beaucoup plus intéressant qui nous 
reste à résoudre, Il s’agit d'appliquer tous les raisonnements précé- 
dents à une fonction de la forme /Z : le signe indique que la 
fonction Z est différentielle, et qu'après l’avoir intégrée entre les 
limites désignées, on vent la faire jouir des propriétés précédentes, 
La difficulté qui se rencontre ici vient donc de ce qu'il faut résoudre 
le problème sans faire l'intégration ; car on voit assez qu'il est en 
général impossible de l'exécuter. 

Lorsqu'un corps se meut, on peut comparer entre eux, soit les 
divers points du corps dans l’une de ses positions, soit le lieu qu’oc- 
cupe successivement un point désigné dans les instants suivants. 
Dans le 1° cas, le corps est considéré comme fixe, et le signe d se 
rapportera aux changements des coordonnées de sa surface ; dans 
le 2°, on doit exprimer, par un signe nouveau, des variations tout 
à fait indépendantes des 1'*, et nous nous servirons de 9, Quand 
nous considérons une courbe immobile, ou même variable, mais 
prise dans l’une de ses positions, dx, dy... annoncent une compa- 
raison entre ses Coordonnées ; mais, pour avoir égard aux divers 
lieux qu’occupe un même point d’une courbe, variable de forme 
selon une loi quelconque, nous écrirons dx, dy ,+:., qui désignent 
les accroissements considérés sous ce point de vue, et sont des 
fonctions de x, y... Pareillement dx devenant d (x - dx), eroîtra 
de ddx; d’x croîtra de d’dw, etc. 

Observons que les variations indiquées par le signe d'sont finies, 
et tout à fait indépendantes de celles que désigne la caractéristique 
d : les opérations auxquelles ces signes se rapportent étant pareil- 
lement indépendantes, l’ordre dans lequel on les exécutera doit être 
indifférent pour le résultat. De sorte que à. dx et d . 4x sont deux 
choses identiques, aussi bien que d° , 4x et d'. d’x....,et queiels 
et d/U. 
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H s’agit maintenant d'établir des relations entre #, y, 3...., de 
manière que /Z soit un maximum ou un minimum entre des limites 
désignées. Afin de rendre les calculs plus symétriques, nous ne 
supposerons aucune différentielle constante : d’ailleurs nous n’in- 
troduirons ici que trois variables, parce qu'il sera aisé de généraliser 
les résultats, et que cela suffit pour entendre la théorie. Pour abré- 
ger, remplaçons dx, d’#...., dy, d’y.…., etc., par æ, æ,.…, y, 
Y,..., etc., de sorte que 


Z — F(x, T Torres Ys Y» Yysees 33 3, jose) 


æ, yet z recevant les accroissements arbitraires et finis dx, dy, dz, 
dx ou », devient d {x dx) — dx  ddx ou x, 4 dx ; de même x, 
croit de dx, et ainsi des autres ; de sorte qu’en développant Z;, par 
le théorème de Taylor, et intégrant, /’Z devient 


dZ Lui dZ dZ dZ 
JZx =/2+f(T ren ob ne te nn NÉ 
dZ dZ dZ dZ 
+ ds, dz, + POULE ATRT EE ALT TR str) + f'etc. 


La condition du maximum et du minimum exige que l'intégrale 
des termes du 1° ordre soit nulle entre les limites désignées, quels 
que soient dr, dy et dz, ainsi qu’on l’a vu précédemment, Prenons la 
différentielle de la fonction connue Z, en regardant x, x, x&,..., 


Ys Ys Ye... Comme autant de variables indépendantes ; nous 
aurons 


dZ = mdz + ndr + pdr, … = Mdy LE Ndy.…. + wdz + vds, 


my, Nous M, N.., pu, »..., étant les coefficients des différences par- 
tielles de Z par rapport à #, æ,..., y, y,..., z, z,..., traités comme 
autant de variables; ce sont donc des fonctions connues pour cha- 
que valeur proposée de Z. 

En pratiquant cette différentiation absolument de la même ma- 
nière par le signe d, on a 


dZ —=m,. dx Ln.ddzr Ep.0dx + qg.ddir +... 
M y N.ddy+P.ddy+0Q.ddy+,.. }....(4) 
+ pu 03 y .ddzbr. dd Ly.ddiz+... ).- 


Or, cette quantité connue, et dont le nombre des termes cst 


524 CALCUL DES VARIATIONS. 


limité, est précisément celle qui est sous le signe /, dans les termes 
du 1° ordre de notre développement : en sorte que la condition du 
maximum où du minimum demandée, est que /9Z — 0, entre les 
limites désignées, quelles que soient les ‘variations dx, dy, dz. Ob- 
servons qu'ici, comme précédemment, le calcul différentiel n’est 
employé que comme un moyen facile d'obtenir l'assemblage des 
termes qu'il faut égaler à zéro; de sorte que les variations sont 
encore finies et quelconques. 

Nous avons dit qu’on pouvait mettre d.dx au lieu de à. dx; 
ainsi la 1" ligne de l’équ. équivaut à 


mot n.ddr Ep. d'or — q.d'r + etc. 


m, n.…. contiennent des différ., de sorte que le défaut d’homogé- 
néité n’est ici qu'apparent. Il s’agit maintenant d'intégrer ; or, la 
suite du calcul fera voir qu'il est nécessaire de dégager du signe /, 
autant que possible, les termes qui contiennent do, Pour y parvenir, 
on emploie la formule de l'intégration par parties (p. 408); 


Sn. ddr =n, dx — jdn. dr, 


Sp. dar —=p. ddr — dp.dx—+ fd?p.dr, 
Sq dor—= q. d'or — dq. dar + d’q . dx — fd'q . dx, etc. 


En réunissant ces résultats, on a cette suite dont la loi est facile à 
saisir, 


Sn — dn + dp — dg = dir — …..) dx 
+ (an — dp + d2g — dir...) dx + (p — dg + dr...) dx + (g — dr...) ddr... 
L'intégrale de (4), ou /°. dZ = 0, devient donc 


(B)... J'[m — dn + d’p...)dx + (M — AN + dP...) dy +(u — d...)dz]—0, 
n — dp + dq...)dx + (N — dP + d2Q...)dy + (v — dr +...)dz 

(C)... + (p — dg + dr...) dix + (P — dQ........ ) dy + (x — dy...) dos 
+ (g — dr...) dx + (etc... )+—K=0 


K étant la constante arbitraire. Nous avons coupé notre équ. en 

deux, parce que les termes qui restent sous le signe /ne pouvant 
être intégrés, à moins qu’on ne donne à dx, dy, dz, des valeurs par- 
ticulières, ce qui est contre l'hypothèse, /9Z ne peut devenir — 0, 
qu’autant que ces termes sont nuls à part; et même si la nature de 
la question n’établit entre 2x, dy et dz, aucune relation, l’indépen- 
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dance de ces variations exige que l'équation (2) se partage en trois 
autres, 


O0 = mm — dn + dp — d'g + dir — ... 
0— M— AN dP — dO+diR—... .. (D) 
O — ge — dy + dr — dix + dép — .., 


926. Donc pour trouver les relations entre x, y et z, qui rendent 
SZ un maximum, on prendra la différentielle de la fonction donnée 
Z, en considérant x, y, z, dx, dy, dz, d’x.... comme autant de va- 
riables indépendantes, et en se servant de la lettre d pour désigner 
les accroissements ; c'est ce qu’on appelle prendre la variation de Z. 
Comparant le résultat à l’équation (4), on en tirera les valeurs de 
m, M, u,n, N...., en x, y, z, et leurs différentielles exprimées par 
d. Il faudra ensuite les substituer dans les équ. € et D ; la 1"° se 
rapporte aux limites entre lesquelles le maximum doit exister ; les 
équ. (D) constituent les relations cherchées : elles sont différen- 
tielles entre x, y, =; et, sauf le cas d’absurdité, elles ne peuvent 
former des conditions distinctes, puisqu'elles détermineraient des 
valeurs numériques pour les variables. Si la question proposée se 
rapporte à la Géométrie, ces équ. sont celles de la courbe ou de la 
surface qui jouit de la propriété demandée. 

927. Comme l'intégration est effectuée et doit être prise entre 
des limites désignées, les termes qui restent et composent l’équa- 
tion (C) se rapportent à ces limites ; elle est devenue de la forme 
K +- L — 0, L étant une fonction de x, y, 3, dx, d'y, dz... Mar- 
quons d’un accent les valeurs numériques de ces variables à la 
1° limite, et de deux à la 2. Comme l'intégrale doit être prise 
entre ces limites, il faut marquer les divers termes de Z, qui com- 
posent l'équ. (C), d'abord d’an, puis de deux accents; retrancher le 
1°" résultat du %, et égaler à zéro (n° 839); de sorte que l'équation 
L,,— L,= 0 ne renfermera plus de variables, puisque x, dr.,.. 
auront pris les valeurs x, dv..….., x, dx,.….,assignées par les limites 
de l'intégration. On ne doit pas oublier que ces accents se rappor- 
tent aux limites de l'intégrale, et ne désignent pas des dérivées. 

Il se présente maintenant quatre cas : 

1° ,52 les limites sont données et fixes *, c’est-à-dire si les valeurs 


* Ce cas revient, en Géométrie, à celui où l’on cherche une courbe qui, outre qu'elle 
doit jouir de la propriété de maximum ou minimum demandée, doit encore passer par 
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HAE de x, y et # sont constantes, comme dx, dd, etc., 
dx, dd,x, etc., sont nuls, tous les termes de Z, et L, sont zéro, et 
l'équation (C) est satisfaite d'elle-même. Alors on détermine les 
constantes que l'intégration introduit dans les équ. (D), par les 
conditions que comportent les limites. | 

20 Si les limites sont arbitraires et indépendantes, alors chacun 
des coefficients de dx,, d'æ,...., dans l'équation (C), est nul en 
particulier. 

30 1S°4/ existe des équ. de conditions pour les limites *, c’est-à-dire 
si la nature de ja question lie entre elles, par des équ., quelques 
unes des quantités %, y, 3, %,, y,, #, On se servira des différ. de 
ces équ. pour obtenir plusieurs des variations d%, dy, d3,, dŒ su. 
en fonction des autres ; en substituant dans Z, — L, — 0, ces va- 
riations se trouveront réduites au plus petit nombre possible : ces 
dernières étant absolument indépendantes, l’équ. se partagera en 
plusieurs autres, en égalant leurs coefficients à zéro, 

Au lieu de cette marche, on peut prendre la suivante, qui est 
plus élégante. Soient u = 0, v = 0...., les équ. de condition don- 
nées ; on multipliera leurs variations du, dv...., par des indétermi- 
nées À, d’....; Ce qui donnera Adw — »\'dv ...., fonction connue 
de dv, dx, dy. Ajoutons cette somme à L, — L,, on aura 


L,—L,+ du + vou EL ..,,=0 CE e e _« (£) 


On traitera toutes les variations dx, dv,...., comme indépen- 
dantes, et égalant leurs coefficients à zéro, on éliminera entre ces 
équ. les indéterminées à, \.... On parviendra par ce calcul au 
même résultat que par la méthode précédente ; car on n’a fait que 
des opérations permises, et l’on obtient ainsi le même nombre 
d’équ. finales. Ce calcul revient à la méthode d'élimination donnée 
dans l’Algèbre (n° 111). 

- Il faut observer qu’on ne doit pas conclure des équ. # = 0, 
© — 0...., qu'aux limites on ait du —0, dv = 0... ; ces conditions 
sont indépendantes , et peuvent fort bien ne pas coexister. Si 


deux points donnés, Les équ. (D) sont celles de la courbe cherchée ; on en détermine les 
constantes par la condition que cette courbe passe par les deux points dont il s’agit. 

* Cela signifie, en Géométrie, que la courbe cherchée doit être terminée à des points 
qui ne sont plus fixes, mais qui doivent être situés sur deux courbes où deux surfaces 
données, 
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toutefois la chose avait eu lieu ainsi *, il faudrait regarder du = 0, 
do= 0...., comme de nouvelles conditions, et outre le terme Adw, 
il faudrait aussi comprendre x'4du..….. 

4° Nous ne dirons rien pour le cas où l’une des limites est fixe et 
l’autre assujettie à certaines conditions, ou même tout à fait arbi- 
traire **, parce qu'il rentre dans les trois cas précédents. 

928. Il pourrait aussi arriver que la nature de la question assu- 
jettit les variations dx, dy et dz à de certaines conditions données 
par des équ. € = 0,0 — 0...., et cela indépendamment des limites; 
comme, par ex., lorsque la courbe cherchée doit être tracée sur 
une surface courbe donnée. Alors l’équ. (B) ne se partagerait plus 
en trois, et les équ. (D) n’auraient plus lieu. Il faudrait d’abord 
réduire, comme ci-dessus, les variations au plus petit nombre pos- 
sible dans la formule (B) à l’aide des équ. de condition, et égaler à 
zéro les coefficients des variations restantes; ou, ce qui revient au 
même, ajouter à (2) les termes A6 + 109 -L .,,,; partager cette 
équ. en d’autres en y regardänt 2%, dy, d3 comme indépendantes; 
enfin, éliminer les indéterminées À, x... 

Nous ferons observer que, dans les cas particuliers, il est souvent 
préférable de faire, sur la fonction donnée Z, tous les calculs qui 
ont conduit aux équ. (B) et (C), au lieu de comparer chaque cas 
particulier aux formules générales précédemment données. 

Tels sont les principes généraux du calcul des variations : ap- 
pliquons-les à des exemples. | 

929. Quelle est la courbe CMK plane (fig. 44) dont la longueur 
MK, comprise entre deux rayons vecteurs AM et AK, est la plus petite 
possible ? 


On a (n° 803, 769) s = f Y (rdé E dr’) = 2Z, 


il s’agit de trouver la relation » — %, qui rend Z un minimum. La 
variation est 


jg PAP «or + r°d0 . dd0 + dr . ddr 
EX V/ (de + dre) L. 


* S'il s’agit d’une question de Géométrie, la courbe cherchée doit, dans ce cas, avoir 
à sa limite un contact d’un certain ordre avec la courbe ou la surface dont l’équ. est 
u = 0. 
: ** Alors la courbe cherchée a l'une de ses extrémités assujettie à passer par un 
point fixe, tandis que l’autre doit être ou quelconque, ou située sur une courbe ou 
sur une surface donnée, | 
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comparant à l'équation (4), où l’on supposera x — r, y —64,0ona 


d d 4 
TT, n = M =0, N=, 0=p= Pres, 


mn = 


les équ. (D) sont 


rdé? dr\ 7r°d8 
—— == d oc ees) Per met Ce 
ds ds ds 

En éliminant d9, puis ds, entre ces équ. et ds’ = r°d0° +- dr’, on 
reconnait qu’elles s'accordent ; en sorte qu’il suffit d'intégrer l’une. 


Mais la perpend. 47, abaissée de l’origine 4 sur une tangente quel. 
conque TM, est 


AT = AM X sin AMT = r sin B, 
qui équivaut (page 422) à 
Pres r tang B r°d8 r°d8 


—————©—— + OU = — —=C; 

V/ (1 + tang° 8)’ V” (r°d6? + dr?) ds ” 
comme cette perpend. est ici constante, la ligne cherchée est droite. 
Les limites M et À étant indéterminées, l’emploi des équ. (C) n’a 
pas été nécessaire. | 


930. Trouver la plus courte ligne entre deux points donnés, ow 
entre deux courbes données. 


La longueur s de la ligne est f Z — f y/(dx° +- dy +- dz’), 
(n° 791) ; il s’agit de rendre cette quantité un minimum; on a 
dZ =T ddx Rap dy = dy —— ds; 


et comparant avec la formule (4), on trouve 


de __ dy sn 1084 
ds”? nude” dell 


les autres coefficients P, p, 7... sont nuls. Les équations (D) de- 
viennent donc ici 


dx ds 
(= (#0 af 0 


d’où l’on conclut de — ads, dy — bds et ds == cds. En carrant et 
ajoutant, on obtient a? - b? + c? — 1, condition que les con: 


m—= 0, Mb, == 04 n —= 
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stantes a, b, c doivent remplir pour que ces équ. soient compatibles 
entre elles, Par la division, on trouve 

dy ”* ‘b “ds 0 

———, —— —; d'où br = ay + a, cv = az + b'; 

sp" ra à °95 pe z: y+ a, + b'; 
les projections de la ligne cherchée sont donc des droites; ainsi 
cette ligne est elle-même une droite. 

Pour en déterminer la position, il faut connaitre les cinq con- 
stantes a, b, c, a’ et D’. S'il s’agit de trouver la plus courte distance 
entre deux points fixes donnés (fig. 85), (x, y,z), C(x, y, z,), il 
est clair que dx, dy,, dy... sont nuls, et que l’équ. (C) a lieu d’elle- 
même. En assujettissant nos deux équations à être satisfaites lors- 
qu'on y substitue x, x, y, etc., pour #, y et z, on obtiendra quatre 
équ., qui, avec @° + b? + ©? = 1, détermineront nos cinq con- 
stantes. 

Supposons que la 2° limite soit un point fixe C dans le plan y, 
et la l'° une courbe Æ4B, située aussi dans ce plan; l'équation 
bx — ay + a’ suffit alors. Soit y, = fx, l'équ. de 4B; on tire 

À : dx di 
d'y, = Adw ; l'équ. (C) devient L — RER dx —- — . d'y; et comme 
la 2e limite C'est fixe, il suffit de combiner ensemble les équations 
d'y, —= Adx, et de, .dx, + dy,. dy, = 0, En éliminant dy, on obtient 


dæ, + 4dy, — 0. 


On aurait pu aussi multiplier l’équ. de condition dy, —- 4dx, = 0 
par l’indéterminée 1, et ajouter à Z, ce qui eût donné 


dx dy 
à sue À —. : d* — 
ds dx, + ds, dy, 2n Ady, À A Ÿ, 0, 
. Pet. dæ, dy, pins, 
d’où ue Se de SNA 


Éliminant à, on obtient de même dr, + 4dy, = 0. 

Mais puisque le point À (x, y,) est sur notre droite 4C, ona aussi 
bdz, — ady ; d’où a = — bA, a —— _ —?, ce qui fait voir 
que la droite 4C est normale (n° 762) à la courbe proposée 42, 
La constante a’ se détermine par la considération de la 2° limite qui 
est fixe et donnée. 

… Il serait facile d'appliquer le raisonnement précédent aux trois 
MATIÉM. PURES, T, II. 5 4 
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dimensions, on parviendrait à la mème conséquence ; on peut 
donc conclure qu’en général, la plus courte distance 4C (fig. 86); 
entre deux courbes 4B, CD, est la droite 4C qui est normale à 
l’une et à l’autre. | 

Si la plus courte ligne demandée devait être tracée sur une 
surface courbe, dont # — 0 serait l'équ., alors l’équ. (B) ne se dé- 
composerait plus en trois, à moins qu'on n’y ajoutàt le terme Ad» ; 
alors on pourrait regarder dx, dy et ds comme indépendants, et 
l'on trouverait les relations 


dr du dy du _ . ds du 
d+as=0, TI A7 TL dt À = 0. 


Éliminant à, on a les deux équations 


du dæ du dz du dz du dy 
of) (a) (à) (Ge (à)= (à) 2(@): 
qui sont celles de la courbe cherchée. 
Prenons pour exemple la moindre distance 4’C’ mesurée sur une 
sphère qui a son centre à l’origine : d’où 


du d 


w du 
u = 27 + gp Le —r— 0, = 2 dy eu 


de © 


; 23; 


Nos équations deviennent, en prenant ds constant, 
zdx = 23, 2d°y —yd?z, d’où yd’r — xd’y. 
Intégrant, on a 
zdx — sdz — ads, dy — ydz— bds, ydx — xdy = cds. À 


En multipliant la 1° de ces équ. par — y, la 2° par x, la 8e par z, 
et ajoutant, on trouve ay — bx + cz, équ. d’un plan qui passe par 
l'origine des coordonnées. Ainsi, la courbe cherchée est le grand 
cercle 4’C’ (fig. 86), qui passe par les deux points donnés 4’ et C, 
ou qui est normale aux deux courbes 4’B et C’D, qui servent de 
limites, et sont données sur la surface sphérique. 

981. Lorsqu'un corps se meut dans un fluide, il en éprouve une 
résistance qui dépend de sa forme, toutes circonstances égales d'ail- 
leurs : si ce corps est de révolution et se meut dans le sens de son 
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axe, la Mécanique prouve que la résistance est la moindre possi- 
ble, quand l’équ. de la courbe génératrice remplit la condition, 

*_ydy yy "dx 

dæ* + dy Er br 
Déterminons cette courbe génératrice du solide de moindre résis- 
tance, En prenant la variation, on trouve 


"minimum, d'où Z = 


— 2ydydx — 2yy° 


m = 0, de dy} — + y}? Po... 
Fe dy on y'#dx se Ju HE, LA 
da L dy  _ 1+y° (1 + y} 


la 2° équ. (D) est M — AN — 0 ; et il suit du calcul qu’on vient de 
faire sur Z, que 


HR VER EC REUr, 
dE) = 0 + Nay = AN + Nay, 


à cause de Â —d{AW. Ainsi, en intégrant, on a 


y°y , _ WB+Y) 
detre Nyse 
Er y TT (+EyYr 
Donc a(1 + y°} = 2yy%, Observez que la 1° des équ. (D), ou 
m — dn—=0, aurait donné de suite ce même résultat, savoir, 
— du —0, ou — n —= a; en sorte que ces deux équ. conduisent 
au même but. On a 


a(1 y} = #, de 
=, z =f+- En Ci ELU ; 


en substituant pour y sa valeur, cette intégrale est facile à obtenir; 
il reste ensuite à éliminer y’ entre ces valeurs de x et de y, et l'on 
obtient l’'équ. de la courbe demandée, contenant deux constantes 
qu'on déterminera d’après des conditions données. 

932. Quelle est la courbe ABM (fig. 46), dans laquelle l'aire BODM, 
comprise entre l’arc BM, les rayons de courbure BO, MD, qui le ter- 
mirent, et l'arc OD de la développée, est un minimum ? L'élément 


de l'arc AM est ds — dx W/ (1 + y°); le rayon de courbure HD 


3 
1 y° 
est LEP, (n° 773, p. 371); le produit est l'élément de l'aire 


84" 
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proposée, 
JDE _ Gap 
dz . d’y 
Jl s’agit de trouver l’équ. y — fx, qui rend /'Z un minimum. Pre- 
nons la variation dZ, et nous bornant à la 2° des équations (D), qui 
suffit à notre objet, nous trouvons 


MÉSONIN PAP NE 


Let pi je pe G# 
N — TT de. dy * dy — ARTS «4y', P = — =. de : 


OT 
d (LT) —=Ndy + Pdy".dx= #ady + dP.dy + Pdy”.dx, 


en mettant 4a  dP pour NW. D'ailleurs y”dx — dy, change ces 
deux derniers termes en 


(y*4P E Pdy”) de = d(Py”). de — —a(t+ +), 
Donc, en intégrant, ii — ay" + b, 
Cm ue _. de — 29 + b)dy 
2aÿ + D) CRÉES 
enfin, æ = © + =. LRRT + b. arc (tang = y’). 
D'un autre côté, y = j'y dr = y'x — fxdy, ou 


Yy=YE — cyÿ mb Er TE = dy — S'hdy + are (tang — y'), 
ce dernier terme s'intègre par parties, et l’on a 


y= ya — y — (by — à) . arc (tang = y) +-f. 
Éliminons l'arc tang. entre ces valeurs de x et de y : 


by = ao — 0) + GE + 0 
__ (by — a)dx bdy — adx k 
V° (by REP UT RERe, ds VV Gy — ar +9) 


enfin (LV, p.408), s —9 (by — ax + g) +, 
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Cette équation, rapprochée de celle de la page 443, V, montre que 
la courbe cherchée est une ceycloïde, dont on déterminera les quatre 
constantes d’après un égal nombre de conditions données. 


d 
933. Prenons pour 3° ex. la fonction Z — 7 s étant un 


arc de courbe, ou ds — dx? + dy? + dz* : il s’agit de rendre SZ 
un minimum. Ce problème revient à trouver la courbe AC (fig. 85) 
suivant laquelle un corps pesant doit tomber, pour mettre le moins 
de temps possible à passer de C’ en 4 (voy. ma Mécanique, n° 192). 
Formant la variation dz, nous trouvons 


___ —ds #4 dx N=— dy v3 M pq 
Fay eh)" dy (2h) — ds) (29) dsy (3h) 


enfin, »m —= M —P.... — 0. Les équ. D deviennent 


Nous omettons ici la 3° équ., qu'on peut démontrer être comprise 
dans les deux autres; condition sans laquelle le problème proposé 
serait absurde. En intégrant, et divisant l’un par l’autre les résul- 
tats, on obtient dy — adx ; ce qui prouve que Îla projection de la 
courbe sur le plan +y est une droite, et que, par conséquent, cette 
courbe est décrite dans un plan perpend. aux æy. Prenons ce plan 
pour celui des +3; la 1°° des équations (1) suflira, et nous aurons 
kdx — ds y (3 — h); et comme ds — dx? + d#, on trouve 
#4 ds.y/(z — h) 

VHS 
que cette équ. est elle d’une cycloïde (voy. p. 363, VI) dont Æ? est 
le diamètre du cercle générateur. 

Quand les limites sont deux points fixes 4 et C’ (fig. 85), il 
n’y a aucune autre condition à remplir, si ce n’est de faire passer 
la cycloïde 4C’ par ces deux points, ce qui détermine les valeurs 
des constantes k et L. 

Si la 2e limite est un point fixe C’, et si La 1° est une courbe 4B, 
située, ainsi que le point fixe, dans le plan vertical des #3, on a 


. En posant 3 — #?  h — u, on reconnait 


dx, = d3,—= 0, 


et L = +. 0% 
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I] suffit de rendre L, nul, en ayant égard à la 1°° limite qui est une 
courbe 4B dont x, — /f:, est l'équation donnée. On en déduit 
dx — Adz,—= 0; multipliant par à, ajoutant à Z, on trouve les 
deux équ. 
dx, dz, 
Eye TT GyG 


En éliminant à, on obtient dz, + 4d%" — 0. La cycloïde devra 
donc couper à angle droit la courbe donnée 4B; la constante 4 
sera déterminée en comparant l’équ. de la cycloïde à la précédente, 

‘On trouvera dans les trois dimensions la même conséquence, de 
sorte que la courbe de plus vite descente, en partant d’une courbe 
quelconque CD (fig. 86), pour aller à une autre 43, est une eycloïde 
A'C', normale à ces deux dernières. La même chose aurait aussi 
lieu si les deux limites étaient prises sur deux surfaces courbes, 
ainsi qu'on peut s’en convaincre. 

Quand la courbe doit être tracée sur une surface donnée par 
son équation # — 0, l’équ. (B) ne se partage en trois équ. qu’après 
avoir ajouté Ad, ce qui donne, au lieu des équ. (1), trois équ. entre 
lesquelles, éliminant À, on aurait celles de la courbe cherchée. Si 
l'on avait pour limites deux points fixes, les constantes seraient dé- 
terminées par la condition que la courbe passât par ces deux points : 
lorsqu'on a pour limites deux courbes, celle qu’on cherche doit les 
couper à angle droit comme ci- dessus, Ainsi, le reste du problème 
est le même dans les deux cas. 

934. Quelle est la courbe BM (fig. 78) dont la hieut est donnée, 
qui passe en B et en M, et qui intercepte entre ses ordonnées terminales 
BC, PM et l’axe Ax, Paire la plus grande ? fydx doit être un maxi-« 
mum , l'arc s étant constant : il faut done combiner la variation de 
SZ = f'ydx avec celle de fy/ (dx° + dy) — const. — 0, suivant 
ce qu’on à vu n° 926, afin de pouvoir partager l'équ. B en deux 
autres. On trouve pour la variation complète 


(use + ar a+ EE A 
s 


— A} —=0. 


SA dæ d 
d'où m0, n=Y HAT) Mdr, Ni: ds 
dx dy . 

et YHAe =, PAS À PETER Ge 
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Ces équ. sont identiques, puisqu’en intégrant l’une ou l’autre on 


parvient au même résultat ; on ne doit donc pas éliminer à entre 
elles, La 1°° donne, en mettant y/ (dx? - dy”) pour ds, 


4 VGA y 


LS Fu OÙ (x — c'} Æ (y—c) =, 


La courbe cherchée est donc un cercle ; et suivant qu’il tourne 
sa convexité ou sa concavité à l’axe des x, l'aire est un minimum ou 
un maximum. On doit déterminer les constantes ©, c’ et À par la 
condition que le cercle passe par les points B et Æ, et que l’arc BM 
ait la longueur exigée. Tel est le plus simple des problèmes 
d'Zsopérimètres. 

935. Quelle est la courbe BM (fig. 78) pour laquelle l’aire BCMEP soit 
donnée, l’arc BM étant le plus court possible? On a ici 


4 / (dx? + dy”) = minimum, 


avec la condition /'ydx — const. = 0. En imitant le raisonnement 
ci-dessus, on obtient 


E y =0, x — = é: 
équ. visiblement les mêmes que celles que nous venons de trouver : 
le cercle est donc encore la courbe demandée. 
936. On demande quelle doit être la courbe MK (fig. 44) la plus 
courte possible, l'aire MAK comprise entre les deux rayons vecteurs 
AM, AK étant donnée ? 


On doit avoir s= /y/ (dæ° dy”) = minimum, avec la condi- 
tion (n° 769), J'< (ædy — ydx) — const. : ce qui donne 


dæ . dde + dy.0dy 
ds 


L dx Lys ; dy à à à 
21dy — d — Ly)= 0, +de + d (2 ‘ae = 0. 


22 (dy. dv Lx. ddy— de. dy — y.ddx) =0. 


Ces équ. s'accordent visiblement, et il suffit d'intégrer la 1°, à étant 
une constante arbitraire ; il vient 


y+o= TE, ou (ay + c) — dep [1 —( (ay + c)]. 
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On fera ay + c = , et l'intégration sera facile (n° 809, IV) : on 
trouvera (àx + b} (ay + c} — 1, ou, si l’on veut, 


HE +y+e}=r. 

La courbe cherchée est donc un cercle, assujetti à passer par les 
points À et X, et à former l’aire W4K de grandeur donnée. En 
sorte que toute autre courbe, passant par deux points # et XÀ de 
cette circonférence, et formant la même aire, aurait l’arc intercepté 
dans l'angle MAX plus long que l'arc de cercle, quels que soient 
les points # et À. On verra de même que le cercle répond aussi 
au problème inverse : de toutes les courbes, d’égale longueur entre 
deux points donnés, quelle est celle dont l’aire MAK est un maxi- 
mum ? 

937: Parmi toutes les courbes planes, terminées par deux ordon- 
nées BG, PM (fig. 71), qui engendrent dans leurs révolutions des 
corps dont l’aire est la même, on demande quelle est celle qui produit 
le plus grand volume? 


On a j'rydx = maximum, et f'2ry V/ (dx® — dy) — const. 
D'où ilest facile detirer 
se y —=0c, ydx + ads — d Ce). 


Ces équ. s'accordent entre elles, et la 1°° donne 


EE CU ER APP D RE 
V4 [4r D'ECR (c res y°}] 
Si la constante c — 0, on trouve dr — seu d’où 


| PAU — 4) 
(x — b}° + y° = 4» ; équ. d’un cercle dont le centre est en un lieu 
quelconque de l’axe des x, et qui doit passer par les deux points 
donnés. Toutefois ce cercle ne répond au problème qu’autant que 
l'aire engendrée par la révolution de lare CM se trouve avoir 
l'étendue exigée : en effet, l’équ. intégrale ne renferme que deux 
constantes, qu’on déterminera par la condition que la ligne passe 
par les points C et H. La solution sénérale du problème est donnée 
par Péqu. (1). 

938. De toutes les courbes planes, d’égale longueur entre deux points 
donnés, quelle est celle qui, dans sa révolution, engendre un volume 
où une aire maximum ? 
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Dans les deux cas, /'y/ (dx? - dy”) = const. En outre, dans 
l'un /7y°dx, et dans l’autre /'2ryds (n° 792), doit être un maximum. 
D'abord, dans le 1 cas, Z — ry°dx. En raisonnant comme ci- 
dessus, on trouve 


xdæ LORS € — ry°)d 
MT d’où de 


La courbe dont il s’agit ici jouit de la propriété que son rayon de 


courbure R est — ns (n° 774, 6°) ; en effet, on a 
2ry 


1 [ À ? | RE 2V7y FORME 
V C— rÿ TG — 5) org" 


Cette courbe est l’Élastique, dont le rayon de courbure est en raison 
inverse de l’ordonnée. Outre c et À, on a une 3° constante; les con- 
ditions que la courbe passe par les deux points donnés, et ait la 
longueur exigée, servent à déterminer ces trois quantités. | 


Dans le 2e cas, Z — f'2ry V/ (dx? + dy), d’où 


2ryde-hde 


Grur— in 
ds 


 VL@y+w—-eT 
La courbe demandée est une Chaïnette (p. 417), dont l’axe est ho- 
rizontal : il y a maximum où minimum , suivant qu’elle présente à 
l’axe des x sa concavité ou sa convexité. 

939. Quelle est la courbe de longueur donnée s, entre deux points 
fixes, pour laquelle [yds est un maximum ? On trouvera aisément 


cdy 


dx 
1 —— d'où Mdr ME 
nt, (VIUEA el 


: d ds J 
On obtient la même courbe que ci-dessus, Comme ee est l'or- 


donnée verticale du centre de gravité d’un arc de courbe dont s est 
la longueur (voy. ma Mécanique, n° 64), on voit que le centre de 
gravité d’un arc quelconque de la chainette est plus bas que celui 
d’un arc de toute autre courbe terminé aux mêmes points. 

940. En raisonnant de même pour /'ydx — minimum, et 
J'ydx = const., on trouve y ày — c, ou plutôt y — c: on à une 
J'y'dæ 
2/ yde 


droite parallèle aux x. Comme est l'ordonnée verticale du 
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centre de gravité de touteaire plane (v0y. ma Mécanique, n°68), celui 
d'un rectangle vertical dont un côté est horizontal, est le plus bas 
possible. En sorte que toute masse d’eau dont la surface supérieure 
est horizontale, a son centre de gravité le plus profondément situé, 

Consultez l'ouvrage d’Euler, intitulé : Methodus inveniendi lineas 
curvas maximi minimive proprietate gaudentes. 


CHAPITRE VII. 
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Méthode directe des Différences. Interpolation. 


941. Étant donnée une série a, b, c, d. ..., retranchons chaque 
terme du suivant; à —b— a, b'=c— b, © —d — c....forme- 
ront la série a’, D’, c’, d’.... des différences premières. 

On trouve de même la série a”, D”, c”’, d”’.... des différences se- 
condes, a” = b!— à, b" —= © — D, ©” — d' — c',...; celles-ci 
donnent les différences troisièmes a” = b" — a”, "= c" — b"..….; 
et ainsi de suite. Ces différences sont indiquées par A, et l’on donne 
à cette caractéristique un exposant qui en marque l’ordre ; A” est 
un terme de la suite des différences #*%. On conserve d'ailleurs à 
chaque différence son signe, lequel est — , quand on la tire d’une 
suite décroissante. 

Par exemple, la fonction y = 2° — 9x + 6, en faisant successi- 
vement # = 0, 1, 2, 8, 4... . donne une série de nombres, dont 
y est le terme général, et d’où l’on tire les différences, ainsi qu’il 
suit : 


pour _æ = 0, Fr 2, 8, 4, 5, 6, À db de 
série #ÿm6,— 9,4, 6, 34, 86, 168, 9286..... 
diff. tres Ay = 8, — 9, 10, 98, 52, 89, . 118.... 
diff, 2es A2y = PURES | FORRE à. ES OR ES EE A 
diff, 3es Ay = Go angle 6j pommes. (Es 


942. On voit que les différences troisièmes sont ici constantes, 
et que les différences deuxièmes font une équidifférence : on arrive 


MÉTHODE DIRECTE, 539 
à des différences constantes toutes les fois que y est une fonction 
rationnelle et entière de x, ainsi que nous l’allons démontrer: 

Que dans le monome kx”* on fasse x = 4, LB, »....0, x, À (ces 
nombres ayant À pour différence constante), on a la série 
ka”, k6", hp. ., 0", kx°, AA. Comme x = À — h, en dévelop- 
pant 4x" = k (à — h)", et désignant par », 4’, 4”... les coefñi- 
cients de la formule du binôme, on trouve 


Re (a — 9) => km — LA Pa 2 LE RA'RIAMES, 


Telle est la différence première entre deux termes quelconques de 
la série ka”, kB", k>". ... La différence entre les termes qui pré- 
cèdent, ou k(x” —- 4”), s'en déduit en changeant à en x, x en; et 
comme # = À — h, il faut mettre à — } pour À dans ce 2° mem- 
bre : 


km} kA Te Q—-h)2., = EMA [A4 +m(m—1)1k hr 2, 


Retranchant ces résultats, les deux premiers termes disparaissent, 
et il vient, pour la différence 2° d'un rang arbitraire, 


km (m — 1) Ram" — BRAS LE... 


Changeant de même à en à — } dans ce dernier développement, 
et retranchant, les deux 1° termes disparaissent, et l’on a pour 
différ. 3e, 

km (mm — 1) (m — 2) ha" — RB'RAAT—E, 


et ainsi de suite. Chacune de ces différences à un terme de moins 
dans son développement que Îa précédente ; la 1° a » termes; la 
2e en a m— 1, la 8° m— 2...., etc.; d’après la forme du 1‘ 
terme, qui finit par rester seul dans la différence »#°, on voit que 
celle-ci se réduit à la quantité constante 1.2.3,.,. mk&h”. 

Si dans les fonctions Æ et N, on prend pour + deux nombres, 
les résultats étant » et n, celui qui provient de H + N est n-n,. 
Soient de même »’ et n’ les résultats donnés par deux autres va- 
leurs de x; la différence L'°, provenue de M + N, est visiblement 
{nm — m') H(n — »’). Il faut en dire autant des différ, 3°, 4°....: 
la différ. de la somme est lu somme des différ. 

Done, si l'on faitx = «, B, 9.... dans ka” pr"—1 L,,.,,,la 
différ, (+ — 1)° de px”—1 étant constante, la »° sera nulle, donc 
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pour notre polynôme la différ. m° est la même que s’il n’y avait que 
son 1* terme 4x”. Donc, la différence m° est constante, lorsqu'on 
substitue à x des nombres équidifférents, dans une fonction rationnelle 
et entière de degré m. 

943. On voit donc que, si l’on est conduit à substituer des nom- 
bres équidifférents, ainsi qu’on le fait pour résoudre une équ. nu- 
mérique (pages 82 et 196), il suffira de chercher les (» 1) 1°** 
résultats, d'en former les différences 1", 2%,,,. : la #° n'aura 
qu’un terme ; comme on sait qu’elle est constante et —1.2,3....mkh"", 
on prolongera cette série à volonté. On prolongera ensuite, par des 
additions successives, la série des différ. (2 — 1)” au delà des deux 
termes connus ; celle de (m» — 2)* sera de même prolongée... ; 
enfin la série des résultats provenus de ces substitutions, le sera 
aussi, autant qu'on voudra, par de simples additions. 


2? — 2x + 1. 


C’est ce qu’on voit dans cet ex. : 2° 


DAS N D ès TOC OUT DE 0 TR ee 


TE. Va 
uonne.….. 15 — 1, 1, 15 2es 4, 710,110, 22,020) 104: D ae 
Are. diff., — 092, 9, 219 Ares — 9, + 9, 12, 28. 50. 78. 112... 
2e. sie 4, 10 Résultats ANS AN IGN ITA. 
Tel enra ses 6 Pour re 0. RE UC LATE PPT oral PES 


Ces séries se déduisent de celle qui est constamment 6.6.6.... 
et des termes initiaux déjà trouvés pour chacune : un terme s’ob- 
tient en ajoutant celui qui est à sa gauche, avec le nombre écrit au- 
dessus de ce dernier. On peut aussi continuer les séries dans le sens 
contraire, pour obtenir les résultats de x = — 1,—2,—3.... 
Un terme s'obtient alors en retranchant le nombre inscrit au-dessus de 
l’inconnue de celui qui est à droite de celle-ci. 

Dans le but qu’on se propose, de résoudre une équ., il n’est plus 
besoin de pousser la série des résultats au delà du terme où l’on ne 
doit rencontrer que des nombres de même signe, ce qui arrive dès 
que tous les termes d’une colonne quelconque sont positifs du côté 
gauche, et alternatifs dans Le sens opposé, puisque les additions ou 
soustractions qui servent à prolonger les séries conservent con- 
stamment ces mêmes signes aux résultats. On obtient donc, par 
cette voie, des limites des racines soit positives, soit négatives. 

944. A l'avenir, nous désignerens par y, la fonction de x qui est 
le terme général de la série proposée, et engendre tous les termes, 
en faisant x — 0, 1, 2, 8....; par ex., y, désignera, qu’on y a 
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fait # — 5, ou qu'on a égard au terme qui en a 5 avant lui (le 
nombre 91, dans le dernier ex.). D’après cela, 


Y1 — Yo — ÀYo) Ya — Yi AY» Ya — Ya = AYrcore 
AY; — AYo = dYoy AY, — AY —= AY AY, — AY, = AY... 
Ar — Yo = AYoy AY, —AY,—= Ayyy AY, — etc. 

En général, 
Yx eur Yr—, — AYr—, 2 
AYx — AYr—i Y xx 9 
AY — AY, —= Ay,_,, etc. 


| 


945. Formons les différences de la série quelconque 


a.b.c.d.e…. | b —=a +a, ce —=b +b, d —=c +c …, 
At,a”.b’.c'.d'.e"..…. | b =a +a’, © =b +b!, d =c +c'..…, 
A2... a!’.b!’, dt. b'’ —q/! + a, c’’ — +", d'' — ç/! Tr AT 
2 


Ds OT PRO etc, | Pal HT ot DE EEE 0? + re, 


En éliminant b, D’, e, c’...., des équations de la 1° ligne, on ré- 
duit le 2° membre à ne contenir que a, a’, a”.... On peut aussi ob- 
tenir des valeurs de 4’, a”, a””...,, qui ne renferment aucune 
lettre accentuée : on trouve 


—ata, c—at a La’, d—a+3a +3" +a”, 
e—a+ 4 + Ga” Lha"+ a", f— a+ 5a + 104” etc. 
a'—b—a, &"—c— 2b La, a"—d—3c + 8b — a. 


Comme les initiales a’, a”, a”. ... sont Ayo, A’ÿo, Ayoe + . +, et que 
a, b, c, d..."Y'sont y, Yi Y,s Ye + 5 +) ON tTOUYE 


Yi = Yo AYo3 À Yo=—= Yr — Yo 

Ya = Yo + 24Yo + A°Yo) ÀYo = Ya 21 À Yor 

Ys = Yo À 3Aÿo + 8A°Yo À Ayo | Ayo —Ys —8y, À 3Y1 — Yo 
Ya = Yo + 4AY, + 64°y, etc. Ay, = y — 4y, +6, etc. 


En général, 


Ya = yo 24yo +2 ” 


— — 2 
EL VOIES pos a 3 AY «ss A) 


n—1 n—1 


ai 
Ayo = nn RE Yon à Unes res (B) 
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946, Ces équ. donnent, l’une un terme quelconque de rang x (le 
terme général de la série), quand on connaît le 1er terme de tous les 
ordres de différences ; l’autre l’initial de la série des »‘° différences, 
connaissant tous les termes de la série Yo, Y:9 Ye « « Pour appli- 
quer la 1"° à l’ex. du n° 945, on fera 


Yo = 1; AYo = — 2, A°Yo = À, À = 6, A6= 0... 
d'où ya —1—2 2427 (2—1) + x(x—1) (2 —2) = 28 — 2° — 2041, 


On se grave dans la mémoire les équations (4) et (BP), en remar- 
quant que 


(14 ay), AY =(y— 1}, 


pourvu que, dans les développements de ces puissances, on trans- 
forme les puissances de Ay°, en exposants de A, pour marquer 
l’ordre des différences, et les puissances de y en indices, mais il faut 
qu’on mette y° au lieu du 1° terme 1. 

947. Quelle que soit la série proposée ü, b, c, d...,, on peut 
toujours la concevoir tirée d’une autre dont on aurait omis pério- 
diquement certains termes, par ex., dont on aurait pris les termes 
de 2 en 2, ou de 3 en 3, ou de 4 en 4,... Étant donnée la 1re 
série 4, b, c....ou plutôt son terme général y, (équ. 4), propo- 
sons-nous de retrouver cette suite primitive, que nous désigne- 
rons par 


(4) e a’ e a”. ® + © a: 0 b L b' L D'ta . ee © pi: e € e c' L Le ee. +. etc....(C). 


On voit qu’on suppose ici que L — 1 termes ont été supprimés entre 
a et b, autant entre b et c...., lesquels termes étaient soumis à la 
même loi de génération que la série a . b. c.. .. qui en fait partie. 
L’interpolation consiste à insérer entre les termes d’une suite propo- 
sée, un nombre désigné de termes soumis à la même loi : pour in- 
terpoler, il faut donc trouver ces intermédiaires, ou plutôt le terme 
général de la série (C). Il suffit visiblement de poser dans l’équ. (4), 


r or je Z 
terme général de a, b, c.... la condition + — > # marquant le 


rang d’un terme de la nouvelle série (C); car en faisant 


Zz — 0, €, 2, O1 PRE k, A) + 1, k + Dérteres 2h. etc. 


on a d — | EEE (Z ind 4) termes... MALE (A pà 1) TOLMES,sovee Dire etc, 
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On retrouve donc ainsi les mêmes nombres a, b, c.... que si l’on 
eût fait & = 0, 1, 2.... dans 4, et en outre  — 1 termes inter- 
médiaires. Cette sibstitution conduit à 


(z — ee x(z — h) (z — 2h) 


Ye = ÿ + = + - 7 na CL de (D) 
Cette équ. donnera y, quand # — z, z étant entier ou fraction- 
naire. On tire de la série proposée, 4, b, c, d... ., les différences 
de tous les ordres, et le terme initial de ces séries représente 
A', A, , 

Mais, pour pouvoir appliquer cette formule, il faut qu’on soit 
conduit à des différences constantes, afin qu’elle soit terminée, ou 
au moins qu'elle ait pour A', 4°,... des valeurs décroissantes qui 
rendent la suite D convergente : le développement donne alors la 
grandeur approchée d'un terme répondant à æ=— z; bien entendu 
qu'il ne faut pas que les facteurs de A croissent assez pour détruire 
cette convergence, ce qui restreint z à ne pas dépasser une limite. 

Par ex., on trouve n°364, X, que 


l'arc de 60° a pour corde 1000,0 


2 1 — 7) 
Co À AOTE.6 be GE ur A= — 9,0 
LL RER LC RRERE 1147,2 70 2 ++ 2,3. 
EL NIER .1217,5 


Puisque la différence est à peu près constante, du moins de 60° à 
75°, on peut, dans cette étendue, employer l’équ. (D); faisant 
h = 5, il vient, pour la quantité à ajouter à y, = 1,000, 


2,746. 2 (2 — 8) — 15,19. z— 0,04. 


Ainsi, en prenant 3 — 1, 2, 8...., puis ajoutant 1000, on en tire 
les cordes de 61°, 620, 630,,,.; et même prenant pour z des va- 
leurs fractionnaires, on a la corde d’un arc quelconque intermé- 
diaire entre 60° et 75°, Mais on ne doit guère étendre l’usage des 
différences ainsi obtenues, au delà des limites d’où elles ont été 
tirées. Voici encore un ex. : 


On a log 3100 = y, — 4913617 


log 3110 — 4927604 © — Se At s— LE 4h 
log 3120 — 4941546 Le ù dé 


log 3130 = 4955448 
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Nous considérons ici la partie décimale du log. comme étant un 
nombre entier. En faisant À — 10, il vient, pour la partie additive 
à log 3100, 


1400,98 . z — 0,228 . z°. 


Pour avoir les log. de 3101, 3102, 3103...., on fera z — 1,2,38...., 
et même, si l’on veut log 3107,58, on prendra z — 7,58, d'où ré- 
sultera 10606 pour quantité à ajouter au log. de 3100; savoir, 
log 310758 — 5,4924228. Joy. mon Astronomie pratique, n° 77, 
et ma Géodésie, n° 378. 

948. Ces procédés s’emploient utilement pour abréger le calcul 
des tables de log. de sinus, de cordes, etc. On se borne à chercher 
directement des résultats d'espace à autre, et on comble ensuite 
l'intervalle par Znterpolation. 

Le plus souvent la série proposée a, b, c...., ou la table de 
nombres qu’on veut interpoler, répond aux rangs 1, 2, 8...., alors 
h — 1, et l’on cherche quelque terme intermédiaire à y et y: ré- 
pondant au rang z; l'équ. (D) devient alors 


z — ] g—1 z—)9 
Y: = Yo + zA' 3. 5 A3. TR A$Letc....(Æ) 


1° Quand il arrive que 4° est nul, ou très-petit, la série se réduit 
à y, + ZA'; d’où l’on tire que la diff. zA' croît proportionnelle- 
ment à z; c’est-à-dire, qu’il faut ajouter à y, une partie de A! pro- 
portionnelle à z. Nous avons fait souvent usage de cette remarque 
(n°91, III, et 626). 

2° Lorsque 4° est constant, ou A très-petit, ce qui arrive le plus 
souvent, 


= yes [at + E(s— 1) 41 


Ainsi formez =(z — 1) A, et corrigez A! de cette quantité ; puis 
considérez la série comme ayant ce résultat pour différ. 1°, et que la 
différ. seconde y fût nulle; ce qui ramène la recherche au cas pré- 
cédent. Par ex. 


log 310 — 2,4913617 — Yo 


log 311 — 27604 ae EL Iilge À: 
log 319 — 41846 Re LL 
log 313 — ‘58443 
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Comme les 4° sont constants, pour avoir log 310,758, on fait 
3= 0,758, d'où = (z — 1) À — 0,121 . 45 — 5,445 ; ajoutant à 
A’, on a 13992,445 qu’il faut multiplier par s; le produit est 
10606,27 ; dont log 310,758 — 2,4924223. 

3° Quand A* est constant, ou que A est négligeable, la série (Æ) 
n’a que quatre termes, et l’on voit qu'il faut corriger A? de 
= (5 — 2) 4, et regarder cette quantité 4° comme une différence 
2e constante ; et ainsi de suite. 

On peut voir des applications de cette théorie à la p. 101 des 
tables de log. de Callet, où l’on calcule ces log. avec 20 décimales. 
* 4° Réciproquement, si les termes y. et y, sont donnés et qu’on 
demande le rang z du 1°, la différ, 2° étant constante, on a 


Y: D, Yo j 
FTie— De 


On fait d’abord le calcul en négligeant le 2° terme du dénom., ce 
qui donne une valeur approchée de z, qu’on substitue ensuite pour 
z dans la formule (Æ) sans y rien omettre. 

Si l’on connaît le résultat du calcul, dans l'ex. précédent, on en 
tire le numér. y: — y, — 10606, qui, divisé par A! — 13987, 
donne une 1° approximation , 3 — 0,758 : cette valeur mise pour 
Joe og. 

13992 

Le problème inverse se résoudra de même lorsque A* sera con- 
stant, etc. (voy. Conn. des Tems, 1819, p. 303). 

949. Voici une manière commode de diriger le calcul quand 4? 
est constant, et qu’on veut trouver # nombres intermédiaires suc- 
cessifs entre y, et y,. En changeant z en 3 + 1 dans (D) et retran- 
chant, on a la valeur générale de la différ. 1"° pour la nouvelle série 
interpolée : faisant de même sur celle-ci, on obtient la différ. 2e, 
Savoir : 


Pt ms 


ap UD LRO MUR EE) 


z, dans F, donne z — 


Pt rm rte 
Différ. 1°, = = + Aa ie LA pif durs 


2h? k?2 * 


On veut insérer » termes entre y, et y, ; il faut prendre À = n + 1; 
puis faisant z = 0, on a le terme initial des différences 


A? 


=, 


At 
(a + 1° “re n HT. 


MATHÉM, PURES, T, I, 


ï 
19: 


C4 
cx 
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on calculera d’, puis d'; ce terme initial d' Servira à coïnposer la 
suite des différences 1'* de la série interpolée (9° en est la diffé- 
rencé constante) ; puis, enfin, on a cétte série par de simplés addi= 
tions. | 
Veut-on, dans l'ex. de la p. 544, calculer les log. de 3101,3102, 
3103...., on interpolera 9 nombres entre ceux qui sont donnés : 
d'où n —=9, 2—— 0,45, M — 1400,725. On forme d’abord l'é: 
quidifférence qui a d' pour terme initial, et — 0,45 pour différ. 
constante, les différ. premières sont 


1400,725, 1400,275, 1399,025, 1399,375, 1398,925., ... 


Des additions successives, en partant de log 8100, donneront les 
log. consécutifs qu’on cherthe. 

Je suppose qu’on ait.observé un phénomène physique de 12/ en 
12/, et que les résultats mesurés aient donné 


CPR CPE - 
re A! = 222 
LA UP NT SUU | A = 144 
24 666 GR 144 
e L L e 510 


DOPHÉE LINE CUANELTO 


Si je veux trouver l’état qui répond à 4, 8, 12/...., j'interpolerai 
2 termes, d'où n — 2, d° — 16, —= 58; composant l’équidifié- 
rence qui commence par 58, et dont la raison est 16, j'aurai les 
différences 1° de la nouvelle série, et par suite celle-ci : 


Dit 1e x.) 86.74 à 90 . 106.122 .190..4.s 
Série. . . .. 78.136.210 « 300 . 406. 528.666... , 
Où, 4! 8%, 19, 16%, 207, 246... 


La supposition des différ, 2es constantes convient à presque tous 
les cas, lorsqu'on peut choisir des durées convenables. 

On fait fréquemment usage de cette méthode en Astronomie; et 
même quand l'observation, ou le calcul , donne des résultats dont 
les différences 2° offrent une marche peu régulière, on impute 
ce défaut à des erreurs, qu’on corrige en rétablissant une marche 
uniforme. | 

950. Les tables astronomiques, géodésiques..…., se forment d’a- 
près ces principes. On calcule directement divers termes, qu’on 
prend assez rapprochés pour que les différences 1"% ou 2% soient 


INTERPOLATION, 547 
constantes ; puis on ititerpole püur obtenir les nomibrés intérimé- 
diaires. Ÿ’, mon Astronomie pratique, n° 78. 

Ainsi, quand une série convergente donne la valeur de y, à l'aide 
de celle d’une variable x? au liéu de cälculer ÿ chaque fois que x 
est connu; quänd la formule est d’un fréquent usäge, on délérmine 
les résultats y pour des grandeurs de + graduellement croissantes, 
de manière que les y soient peu différents : on inscrit, en forme 
de table; chaque valeur de y près de celle de x, qu'on nomme 
l’Argument de cette table. Pour des nombres x intermédiaires, de 
simples pfoportions dontient +, conirhe on l’a vu pour lés log. 
(4% vol:, page 107), et à la siiple inspection, on obtient les résul- 
tats cherchés. 

Quand la série a deux variables, ou arguments, # et z, les valeurs 
de yse disposent en table à double entréé, commé celle de Pytlia- 
gore (n° 14); en prenant pour coordonnées & €t z, lé résultat est 
contenu däns la case détérminée ainsi. Par éx., ayant pris 3— 1, 
on rangëra suf la 1° ligne toutes les valeurs de y correspondantes 
àæz—1,2, 3....; on mettra sur une 2° ligne, celles que donne 
3 — 2; dans une 8°, celles dé 3 = 8... Pour obtenir le résultat 
qui répond à x = 8 et x = 5, on s'arrêtera à la casé qui, dans la 
3e colonne, occupe le 5° rang. Lés valeurs intermédiaires s’obtien- 
nent d’une manière analogue à ce qui a été dit (voy. p. 20 et 22). 

951. Nous avons supposé jusqu'ici que les x croissent par des 
équidifférences. S'il n’en est pas ainsi, et qu'o Cônnaisse les ré- 
sultats y — a, b, c, d.... provenus des suppositions quelconques 
z — à, B, >, d...., On peut recourir à la théorie exposée n° 465, 
lorsqu'il s'agissait de faire passer une courbe parabolique par une 
suite de points donnés : ce problème n’est en effet qu'une interpo- 
lation. On peut aussi opérer comme il suit. 

À l’aide des valeurs correspondantes connues a, x, b, B..., formez 
les fractions consécutives : 


Jabime PL b us d 0 zx ed 
NB 'a I en B? A EU Lie € date 7 
À; = À A; — A; À, — À, 
DB — Red 04 ? Br == és LG” B E— S 665 ; 
BD, — B y PB, — B, CO; = C 
C = Pan x ” (; tu ut TOMATE D= PT Lise 
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Éliminant entre ces équ., on trouve successivement 


b=— a + A(B — a), 
C— a+ A(y — à) + B (> — a) (> — B), 
d= à + A(9 — à) + B(9— &)(9 — B) + C(S — a)(9 — B)(a— 9), 


et en général 
Ya =@ + A(x— 0) + B(x — x) (x — 8) HC(x — a) (x — B)(x —9)... 


On cherchera donc les différences 1° entre les résultats a, b, c..…, 
et l’on divisera par les différences entre les suppositions x, B, »..…., 
ce qui donnera 4, 4;, À ,... ; traitant ces nombres d’une manière 
analogue, on en déduira B, B,, B,....; ceux-ci donnent €, C;..…..; 
et enfin substituant, on a le terme général demandé. 

En exécutant les multiplications, l'expression reçoit la forme 
a + ax + ax... de tout polynôme rationnel et entier ; cela 
vient de ce qu'on a négligé les différences supérieures (n° 942). 


Corde de 60° — 1000 , ages 
62.20" — 1035 5 4 17 99 —0,18 | B— — 0,085 
65.10 —1077 ÿ4 | 41407 —0,21 | B;—— 0,031 
69. 0 —1133 | FE 


on a GA 0) D 2 LP On dde 
On. peut négliger les différences 8°, et poser 
Yz = 1000 — 15,082 . x — 0,035x2. 


952. En considérant toute fonction y:, de x, comme étant le terme 
général de la série que donne æ =", m0 + h, m—+2h...., si l'on 
prend les différences entre ces résultats, pour obtenir une nouvelle 
série, le terme général sera ce qu’on nomme la Différence première 
de la fonction proposée y, qui est représentée par Ay.. Ainsi, on 
obtient cette différ. en changeant x en x + À dans y, et retran- 
chant y, du résultat; le reste engendrera la série des différences 1°°, 
en faisant æ —m, m — h, m + 2h, etc. C’est ainsi que 


PA? buses, (rer hi 2 
Re donne Ay: = de COR ES 


Il restera à réduire cette expression, on à la développer selon les 
puissances de h..., 
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En général, il suit du théorème de Taylor, que 


Aye = Yh + EYE EYTR L..., 


Pour obtenir la différence 2°, il faudrait opérer sur Ay,, comme on 
a fait pour la proposée; et ainsi des différences 3°, 4°... | 


Intégration des Différences. Sommation des Suites. 


953. L'intégration a ici pour but de remonter d’une différence 
donnée en x, à la fonction qui l’a produite; c’est-à-dire de retrouver 
le terme général y, d’une série ym3°Ym-yhs Ymahtees CONNAISSANÉ 
celui de la série d’une différence d'ordre quelconque connue. Gette 
opération s'indique par le signe &. 

Parex.,=(3x° x — 2) doit rappeler l’idée suivante, sachant que 
h = 1 : une fonction y; engendre une série, en y faisant x = 0, 1, 
2, 8... ; les différences 1°‘ qui s’ensuivent forment une autre suite 
dont 3%? x — 2 est le terme général (elle est ici — 2, 2, 12,28...). 
L'objet qu’on se propose en intégrant est donc de trouver y,, fonc- 
tion qui, si l’on met x + 1 pour x, donnera, en retranchant, le 
reste 32? L x — 2, 

Il est facile de voir que, 1° les signes £ et A se détruisent (comme 
Jet d) ; ainsi, EAfr — fr. 

2° A(ay) = aAy; donc Eay — ay. 

8° Comme A(4f — Bu) — AAt — BAu, de même, on a 
E(At — Bu) — ACt — BEu, t et u étant des fonctions de x. 

954. Le problème de déterminer y, par sa différence 1"°, ne ren- 
ferme pas les données nécessaires pour être résolu complétement ; 
car pour recomposer la série provenue de y,, en partant de — 2, 
2, 12, 28...., faisons le 1er terme y, — 4, nous trouvons, par des 
additions successives, a, a — 2, a + 2, a 12...., et a demeure 
arbitraire. £ 

Toute intégrale peut être considérée comme comprise dans l’é- 
quation (4} (p. 541); car en prenant x = 0, 1, 2, 3...., dans la 
différence l'e donnée en x, on formera la suite des différences 1"°; 
retranchant celles-ci consécutivement, on aura les différences 2%, 
puis les 8°, 4es..., Le terme initial de ces séries sera A'y,, A’yo...., 
et ces valeurs substituées dans (4) donnent yz, Ainsi, dans l’exem- 
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ple ci-dessus (qui n’est que celui du n° 943, quanda = 1), on a 
(n° 946) 


Ayo = — 2, AYo—4, Ayo = 6, Afyo—0...,; 


En général, le 1° terme y, de l’équ. (4) est une constante arbi- 
traire, qui doit s'ajouter à l'intégrale. Si la fonction donnée est une 
différence 2°, il faudra, par une 1"° intégration, remonter à la dif- 
férence 1°, et de celle-ci à y,; ainsi, l’on aura deux constantes 
arbitraires ; et, en effet, l’équ. (4) fait connaître encore y,, en 
trouyant A?, A°....; seulement y, et A’ restent quelconques. Et 
ainsi des ordres supérieurs, * 

955. Proposons-nous de trouver 24”, l’exposant # étant entier 
et positif. Représentons ce développement par 


Sa" = pat qu? + ra ...., 


a, b, c.... étant des exposants décroissants qu'il s'agit de déterminer, 
aussi bien que les coefficients p, q.... Prenons la différence 1", en 
supprimant le £ au 1° membre, puis changeant x en # + X dans 
le %, et retranchant. En nous bornant aux deux 1° termes, nous 
avons 


a = pahat + Lpa(a — 1)hat—2..., + gbhhatrt. 


Or, pour que l'identité soit établie, les exposants doivent donner 
les équ. a—1=ma—2—=b—1; doùe=m+l,b=m; 
de plus, les coefficients donnent 


1— pal, — <pala — 1)h—qb; d'où p=———,qj=—x<. 


Quant aux autres termes, il est visible que les exposants sont tous 
entiers et positifs ; et l’on peut même reconnaitre qu'ils manquent 
de 2 en 2; c’est, au reste, ce qui suit du calcul ci-après. Posons 
done 


EL — pat 24 Lan + ax—1 — Bx"”—3 + 25, pe 


et déterminons &, B, y... Prenons, comme ci-dessus, la différence 
l'°, en mettant x + k pour x, et retranchant : et d'abord en trans- 
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posant pat — :z", on trouve que le 1° membre, à cause de 
ph(m +1 = 1, se réduit à 


h° m—3 3h m—5 BA 
’ Mm—2 1 m—/ y m—6 
4 ‘ag’? —+- A dosl: vins 3.5"? + 4: EOPRE ‘977 .… 


Pour abréger, nous omettons ici les termes du développement de 

2 en 2, que le calcul prouverait s’entre-détruire ; et nous désignons 

par 1, »”, 4', A"... les coefficients du binôme. Venons-en au 

deuxième membre, et faisons le même ealoul sur az" L Br”, 

nous aurons, avec les mêmes puissances respectives de x et de b, 
n—2 m—À 


(1) a m1 am — À sa —. nn 


Mm—4 m—$5 


+ (nr d'orge a+ 


+ (nm — 5) +... 


En comparant terme à terme, on en tire aisément 


LE mh ur ss AUTRE LU A"h° ! 
mil "2418.11 0 O0 627 


& 


d’où l’on tire enfin 


MY 
(m + 1,4 


+ 4ch5a"—$ LE A'dMa"-1 L . , .. (D) 


x”? 
Le + mahz"—: + A'bhôr"—3 


Ce développement a pour coeflicients ceux du binôme de deux en 
deux termes, multipliés par de certains facteurs numériques a, b, 
C.….., qu'on a nommés ombres Bernoulliens, parce que Jacques 
Bernoulli les a le premier déterminés. Ces facteurs sont d’un fré- 
quent usage dans la théorie des suites ; nous donnerons un moyen 
plus facile de les évaluer (n° 957) : en voici d’ayance les valeurs : 


1 x I ï 1 
=) 120 ? C Mie. d a 2k4o ? RE ET 
f—— 2: LR 3 | AE sem: ji — 413867 
3276o? 13? 8160 ? LA TORSASTPEe 


956. Concluons de là que, pour obtenir £x”*, m étant un nombre 
donné entier positif , il faut, outre les deux premiers termes 
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m+1 4" 
(a 0 14 A. | 
jetant les termes de rangs impairs, 1er, 8e, 5°...., et multiplier les 
termes conservés, respectivement par @, b, c..….. x et h n’ont que des 
exposants pairs quand mn est impair, et réciproquement; en sorte 
qu’on doit aussi rejeter le dernier terme k”, lorsqu'il vient en rang 
inutile; la quotité des termes est 2m —- 2, quand » est pair; et 
L(m + 3) quand m» est impair, c’est-à-dire la même pour un nombre 
pair et pour l’impair qui suit. 


- rrendre le développement de (x +) h)"', en re- 


4 os 
Veut-on £z'°? outre - 


(TR 
conservant les 2°, 4°, 6°... 


— ja, on développera (x 


+ A), et 
termes, on aura 


10x%ah + 120zx7bh° + 252... ; 
donc 


x" 


— 


11% 


Sx'0 a 


— Eu Eh — QU HE QShS — Lafht + Ex. 


C’est ainsi qu’on obtient 


n T Te VA 
AT RS a: 
3h x? hzx 
ME ST 
4 2? hx? 
: DR ut (ob 2e PE) dr 
in TOUT NA E 
, æ° x4 hr hèx 
DE I Eee brothe Fer Tan 
a z° Bhxt h3x? 
5 — — — —— Conenrntnremns | ommqté Lee ent 
TEE NTI D 
er, TRUE ha5 Mas, x 
PONT ATEN 9 L+ Fan TG 32? 
z8 ha7 7h h°x° 
PONT Æ + FEAT AALEAR LE 
Mr 2 9 a 2ha7  Thx$ | ha Mx 
ra edge de die 9 30 ? 
254 æ\o ShxS 7x6 h5xt 3h12? 
D nt ORNE F + 2 Fraoio 2 20 ” 
Ex'° — etc. (voyez ci-dessus) etc. 
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957. Voiei un moyen facile d'étendre aussi loin qu’on veut les 
valeurs des nombres bernoulliens a, b, ce... Qu'on fasse x = h = 1, 
dans l’équ. (D); £x” est le terme général de la série qui a +” pour 
différence 1r° ; nous considérerons ici El, et cette série est la suite 
naturelle 0, 1, 2, 3... Prenons zéro pour ler merubre, et transpo- 


1 DrR 1 nb: 
Una Liu 02 RUE) ? 
m — 1 
—_—_—_————— — ( À cé LAX. k 0 
SE Î) am + bA" + cAY + + km 
En faisant »m — 9, le 2° membre se réduit à am, d’où l’on tire 


a—= =; m— 4 donne am + bA”, où 4a + 4h, pour 2*membre ; 
on trouve am + bA"— Gc, pour m — 6... ; ainsi, en procédant 
selon les nombres pairs m — 2, 4, 6, 8...., on obtient chaque fois 
une équ. qui a un terme de plus, et sert à trouver de proche en 
proche le dernier terme 2a, 4b, 6c....mk. 

958. Prenons la différence du produit 


Ye = (x —h) v(x + h) (x 4 2h)... (x + ih); 


en mettant æ—+ k pour x, et retranchant, il vient 


divisant par ce dernier facteur constant, intégrant, et remettant 
pour y, sa valeur, on trouve 


Ex (x + h) (x + 2h)... (x + 5h) 
æ—h 
EN X æ(x + h)(x 2h)... (x Hi). 


Cette équation donne l'intégrale du produit de facteurs qui or 
ment une équidifférence. 
959. En prenant la différence du 2° membre, on vérifie l'équ. 


1 — 1 
a(@Lh)(x L9h)...(xLih)  ihz(cLh)..[r EG 1%] 
960. Soit y, — a° ; la différence est 


AY; = a (at — 1); d'où y, — Ea”(a* — 1) — a’; 


donc Ea* — 


T 
const. 
a" = 1 —- 
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961. L’équ. suivante est n° 8 dans la note de la p. 835, ler vol., 


cos B — cos 4 =—= 2 sin + (4 + B).sin = = (4 — B); 
or, 
A cos & — COS ( —- h) — cos & = — 2 sin (x 1h). sin 2h; 


intégrant et changeant x Æ <4 en z,ona 


, cos (z — 
ESNn 3 = — 
E Sin 4 — G sme == GT const, 
On trouverait de même 
sin (5 — À ÉD) 
COS 3 == onst, 
Ë 2.8 T2sin: ga SAR 


Lorsqu'on veut intégrer des puissances de sinus et cosinus, on les 
traduit en sin. et cos. d’arcs multiples (voy. p. 235), et on a des 
termes de la forme À sin gx, À cos gx ; faisant gx = z, l'intégration 
est donnée par les équ. précédentes. 

962. Soit représentée l'intégrale d’un produit wz par 


E(uz) —uxz + t, 


u, z et treprésentant des fonctions de x, celle-ci inconnue, « et z 
données. En changeant + en x + k dans uzz + #, w devient 
uw —- Au, 3 devient z +- Az, etc., et l'on a 


uSz Lux Au . 5(3— As) Li At; 
retranchant notre 2° membre w4z + t, on en obtient la différence, 
ou celle de wz ; de là résulte l'équation 
O—Au,5(z— A7) At; d'où {= — EfAw.E(z + Az)]. 
Donc E(u.z)— uEz — ZE [au .E(z + A5)] : 


cette formule répond à l'intégration par parties deg fonctions diffé- 
rentielles, P. 406. 

968.11 n’y a qu'un petit nombre de fonctions dont on sait trouver 
l'intégrale finie ; on a recours aux séries quand on ne saitpasin- . 
tégrer exactement. Celle de Taylor, Ay: = yh +=.... (n° 952), 
donne | 


Ye = hEÿ + LE" + hey... 


SOMMES DES SÉRIES. BBy 


où g', y’. sont les dérivées successives de y,. Regardons y 
comme une fonction x donnée en x; il faudra fairey = 2, y*= #", 
res, ty S'y dx = fxdx; d'où 


J'adr = hEs + ShEs ES hss".. 
puis Es = ho fade <— 2 hgz — hs"... 


Cette équ. donne £z, quand on sait trouver £z', Ez”.... ; prenons 
la dérivée des deux membres ; celle du 1er sera £z”, ainsi qu’on 
peut s’en assurer. On tirera de là Ez”, puis £z'”....; et, même 
sans faire ces calculs, il est aisé de voir que le résultat de la substi- 
tution de ces valeurs sera de la formê 


25 = hi fade 4 A3  Bhz + Chr... 


Il reste à fr LE les facteurs 4, B, C.... Or, si z = x”, on en 
tire f'zdr, z', ="... et, substituant, il vient une série qui doit être 
identique avec (D), et, par conséquent, privée des puissances 
m—2,m— 4..., En sorte qu'on posera 


__F'zdx ghz , bhÿz” ch°z" dh1z°" 
Re +. ST 2.8.1 2.” 


a, b,c.... étant les nombres bernoulliens. 


Parex.. sis h=1l, [la des le — 1, x —=4Tt, 3=etc. ; 
donc £lx = C + alx — x — 2x + ax Æ ba $ Lox* etc. 


964. La série a, b, e, d..… k, 1, ayant pour différ. 1re 4’, b’, c'..…, 
on à vu (n° 945) que 


b—a+ta, c—b+?, d=0c+p....B=kLE; 
équ. dont la somme donne ! = a La + bp Ho... + 4. 


Si les nombres a’, D’, c’... sont connus, ou pent les considérer 
comme étant les différ. 1° d’une autre série a, b, c...., puisqu'il 
est aisé de composer celle-ci à l’aide de la 1°° et du terme initial &. 
Par définition (n° 958) nous savons qu'un terme quelconque /’, pris 
dans la série donnée a’, D’, c’.…., n’est autre chose que Al, puisque 
l—m—l;en EN = Al, on a 5° = 1, ou 


da th Lo L....LE, 


en supposant l'initial « compris dans la constante du signe =, Done, 
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en prenant l’intégrale d’un terme quelconque d’une série, on obtient 
la somme de tous les termes qui le précèdent, 


Eye = Yo Yi Ya ee Ye 


Bien entendu que pour avoir la somme de la série, y compris le 
terme général y,, il faut ajouter y, à l'intégrale, ou bien y changer 
æenx + 1, ou enfin changer x en # H- 1 dans y, avant d'intégrer. 
Du reste, on détermine la constante en rendant la somme — % 
quand x — 1. 

965. On sait donc trouver le terme sommatoire de toute série dont 
on connaît le terme général, -en fonction rationnelle et entière de x. 
Soit yx = 42" — Br" + C, m et n étant entiers et positifs, on a 
AEx" — BEx" + C£r° pour somme des termes jusqu’à y. exclusi- 
vement., Cette intégrale une fois trouvée par l’équ. D, on changera 
æ en + + 1,et l’on déterminera convenablement la constante. 

Soit, par ex., y. — #(2% — 1); changeons x en x + 1, et inté- 
grons le résultat ; nous trouvons 


239? L 8er L En — LADA AU À AU RER 2 pute ar ; = me 

2.3 2 © duos 
on n’ajoute pas de constante, parce que x — 0 doit rendre la 
somme nulle (voy. p. 23). 

La série 1”, 2”, 8”... des puissances m* des nombres naturels, 
se trouve en prenant Ex” (équ. D) : mais il faut ensuite ajouter le x° 
terme qui est x”, c’est-à-dire qu'il suffit de changer — :x”, 
2e terme de l’équ. D, en + <x” : il reste ensuite à déterminer la 
constante, d’après le terme auquel on veut que la somme com- 
mence. Par ex., pour la suite des carrés, on prend £+°, p. 552, en 
changeant le signe du 2° terme, et l’on a 


15 pis tio= ot, EE, 
la constante est — 0, parce que la somme est nulle quand x — 0. 
Mais si l’on veut que la somme s’étende de n° à x”, elle est nulle 
n— 1 2n—1 
Cette théorie s'applique à la sommation des nombres figurés. 
Par ex., pour ajouter les # 1° nombres pyramidaux 1.4.10.20... 


(p. 20), il faut intégrer le terme général £x(x + 2) (x + 1); on 


quand —n—l;etlonaconst. = — n 
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trouve (n° 958) & (x — 1) x (x + 1) (x + 2) : enfinil faut changer 
æenæxb 1,et D a, pour la somme demandée, 


re (e +1) (242) (2 + 9). 
La constante est nulle. 
966. Les nombres fiqurés inverses sont des fractions qui ont 1 pour 
numérateur, et pour dénominateur une suite figurée. Le z° terme 
de l’ordre p est (p. 20) 


D280B—0s jt ju 12.8,4(n;5-it) 
ap) p—Meppt+p—5) 


est l'intégrale (n° 959). Changeons x en x + 1, puis déterminons la 
constante en rendant la somme nulle quand x = 0, nous aurons 


— 1 
HT es ; et la somme des x 1% termes est 


2 


pl. 1.2.8. 0/2 0 1) 
p—2 (p—2)(x+41)(+2)....(&+p —2) 


Faisons successivement p — 3, 4, 5...., et nous aurons 


EL : 1 1 2 2 
Res 0 DES SO SEE TR MEME 


4 RO RE ee 
UTP DE ET GE UG a 
RAR PRET RER LE SP 
dre DE @+3) * (cE1..(+3) 
se PL EU 2.3.5 


Mae Os a Ra NP US PAT PAC 3 


et ainsi de suite. Pour obtenir la somme totale de nos séries, il faut 


rendre # infini, ce qui donne ? — : pour la limite dont elles ap- 


prochent sans cesse. 
Pour la série sin a, sin (a H-h), sin (a + 2h)....., on a (nc 961) 
EE 


2 sin = 
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changéant # en æ& “+ l; et déterminant G par la condition quê 
æ — — 1 rende la somme nulle, on trouve; pour terme sommaätuiré; 
cos (& — +h)= 60s (a — hi + <2) 
2 sin —k k 
sin (@ +4 + hæ) : sin [5h (44 1)] 
ns RE RE à 


ou - 
sin + 


en vertu de l’équ. (8) de la note, p. 335, 1° vol. 
La suite cos a; eos (a - A), cos (a 2h)... donne de même; pour 
térme sommatoiré; 
cos (a + <hx) . sin [5h (& L1)] 


sin 24 
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